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Abstract— This work presents an didatic enviroment to develope projects and systems implementation of
classic and advanced control. The enviroment is made by a Ball-Balancer system integrated with a Hardware

in the Loop settings with PID and MPC control strategies. Besides, a graphic interface was developed in
GUIDE/MATLAB language in order to assist the analisys, studies and systems projects. The Ball-Balancer
system consists in a sphere over a platform which, to keep the balancer in a certain set-point, is required an
efficient control technique that manipulates the inclinations of axis x and y of the structure. As a result, modelings
and experiments are presented in this paper.
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Resumo— Este trabalho apresenta um ambiente didático para projetos e implementação de sistemas de con-
trole clássico e avançado. O ambiente é composto por um sistema Ball Balancer integrado mediante uma con-
figuração Hardware in the Loop com as estratégias de controle PID e MPC. Ainda, uma interface gráfica foi
desenvolvido na linguagem GUIDE do Matlab a fim de auxiliar as análises, estudos e projetos do sistema. O
sistema Ball-Balancer consiste em uma esfera sobre uma plataforma que, para se manter em equiĺıbrio a uma
determinada referência, é necessário uma técnica de controle eficiente que manipula as inclinações do eixo x e do
eixo y da estrutura. Como parte dos resultados, modelagens e experimentos são apresentados neste artigo.
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1 Introdução

Como parte da proposta de formação ampla do
Engenheiro de Controle e Automação, cada vez
mais as instituições de ensino procuram estender a
teoria aos conhecimentos práticos na capacitação
de seus estudantes. Com isso, além de plantas em
escala de bancada, as universidades investem em
ambientes e ferramentas didáticos para consolidar
conhecimentos e aprimorar a experiência prática
dos seus alunos.

Notadamente, a utilização de ferramentas
computacionais, tais como softwares de simulação
e interfaces gráficas, auxilia na aprendizagem, trei-
namento, capacitação, pesquisa e solução de pro-
jetos, sendo uma abordagem ascendente no ramo
da engenharia e em ambientes de ensino acadê-
mico (Unlusu et al., 2004; Guzmán et al., 2008;
Silva et al., 2004; Duro et al., 2008). Particular-
mente, na área de controle automático muitos re-
sultados podem ser obtidos facilmente por meio
de ferramentas de simulação (Americano-daCosta
e Normey-Rico, 2009; Guzmán et al., 2016). Além
disso, a simulação de processos é amplamente uti-
lizada para avaliar o desempenho e rendimento
das técnicas de controle bem como para estimu-
lar a aplicação de novas estratégias (Americano-
daCosta et al., 2014).

Devido ao constante aumento da competitivi-
dade nos setores produtivos, simuladores associa-
dos às plantas didáticas são comumente utilizadas
nas instituições de ensino e pesquisa com a fina-

lidade de obter experimentos mais reaĺısticos e,
portanto, aproximando das situações de mercado
e da indústria. Aliada a toda essa metodologia de
ensino prático e pesquisa, encontra-se a técnica de
simulação do tipo Hardware in the Loop (HIL).
Trata-se de uma forma de experimento quando
uma parte do sistema não encontra-se dispońıvel,
neste caso, sendo substitúıda por um modelo ma-
temático implementado em um ambiente compu-
tacional. Essa técnica permite testes mais reaĺısti-
cos de protótipo ou projeto dentro de um contexto
de aplicabilidade industrial (Americano-daCosta
et al., 2012).

O Kit didático 2DOF Ball-Balancer fabri-
cado pela Quanser (2011), escolhido como es-
tudo de caso deste trabalho, foi utilizado como
material para outros trabalhos. Destaca-se aqui
o estudo de Alves et al. (2014), cujo objetivo
do trabalho apresentado foi a utilização de pre-
ditores de estado em cascata para minimização
dos efeitos de atraso. Com isso, demonstrou-se
também que a aplicação de estratégias de con-
trole avançado é posśıvel nesse tipo de sistema,
tendo sido comprovado por simulações e testes
não-destrutivos. Ainda, é posśıvel citar alguns es-
tudos voltados para controle de sistema de equi-
ĺıbrio de esfera sobre uma plataforma, a par-
tir dos quais ficou comprovado um melhor de-
sempenho dos controles LQG (Linear Quadra-

tic Gaussian) e ADCR (Auto-Disturbance Rejec-

tion Controller) em PID (Proporcional, Integral e
Derivativo)(Waldvogel, 2010; Liu et al., 2009).
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Dessa forma, neste trabalho é proposto um
ambiente didático que permite simulações e apli-
cações de controle PID e MPC (Model Predictive

Control) em um sistema Ball-Balancer. O ambi-
ente foi desenvolvido na plataforma Guide (nome
em inglês) do Matlab e configurado para simula-
ções Hardware in the Loop aplicadas ao sistema
Ball-Balancer da Quanser. Ou seja, a metodolo-
gia de ensino resultante deste trabalho oferece ao
operador uma interface gráfica amigável para es-
tudos de cunho teórico ao passo que permite apli-
cações práticas no sistema Ball-Balancer, propi-
ciando uma aproximação com a realidade indus-
trial. Contudo, o usuário poderá dispor de infor-
mações que o levem ao melhor entendimento do
sistema bem como ao projeto de controlador sem
que haja necessidade do equipamento f́ısico, per-
mitindo, além disso, realizações de testes não des-
trutivos como forma de avaliação do método de
controle utilizado.

O trabalho está organizado como segue: na se-
ção 2 será explicada as caracteŕısticas do Sistema
Ball-Balancer, suas variáveis e a sua proposta de
funcionamento. Na seção 3 será explanada a mo-
delagem fenomenológica do sistama e a sua devida
representação em função de transferência. Na se-
ção 4 serão apresentados os aspectos de implemen-
tação da ferramenta didática bem como os proje-
tos de controle e, finalmente, na seção 5, analisa-se
o estudo de caso do sistema Ball-Balancer.

2 Descrição do Processo

O sistema Ball-Balancer (esfera-plataforma), re-
presentado pela Fig. 1, consiste em uma plata-
forma (prato) de formato quadricular, cuja esfera
posicionada sobre este pode mover-se livremente
no plano. Este sistema é um aprimoramento do
sistema Ball-Beam (Esfera-Haste), do mesmo fa-
bricante (Quanser, 2011), cuja finalidade é equi-
librar a esfera na posição desejada limitando-se
somente a um eixo.

A finalidade do Sistema Ball-Balancer é man-
ter a esfera em uma posição pré-determinada ou
seguir uma trajetória definida, permitindo absor-
ver perturbações dentro dos limites do sistema.
A medição da posição da esfera é realizada me-
diante a leitura da imagem da plataforma por de
uma câmera digital colocada sobre a plataforma.
Para posicionar a bola na local desejado são uti-
lizados dois motores de corrente cont́ınua sob a
plataforma. Esses motores estão acoplados à pla-
taforma por uma haste posicionada na extremi-
dade central de dois lados adjacentes, permitindo
que a plataforma se incline em dois eixos. São
utilizados encoders em cada servo-motor, que irão
realizar a leitura da posição do ângulo do eixo do
motor. Quando submetidos a uma determinada
tensão, os motores irão elevar ou abaixar a plata-
forma causando um movimento da esfera devido

à ação gravitacional.

Figura 1: sistema ball balancer

No sistema Ball-Balancer, tem-se como variá-
vel principal de processo a posição da bola em
cada eixo. Para atingir o objetivo de controle
é manipulada a tensão aplicada em cada servo-
motor. O grande sucesso para o funcionamento do
controle do sistema Ball-Balancer é sensoriamento
da posição da esfera. No caso do kit-didático uti-
lizado, a aquisição da imagem da plataforma per-
mite a leitura da posição da esfera por um método
de baixo custo e fácil aquisição. Entretanto, o mé-
todo de leitura por meio da imagem da esfera pos-
sui alto tempo de amostragem e necessita de um
processamento computacional da imagem para a
determinação da posição.

2.1 Modelagem fenomenológica

Para a realização da modelagem do sistema, re-
presentado na Fig. 2 foram considerados dois sub-
sistemas. O primeiro considera o comportamento
dinâmico entre a esfera e a plataforma. O segundo
subsistema considera o movimento de giro do mo-
tor e a tensão aplicada na sua entrada. Para a
realização dos cálculos mostrados neste trabalho
foram consideradas as seguintes hipóteses:

Figura 2: relação esquemática do sistema Ball-

Balancer do movimento no eixo x

1. Não existe atrito entre a bola e o prato.

2. A bola gira sobre a superf́ıcie do prato, ou
seja, a bola não desliza.

3. Quando é aplicada uma tensão positiva no
servo-motor, o motor gira no sentido anti-
horário, o que gera um ângulo positivo na
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leitura do encoder, fazendo a bola se movi-
mentar em sentido positivo da esquerda para
direita, logo causa : tensão > 0 → ângulo >
0 → velocidade > 0.

4. Pode-se considerar que o alinhamento do aco-
plamento de cada servo está localizado perfei-
tamente com seu respectivo eixo. Logo, a atu-
ação do servo-motor x não irá afetar a posição
da bola no eixo y, como também a atuação
do servo-motor y não irá afetar a posição da
bola no eixo x. Desse modo, assumindo que
as dimensões da plataforma são simétricas em
relação aos eixos, pode-se realizar a modela-
gem de dois sistemas desacoplados, um para
o movimento da bola no eixo x e outro para
o movimento da bola sobre o eixo y. Sendo
assim, por similaridade, ao desenvolver o mo-
delo para o eixos x, assume-se os mesmos cál-
culos para o eixo y.

Foram utilizadas as Equações de Euler-
Lagrange para realização dos cálculos das equa-
ções de movimento da esfera sobre a plataforma.
Dessa forma, a Energia Cinética da bola e do prato
pode ser escrita, respectivamente, como:

Tb =
1

2
mb(ẋ2

b + ẏ2b ) +
1

2
Ib(ω

2
x + ω2

y), (1)

Tp =
1

2
(Ib + Ip)(α̇

2 + β̇2), (2)

em que mb é a massa da bola, xb é a posição da
bola no eixo x, yb é a posição da bola no eixo
y, Ib é o momento de inércia da bola, ωx e ωy

são as velocidades, Ip é o momento de inércia do
prato; α e β são os ângulos de giro do eixo de
carga do motor para os motores do eixo x e y,
respectivamente. A Energia Potencial do sistema
será representada somente pela posição da bola,
pois a variação de altura do prato é mı́nima e se
torna irrelevante para os cálculos:

V = −mbgh = −mbg(xbsenα+ ybsenβ), (3)

na qual g é a aceleração da gravidade. Finalmente,
aplicando a Equação de Euler-Lagrange, tem-se as
equações que descrevem o movimento da bola nos
eixos x e y:

(mb + Ib/r
2
b )ẍb(t)− (mbgsenα(t)) = 0 (4a)

(mb + Ib/r
2
b )ÿb(t)− (mbgsenβ(t)) = 0 (4b)

sendo rb o raio da bola.
A modelagem de um motor DC utiliza dois

conjuntos de equações: (i) elétricas e (ii) mecâ-
nicas. O circuito elétrico pode ser representado
dinamicamente pela seguinte equação:

Vc −RcIc − keωc(t) = 0, (5)

na qual Vc é a tensão de entrada, Rc é a resistên-
cia do circuito, Lc é a indutância da bobina, Ic é

a corrente do circuito e ωc a velocidade angular
do eixo da carga, sendo ke a constante de pro-
porcionalidade eletromagnética do motor. Para
descrever o comportamento do motor, no que se
refere ao movimento angular de cada eixo, tanto
no eixo de carga quanto no eixo do motor, pode-se
utilizar as seguintes equações:

Js
dωs(t)

dt
+Bsωs(t) = τs(t) (6a)

Jc
dωc(t)

dt
+Bcωc(t) + τsc(t) = τc(t) (6b)

em que Jc e Js são os momentos de inércia, Bc

e Bs são o coeficientes de viscosidade, τc e τs são
os torques externos do eixo do circuito motor e
do eixo da carga o sistema respectivamente; ωs

é a velocidade angular do eixo da carga e τsc é
o torque do eixo do motor exercido no eixo de
carga. τs(t) = ηcKgτsc(t) poder ser obtida a partir
da eficiência das engrenagens do motor, ηc , e da
relação entre as engrenagens Kg.

Considerando a relação entre a velocidade an-
gular do eixo do motor e a velocidade angular do
eixo da carga, ωc(t) = Kgωs(t), é posśıvel, após
manipular as equações elétricas e mecâcnicas, ob-
ter a seguinte expressão:

Jeq
dωc(t)

dt
+Beqωc(t) = GmVc(t), (7)

em Jeq representa o momento de inércia equiva-
lente, Beq o coeficiente de viscosidade equivalente
e Gm representa o ganho do motor. Os parâme-
tros detalhados do sistema podem ser encontrados
no próprio manual da Quanser (2011).

2.2 Representação por Função de Transferência

Como pode ser constatado nas equações apresen-
tadas, os modelos utilizados representam um mo-
vimento linear da bola nos respectivos eixos da
plataforma. sendo conveniente encontrar as suas
funções de transferência que representam o sis-
tema.

Deseja-se, portanto, obter a função de transfe-
rência que relaciona a tensão aplicada no motor ao
ângulo de giro do eixo de carga, mediante a trans-
formada de Laplace na Eq. 7, com ωc(t) =

dθ
dt
:

As variações nos ângulos dos eixos dos ser-
vomotores e da plataforma são pequenas dadas
pelo fabricante, podendo assumir que senα ≈ α,
senβ ≈ β e senθ ≈ θ. Dessa forma, manipulando
as relaçoes trigonométricas da Fig. 2 tem-se a se-
guinte equação linear:

ẍb(t) =
2rmr2bmbg

L(r2bmb + Ib)
θ(t) (8)

sendo h a altura deslocada da plataforma, rm
o raio do motor e L o comprimento total da plata-
forma. Aplicando a Transformada de Laplace na
Eq. 8, tem-se:
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G2(s) =
xb(s)

θ(s)
=

Kb

s2
(9)

em que Kb =
2·rm·r2

b
·mb·g

L(r2
b
·mb+Ib)

Para a validação do modelo, foram aplicados
dois sinais do tipo degrau: uma tensão de 3V no
motor em t = 0, 1 s e, após 0, 2 s, uma nova ten-
são de −3V, conforme é mostrado na Fig. 3. É
posśıvel constatar que quanto maior o sinal de
entrada, mais elevada será a inclinação da pla-
taforma e, portanto, maior a velocidade atingida
pela esfera. Nota-se que a dinâmica do posiciona-
mento da bola no eixo x da plataforma está muito
bem representada pelo modelo, uma vez que a di-
ferença é muito pequena se comparada com a do
processo real, o que vale dizer que a aproximação
linear para os ângulos supracitados não compro-
mete as predições dadas pelas equações desenvol-
vidas. Ressalta-se que o movimento da bola no
eixo y possui o mesmo comportamento.
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Figura 3: validação do modelo

3 O Ambiente Didático

A utilização de recursos computacionais como o
MatLab R© envolve cálculos matemáticos, mode-
lagem, simulação, controle, confecção de protó-
tipos, gráficos cient́ıficos e de engenharia, além
de desenvolvimento de aplicações, incluindo a ela-
boração de interfaces gráficas com o usuário por
meio da ferramenta GUIDE (Graphical User In-

terface Development Environment). Vale destacar
o QUARC Toolbox, biblioteca criada pela Quan-
ser para comunicação do MatLab/Simulink com
a placa de aquisição de dados que faz a interface
entre o computador/controlador e o sistema ball

balancer, a fim de tornar o desenvolvimento e im-
plantação de técnicas de controle em tempo real.

3.1 Interface gráfica

No intuito de simular posśıveis erros de modela-
gem e verificar se o controle é robusto o suficiente
para atenuar esses erros, o usuário também poderá
alterar o modelo do sistema, sabendo-se que G1(s)
está inserido na malha interna (escrava) e, por-
tanto, possui dinâmica mais rápida do que G2(s)
(malha externa/mestre): ambos possuem pólos na
origem, o que os caracterizam como integradores.
Na intenção de simular posśıveis situações do am-
biente real, foram inseridos campos onde o usuário
pode adicionar rúıdos ou/e distúrbio do tipo pulso
ao sistema.

Finalmente, o usuário poderá selecionar o tipo
de controle que irá atuar: PID ou MPC, como
também poderá utilizar os dois a fim de comparar
seus desempenhos. Dessa forma, foram inseridos
nesta interface três critérios de desempenho: ISE
(Integral do quadrado do erro), ITAE (Integral do
tempo multiplicado pelo valor absoluto do erro) e
ITSE (Integral do tempo multiplicado pelo qua-
drado do erro), sendo muito útil também na ava-
liação dos parâmetros de sintonia dos controlado-
res.

3.2 Projeto do PID

O sistema de controle original para a posição da
esfera consiste em uma configuração do tipo cas-
cata composta por duas malhas, conforme a ilus-
tração da Fig. 4. A malha interna com o contro-

G
1
(s)
 G
2
(s)

X
b


K
p
PID

+
 +


-
 -

SP


Figura 4: sistema de controle PID

lador proporcional realiza o controle do ângulo de
giro do eixo do motor, enquanto a malha externa
com o PID controla a posição da esfera. O sinal
(MV ) gerado pelo controlador PID aplicado neste
sistema ball balancer é expresso como:

MV (t) = Kp

[

E(t) +
1

Ki

∫ t

0

E(t)dt+Kd

dE(t)

dt

]

(10)
na qual Kp é o ganho proporcional, Ki é o ganho
integrativo Kd é o ganho derivativo. E(t) é o erro
entre a referência (Setpoint SP) e a variável do
processo medida.

3.3 Projeto do MPC

O MPC não é uma estratégia de controle espećı-
fica, mas é o nome dado a um conjunto de métodos
de controle que foram desenvolvidos considerando
o conceito de predição e a obtenção do sinal de
controle a partir da minimização de uma deter-
minada função objetivo. Essa função considera
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o erro futuro e pode considerar as restrições nas
variáveis de processo e/ou de controle. Para a pre-
dição do comportamento das variáveis no futuro é
necessário que o modelo represente o mais próximo
posśıvel a dinâmica do sistema. A representação
por função de transferência fornece informações
suficientes para descrever o sistema, tanto para
processos estáveis quanto instáveis (Normey-Rico
e Camacho, 2007).

Normalmente, a sintonia é feita de forma heu-
ŕıstica, baseada em tentativa e erro, sendo larga-
mente aplicada quando se trata de processos es-
táveis em malha aberta (Sanchotene et al., 2011).
O processo estudado neste trabalho é instável em
malha aberta, porém a disponibilidade de um mo-
delo virtual permite realizar testes não destrutivos
para assegurar o desempenho do controle no ambi-
ente real. O modelo utilizado foi o apresentado na
Seção 2.2. Dessa forma, tem-se a seguinte equação
que representa o comportamento do sistema:

[

Xb

Yb

]

=

[

1114

s4+40s3+861s2
0

0 1114

s4+40s3+861s2

]

[

Vx

Vy

]

(11)

em que Xb e Yb são as posições da esfera referentes
a cada eixo (x,y); e Vx e Vy são as tensões dos seus
respectivos motores.

A primeira análise de desempenho do MPC
foi feita utilizando dois sinais de referência para
um estudo servo, sendo a posição da esfera alte-
rada para 2 cm e depois para 1 cm, com a inclu-
são do distúrbio de amplitude igual 0, 25 cm em
t = 15 s. Vale ressaltar que diversas simulações
foram realizadas de modo a aproveitar o ambiente
desenvolvido neste trabalho e obter um projeto sa-
tisfatório na aplicação real. Assim, foi escolhido
a combinação de parâmetro com menor ı́ndice de
desempenho ITSE, representado na Fig. 5.

Figura 5: simulação para projeto do MPC

Outros experimentos foram realizados com
aplicação de rúıdos e erros de modelagem. Casos
com erros de até 10% nos parâmetros do modelo
em relação ao processo simulado foram considera-
dos a fim de garantir a estabilidade do sistema na
planta real. Um desses ensaios encontra-se ilus-
trado na Fig. 6.

Figura 6: simulação para projeto do MPC

4 Estudo de Caso

Para a implementação do MPC na planta, foi apli-
cado o modelo representado pela Eq. 11 e a con-
figuração ilustrada na Fig. 7.

G
1
(s)
 G
2
(s)
 X
b
K
p

+


-
SP
X


G
1
(s)
 G
2
(s)
 Y
b
K
p

+


-


MPC

SP
Y


Figura 7: configuração do controlador MPC apli-
cado

Para o estudo de caso, foram feitas variações
tanto no eixo x quanto no eixo y, conforme ilustra-
dos nas Figs. 8 e 9. O gráfico da Fig. 8 apresenta
um problema servomecanismo onde há a variação
do setpoint de −3 cm para 3 cm na posição da es-
fera no eixo x. O sinal de controle daMV ilustra o
comportamento da tensão aplicada ao servo motor
do eixo x, sendo que este sinal satura em torno de
15 V , devido à restrição utilizada no projeto de
controle do MPC. Igualmente, de forma desaco-
plada, esse tipo de comportamento pode ser veri-
ficado no eixo y. Nota-se que, para um sistema
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Figura 8: desempenho do sistema no eixo x

extremamente senśıvel a variações na plataforma
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Figura 9: desempenho do sistema no eixo y

e em escala de bancada, o MPC mantém a traje-
tória da bola em uma região adequada.

5 Conclusões

O artigo apresentou um ambiente didático para si-
mulações e projetos reais de controle PID e MPC.
O ambiente é composto por um processo Ball Ba-

lancer e seus respectivos sistemas de controle im-
plementados numa configuração do tipo Hardware

in the Loop. Além disso, foi desenvolvida uma
interface gráfica que serve de aux́ılio para o en-
sino didático tanto para formulações acadêmicas
quanto para demonstrações de cunho industrial.

O trabalho engloba técnicas de modelagem,
implementações de controles clássico e avançado,
o que traz uma perspectiva de extrapolar os resul-
tados obtidos para outros tipos de processo.
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