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Abstract— This work presents a repetitive control strategy applied to robotic manipulators. The goal in using
this controller is the tracking of periodic trajectories in the joint space. The controller synthesis is based on the
internal model principle with the addition of a repetitive structure and a stabilizing state feedback. The design
of the repetitive controller gains is done through a convex optimization problem with linear matrix inequalities
(LMI) constraints. The formulation of the optimization problem is based on the Lyapunov stability theory using
a Lyapunov-Krasoviskii functional and a restriction to limit the controller gains. A comparison between the
computed-torque control and the repetitive controller applied to the manipulator is presented to validate of the
proposed repetitive controller. The Robot Operating System (ROS) is used to implement the controller and
simulate the robot with error in the structre of the model.

Keywords— Robot control, manipulator robot, repetitive control, computed-torque control, linear matrix
inequalities, Robot Operating System

Resumo— Este trabalho apresenta um controlador repetitivo aplicado a manipuladores robóticos. O objetivo
é que o manipulador siga uma trajetória de referência periódica no espaço das juntas. A śıntese do controlador
parte do prinćıpio do modelo interno com a adição de uma estrutura repetitiva e uma realimentação de estados
estabilizante. O projeto dos ganhos do controlador repetitivo é feito através de um problema de otimização
convexa com restrições na forma de inequações matriciais lineares (LMIs). A formulação do problema de oti-
mização parte da teoria de estabilidade de Lyapunov com um funcional Lyapunov-Krasoviskii, com adição de
um custo quadrático, para ajuste de desempenho, e de uma restrição para limitar os ganhos do controlador. É
apresentada a comparação entre a estratégia de controle repetitivo proposto e a estratégia de torque calculado.
O sistema ROS (Robot Operating System) é usado para implementar os controladores e simular o manipulador
com perturbações geradas por erro de estrutura de modelo.

Palavras-chave— Controle de robôs, manipulador robótico, controle repetitivo, controle por torque calculado,
inequações matriciais lineares, sistema ROS

1 Introdução

O presente trabalho propõem o uso da estratégia
de controle repetitivo (Hara et al., 1988) para ma-
nipuladores robóticos seguirem referências de tra-
jetórias periódicas e, eventualmente, rejeição de
perturbações periódicas que podem surgir devido
a erros de modelagem.

Uma origem comum de erros de modelagem
em robótica é quando se faz uma linearização por
realimentação (Slotine and Li, 1991) do modelo
do robô. O erro de linearização pode ocorrer, de
forma geral, por erro paramétrico no cálculo da
linearização e/ou por diferença entre as estrutu-
ras do modelo do manipulador e do modelo na
linearização. Na prática, a exatidão absoluta na
linearização não é posśıvel e o erro no seguimento
de referência tende a ser maior quanto maiores fo-
rem os erros na linearização. O erro paramétrico
ocorre quando os parâmetros do modelo utiliza-
dos no cálculo da linearização são imprecisos. O
erro de estrutura de modelo pode ocorrer quando,
por exemplo, há atrito nas juntas e tal atrito não
é levado em consideração na estrutura do modelo
utilizado na linearização.

Em Kasac et al. (2008) é apresentado um con-
trole com múltiplos modos ressonantes aplicado

no espaço das juntas a um manipulador planar
de dois graus de liberdade. A compensação das
não linearidades é feita através de uma série de
Fourier cujas componentes frequenciais são esti-
madas, e tal compensação é dada no cálculo do
torque. É garantida estabilidade assintótica atra-
vés da adição de um termo não linear derivativo
no cálculo do torque. O autor utiliza um empilha-
mento de modos ressonantes chamando-o de um
repetitivo de dimensão finita. É apresentado em
Omata et al. (1987) um esquema de controle re-
petitivo para uma classe de sistemas não lineares.
Garante-se estabilidade no sentido L2 aplicando o
teorema de passividade para sistemas não linea-
res. Tal formulação aplicada a um manipulador
robótico demanda o conhecimento pleno da ma-
triz de inércia. Tsai et al. (1988) apresenta uma
análise e implementação experimental de um es-
quema de controle repetitivo em tempo discreto
para um manipulador robótico. O controlador
proposto pelos autores utiliza o controle repeti-
tivo em paralelo com o controle por torque cal-
culado, podendo compensar posśıveis erros para-
métricos na linearização do modelo dinâmico do
manipulador. Em Wang et al. (2015) é oferecida
uma implementação do controle repetitivo para
uso em um manipulador b́ıpede utilizado na re-

XXI Congresso Brasileiro de Automática - CBA2016 
UFES, Vitória - ES, 3 a 7 de outubro

ISSN 2525-8311 3585



abilitação da caminhada. Os autores propõem o
uso do controle repetitivo em série com um con-
trole PD (Proporcional-Derivativo) a fim de ga-
rantir estabilidade assintótica.

No presente artigo se propõe usar uma reali-
mentação linearizante para obter-se um modelo li-
near do robô e considerar as não linearidades não
compensadas como perturbações e erros de mo-
delagem. Supondo uma referência periódica, es-
tas pertubações são formadas principalmente por
sinais periódicos e portanto, um controlador re-
petitivo é usado para rejeitá-las. O problema de
projetar os ganhos do controlador repetitivo é for-
mulado como um problema de otimização convexa
com custo quadrático nos estados e restrições para
limitar os ganhos do controlador a valores seguros,
além de garantir a estabilidade assintótica.

O artigo está organizado como segue. Na se-
ção 2 são apresentados o modelo dinâmico do ma-
nipulador e a sua linearização por realimentação.
Na seção 3 é apresentada a estratégia de controle
repetitivo proposta, bem como a forma de apli-
cação ao manipulador e o projeto dos ganhos. É
apresentada brevemente a estratégia de controle
por torque calculado na seção 4. Alguns detalhes
da simulação e implementação são apresentados
na seção 5. Os resultados das simulações e com-
parações entre as estratégias de controle repetitivo
e torque calculado são apresentados na seção 6. A
seção 7 apresenta a conclusão do presente traba-
lho.

2 Modelagem do manipulador robótico

Utiliza-se o manipulador WAM da Barrett
(Barrett Technology, Inc., 2011), mostrado na fi-
gura 1, que possui sete graus de liberdade. O Mo-
delo dinâmico no espaço das juntas de um mani-
pulador robótico com n graus de liberdade pode
ser obtido através do formalismo de Lagrange (Fu
et al., 1987) e é dado por:

τ = M(q)q̈ + V (q,q̇) + G(q) (1)

onde τ ∈ R
n é o torque aplicado nas juntas; q ∈

R
n são as variáveis de junta; M( · ) ∈ R

n×n é a
matriz de inércia; V ( · ) ∈ R

n é o vetor de forças
centŕıfugas e de Coriolis e G( · ) ∈ R

n é o vetor de
forças gravitacionais.

Como o controlador repetitivo proposto supõe
uma planta linear, e considerando que o modelo do
manipulador é não linear e fortemente acoplado, é
desejável que se faça uma linearização. Aqui será
feita uma linearização por realimentação, resul-
tando em um sistema linear com desacoplamento
entre as juntas do manipulador. Tomando o mo-
delo (1), pode-se utilizar a seguinte realimentação
de estados linearizante:

τ = M̂(q)ν + V̂ (q,q̇) + Ĝ(q) (2)

Figura 1: Manipulador Barrett WAM.

onde: M̂( · ) é a matriz de inércia nominal; V̂ ( · )
é o vetor de forças centŕıfugas e Coriolis; Ĝ( · ) é o
vetor de forças gravitacionais nominal; e ν ∈ R

N :
é a nova entrada de controle que será utilizada
para estabilizar o sistema linearizado.

Supondo que não haja descasamento de mo-
delo e que não haja erro paramétrico, tem-se
M(q) = M̂(q), V (q,q̇) = V̂ (q,q̇), G(q) = Ĝ(q) e,
então, obtém-se o seguinte modelo linear do mani-
pulador entre as variáveis de junta (q) e a entrada
de controle ν:

q̈ = ν (3)

Valendo-se do desacoplamento do modelo di-
nâmico linear do manipulador (3), é conveniente
representar a dinâmica de cada variável de junta
separadamente no espaço de estados. Conside-
rando separadamente cada uma das juntas tem-se
para a i-ésima variável de junta, i = 1, 2, . . . n, o
seguinte modelo linear:

q̈i = νi (4)

Definindo

xi(t) ,
[

qi(t) q̇i(t)
]T

e ui(t) , νi(t) (5)

a dinâmica linearizada de cada junta, represen-
tada no espaço de estados, é dada por

{

ẋi(t) = Axi(t) + Bui(t)

yi(t) = Cxi(t)
(6)

sendo:

A =

[

0 1
0 0

]

, B =

[

0
1

]

e C =
[

1 0
]

3 Estratégia de controle repetitivo

O prinćıpio básico que norteia o controle repeti-
tivo é a aplicação do prinćıpio do modelo interno
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(Francis and Wonham, 1976). O prinćıpio do mo-
delo interno consiste em incluir na malha de con-
trole um bloco com dinâmica igual a da referência.
No domı́nio da frequência, equivale a incluir os po-
los no semiplano direito (SPD) fechado existentes
na transformada de Laplace da referência (Francis
and Wonham, 1976). No presente caso, deseja-
se seguir/rejeitar sinais periódicos genéricos, com
peŕıodo LRef , cujas componentes frequenciais são
múltiplos infinitos de uma frequência fundamental
(2π/LRef ). Para tanto, uma estratégia de con-
trole que atende o seguimento/rejeição de sinais
periódicos genéricos é o uso do controle repetitivo
(Hara et al., 1988). Tal modelo, cujos polos es-
tão nas harmônicas k2π/LRef para k ∈ N, pode
ser obtido a partir de um elemento de atraso e
considerando o tempo de atraso L igual ao sinal
de interesse L = LRef , sendo E(s) e Yrc(s), as
transformadas de Laplace do erro (e(t)) de segui-
mento do sinal periódico e da sáıda do controla-
dor (yrc(t)), respectivamente, obtém-se à seguinte
função de transferência:

Hrc(s) =
Yrc(s)

E(s)
=

1

1 − e−sL
(7)

Neste caso, têm-se |Hrc(jk2π/L)| → ∞ ∀k ∈
N, ou seja, Hrc(s) apresenta infinitos polos sobre o
eixo jω que coincidem com as frequências harmô-
nicas do sinal de interesse. A introdução desse
modelo no controlador acrescenta infinitos polos
sobre o eixo imaginário, tornando imposśıvel es-
tabilizar o sistema com tal modelo em seu contro-
lador. Para tornar posśıvel estabilizar o sistema
com o controle repetitivo, introduz-se um filtro
passa-baixas de primeira ordem em série com o
elemento de atraso (Hara et al., 1988), conforme
representado na figura 2, sendo ωc a frequência de
corte do filtro passa-baixas. A função de trans-
ferência do controlador repetitivo com o filtro é,
então, dada por:

Hrc(s) =
Yrc(s)

E(s)
=

1

1 − ωc

s+ωc

e−sL
(8)

E(s)
+

ωc

s+ωc e−sL

Yrc(s)

Figura 2: Diagrama do controlador Hrc com filtro
passa-baixas.

Uma posśıvel representação no espaço de esta-
dos para Hrc(s) é dada na seguinte forma (Bonan
et al., 2011):
{

ẋrc(t) = ωc

(

− xrc(t) + xrc(t − L) + e(t − L)
)

yrc(t) = xrc(t) + e(t)
(9)

O sistema com o controlador Hrc com filtro
passa-baixas é estabilizável ao custo de um erro
no seguimento/rejeição de sinais periódicos o qual
está relacionado com a frequência de corte: quanto
maior a frequência de corte menor será tal erro. A
introdução do filtro passa-baixas em série com o
elemento de atraso causa um deslocamento de fase
e um ganho finito nas frequências fundamental e
harmônicas da referência (Lorenzini et al., 2015).
Uma das formas de se contornar tal problema é na
correção do tempo de atraso (L) em (8), conside-
rando o peŕıodo da referência LRef , o atraso deve,
então, ser calculado como (Lorenzini et al., 2015):

L =
LRef

2π

(

2π − arctan

(

2π

ωcLRef

))

(10)

Tendo como objetivo controlar o manipula-
dor robótico, o uso do controle repetitivo parte da
aplicação direta no sistema linearizado (6). Neste
caso, considera-se um controlador Hrc(s) e uma
realimentação de estados estática para estabilizar
o sistema em malha fechada; com ri(t) sendo a
referência de posição da i-ésima variável de junta,
Kx como o ganho dos estados e Krc sendo o ga-
nho do controlador repetitivo. Uma posśıvel re-
presentação no espaço de estados do sistema com
o controlador proposto em malha fechada é dada
por







































ẋi(t) = Axi(t) + Bui(t)
yi(t) = Cxi(t)
ẋrc(t) = ωc

(

− xrc(t)+
+xrc(t − L) + ei(t − L)

)

yrc(t) = xrc(t) + ei(t)
ui(t) = Kxxi(t) + Krcyrc(t)
ei(t) = ri(t) − yi(t)

(11)

Observa-se que o projeto dos ganhos é feito
considerando o sistema linearizado e desacoplado
entre as variáveis de junta. Portanto, para aliviar
a notação, a formulação que segue não carrega o
ı́ndice respectivo a i-ésima variável de junta. Os
mesmos ganhos obtidos podem ser utilizados nos
controladores de todas as variáveis de junta. Para
projetar os ganhos Kx e Krc pode-se utilizar a te-
oria de Lyapunov a fim de se obter estabilidade
assintótica. Para tanto, rescreve-se o sistema (11)
como um sistema aumentado, primeiramente de-
finindo:

x̄(t) ,
[

x(t) xrc(t)
]T

(12)

Neste caso, o ganho de realimentação do sis-
tema aumentado pode ser escrito como:

K̄ , [(Kx − KrcC) Krc] =
[

K̄1 K̄2 K̄3

]

(13)

Portanto, o sistema aumentado pode ser re-
presentado como:

{

˙̄x(t) = Āx̄(t) + Ādx̄(t − L) + B̄u(t)
u(t) = K̄x̄(t) + Krcr(t)

(14)
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com:

Ād =
[

02×3

−ωc 0 ωc

]

,Ā =
[

A 02×1

01×2 −ωc

]

e B̄ = [ B
0 ]

No projeto dos ganhos é considerado um ar-
gumento de estabilidade e que a referência é limi-
tada, portanto é apropriado considerar r(t) = 0.

Seja, agora, um funcional Lyapunov-
Krasoviskii candidato (Gu et al., 2012) dado
por:

Ξ(x̄(t)) = x̄T (t)P x̄(t) +

t
∫

t−L

x̄T (ζ)Qx̄(ζ)dζ (15)

De acordo com a teoria de Lyapunov-
Krasoviskii (Gu et al., 2012), para que o sistema
aumentado (14) seja estável deve-se ter Ξ̇(x̄) < 0,
com P = PT > 0 e Q = QT > 0.

A fim de considerar o custo da energia dos
estados e do controle, um funcional quadrático é
utilizado como critério de desempenho:

J(x̄,u) =
∞
∫

0

1
λ

(

x̄T Ex̄ + uT Fu
)

dt (16)

com E = ET ≥ 0 e F = FT ≥ 0.

Considerando este critério, se

Ξ̇(x̄) + λ−1(x̄T Ex̄ + uT Fu) < 0 (17)

integrando (17) em t ∈ [0, + ∞) obtém-se que:

∞
∫

0

(

x̄T Ex̄ + uT Fu
)

dt < λΞ(x̄(0)) (18)

Valendo-se da formulação LMI em de Oliveira
(2016), obtém-se o seguinte problema de otimiza-
ção, com a restrição de estabilidade e a restrição
dos autovalores do sistema com realimentação de
estados por região:

{W ∗,Y ∗} = arg min
λ,W,S,Y

λ,

sujeito à: (19)






















He{ĀW+B̄Y }+S ∗ ∗ ∗

WĀT

d
−S ∗ ∗

F
1

2 Y 0 −λ ∗

E
1

2 W 0 0 −λI



 < 0

[

He{ĀW+B̄Y }+2(c−ρ)W ∗

(ĀW+B̄Y +(c−ρ)W )T −ρW

]

< 0

E, então, a partir da solução ótima de (19)
obtêm-se K̄ = Y W−1, e os ganhos do controlador
repetitivo e da realimentação de estados são cal-
culados, a partir de (13), com Krc = K̄3 e Kx =
[K̄1 K̄2]+KrcC, respectivamente. Lembrando que
com estes ganhos garante-se que o sistema (11) é
assintoticamente estável, que J(x̄,u) ≤ λΞ(x̄(0))
e, adicionalmente, um limite para os autovalores
de (Ā + B̄K̄).

4 Estratégia de controle por torque

calculado

Na estratégia de controle por Torque Calculado,
após a linearização por realimentação, é feita uma
transformação de variáveis de forma que a origem
do novo sistema seja a referência (Fu et al., 1987)
ri para a i-ésima variável e utiliza-se um contro-
lador PD para levar o erro para zero. Assim, o
controlador por torque calculado é equivalente à
seguinte lei de controle para o sistema linearizado
por realimentação (6):

ui(t) = r̈i(t) + KDėi(t) + KP ei(t) (20)

o que leva as expressões KP = ω2
n e KD = 2ωnξ,

para os ganhos proporcional e derivativo, respec-
tivamente; sendo ωn a frequência natural e ξ o
coeficiente de amortecimento.

5 Simulação

O controlador proposto foi utilizado apenas na
junta de número 2, sendo utilizado o controle por
torque calculado nas demais juntas, em todas as
simulações denominadas RC. Nas simulações de-
nominadas CT, foi utilizado o controle por torque
calculado em todas as juntas. Em todos os experi-
mentos o tempo de simulação foi de 60s, passo de
integração de 100µs, taxa de atualização do con-
trolador de 1ms e 500 iterações no método Gauss-
Seidel.

A implementação das simulações ocorreu no
Robot Operating System (Barros, 2014). O simu-
lador utilizado foi o Gazebo (Koenig and Howard,
2004) utilizando a biblioteca a Open Dynamics

Engine (ODE).
Para simular o erro de modelo, o torque de

atrito na junta foi modelado por:

D(q2,q̇2) = −d0q̇2 − (d1| sin(q2R2)|) q̇2 (21)

com R2 = 28,25 a redução no motor da junta de
número 2 e os coeficientes de atrito d0 e d1. A
modelagem da força de atrito como apresentada é
composta de duas partes. A primeira com −d0q̇2

modela com aproximação de primeira ordem um
atrito viscoso no sentido contrário de rotação. O
segundo termo em (21), modela de forma simpli-
ficada um atrito viscoso no atuador dependente
também da variável de posição da junta. Tal mo-
delo de torque soma-se ao torque aplicado na junta
(τ2). Sendo τc2 o torque calculado pela realimen-
tação linearizante, tem-se como efeito:

τ2 = τc2 + D(q2,q̇2) (22)

reproduzindo um erro de estrutura de modelo.
Para o controlador por torque calculado, fo-

ram escolhidos os seguintes parâmetros: coefici-
ente de amortecimento de ξ = 1 e frequência na-
tural ωn = 8rad/s. Portanto, os ganhos propor-
cional e derivativo são KP = 64 e KD = 16, res-
pectivamente. Quanto ao controlador repetitivo
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com realimentação de estados, partindo do pro-
jeto de seus ganhos em 3, optou-se pelos ajustes
a seguir. A frequência de corte do filtro passa-
baixas ωc = 20πrad/s; o atraso obtido pela cor-
reção (10) e usado na simulação foi L = 0,984s.
Para as ponderações E e F no custo (16), optou-
se por E = diag(0, 0, 1) e F = 0. Objetiva-se com
tais ponderações que se penalize apenas o estado
do controlador (xrc) no sinal de controle, obtendo
o ganho máximo permitido pela segunda restri-
ção em (19). Foi identificado em experimentos
prévios os limites aceitáveis para os ganhos da re-
alimentação de estados, resultando na escolha de
c = 0 e ρ = 5,35(ωc) = 107,00π. Através da
solução do problema (19), com os ajustes apre-
sentados, obtém-se o ganho da realimentação de
estados Kx =

[

−7414,0 −485,0
]

e o ganho do
controlador repetitivo Krc = 8,30 × 104.

O vetor de referência r(t) para as variáveis de
junta utilizado nas simulações é dada por:

r(t) =























0 t ∈ [0 2)s
α pol5(t − 2) t ∈ [2 7)s
α t ∈ [7 12)s
α + σ(t) pol5(t − 12) t ∈ [12 17)s
α + σ(t) t ∈ [17 60)s

(23)

com α =
[

0 0,75 0 1,5 0 0,9 0
]T

e σ(t) =
[

0 sin(2πt) 0 · · · 0
]T

.

Deseja-se obter uma movimentação suave do
manipulador com uso do vetor de referências
acima. A função pol5(t) em r(t) é um polinômio
de quinto grau para suavizar a trajetória, par-
tindo de 0 e indo a 1 em 5 segundos: pol5(t) =
10t3/125−15t4/625+6t5/3125 ∈ [0, 1] ∀t ∈ [0, 5]s.

6 Resultados

A Tabela 1 estrutura os resultados das simulações,
variando os valores de d0 e d1, com as integrais do
sinal de controle e do erro para os controladores
repetitivo (indicado como RC) e torque calculado
(indicado como CT). No segundo e terceiro par de
colunas, estão as integrais do erro (e2) e do sinal
de controle (u2) a partir de 17s de simulação a
partir do qual a referência é periódica.

Tabela 1: Desempenho dos controladores.
60s
∫

17s

|e2(t)|dt
60s
∫

17s

|u2(t)|dt

d0 d1 RC TC RC TC
0 0 0,0071 0,0804 324,54 322,33
0 0,01 0,0071 0,2197 324,58 316,33
0 0,1 0,0071 0,2696 325,01 314,76
0,01 0 0,0071 0,2228 324,60 316,22
0,01 0,01 0,0071 0,2284 324,64 316,04
0,1 0 0,0071 0,3009 325,23 313,82
0,1 0,1 0,0071 0,3553 325,85 312,28

Observa-se a diferença no seguimento da refe-
rência entre os controladores, com o sistema com
CT com erro no seguimento maior que o sistema
com controlador RC. O sinal de erro no segui-
mento de referência pelo tempo do sistema utili-
zando os controladores RC e CT estão na figura 3.
Observa-se a diferença no erro de seguimento da
referência entre os controladores, com o sistema
com controlador CT tendo maior erro no segui-
mento de referência que o sistema com controlador
RC, em regime permanente. Na figura 4 são apre-
sentados os valores do torque τ2 pelo tempo do
sistema utilizando os controladores RC e CT. De
forma semelhante aos demais experimentos, é evi-
dente que o custo de torque é semelhante quando
comparado o uso dos dois controladores.
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Figura 3: Erro no seguimento de referência.
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Figura 4: Sinal de controle.

7 Conclusão

No presente trabalho apresentou-se uma śıntese e
uma forma de implementar o controlador repeti-
tivo aplicado a manipuladores robóticos genéricos.
Para o controlador repetitivo os ganhos foram de-
terminados através de um problema de otimização
convexa sujeito a LMIs garantindo estabilidade in-
terna, desempenho conforme custo quadrático e
com limitação dos ganhos. As simulações no sis-
tema ROS com o Gazebo foram apresentadas. A
comparação entre as estrategias de controle por
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torque calculado e repetitivo serviram para evi-
denciar posśıveis diferenças no desempenho. Con-
forme resultados, é evidente a maior robustez do
controlador baseado na estratégia de controle re-
petitivo em comparação ao controlador baseado
na estratégia de controle torque calculado.
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puladores móveis, Dissertação (mestrado em
engenharia elétrica), Universidade Federal do
Rio Grande do Sul, Porto Alegre, RS. Orien-
tador: Walter Fetter Lages.

Bonan, G., Coutinho, D., Pereira, L. F. A., Vieira,
J. F. and Gomes da Silva Jr., J. M. (2011).
Repetitive controller design for uninterrupti-
ble power supplies: An lmi approach, Proce-

edings of the IECON 2011-37th Annual Con-

ference on IEEE Industrial Electronics Soci-

ety, IEEE, IEEE, Melbourne, Vic, Australia,
pp. 704–709.

de Oliveira, I. G. (2016). Comparação entre as

estratégias de controle por torque calculado

e controle repetitivo aplicados a manipulado-
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