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Abstract— A strategy to Fuzzy Kalman Filter identification, is proposed. A mathematical formulation based
on fuzzy Takagi-Sugeno structure is presented: the algorithm FCM (Fuzzy C-Means) estimates the fuzzy sets;
from the data input and output of a dynamic system, the ERA/DC algorithm (based on clustering estimated
by FCM algorithm), is applied to obtain the matrices A, B, C, and D (state matrix, input influence matrix,
output influence matrix, and direct transmission matrix, respectively) to each rule of the Fuzzy Kalman Filter
consequent. Computational results show the efficiency of the proposed methodology comparing it to other
methodology related to tracking of states of a time-variant nonlinear dynamic system.

Keywords— Dynamic System, Fuzzy Kalman Filter, Takagi-Sugeno Fuzzy Model.

Resumo— Neste artigo é proposta uma estratégia para identificacdo de um Filtro de Kalman Nebuloso. E
apresentada uma formula¢do matemadtica baseada em estrutura nebulosa Takagi-Sugeno: o algoritmo FCM (Fuzzy
C-Means) estima os conjuntos nebulosos; a partir de dados de entrada e saida de um sistema dindmico, o algoritmo
ERA/DC (baseado nos conjuntos nebulosos estimados através do algoritmo FCM) é aplicado a fim de obter as
matrizes A, B, C e D (matriz de estado, matriz de entrada, matriz de saida e matriz de transmissdo direta,
respectivamente) para cada regra no consequente do Filtro de Kalman Nebuloso. Resultados computacionais
comprovam a eficiéncia da metodologia proposta comparada a outra metodologia quanto ao rastreamento dos

estados de um sistema dinamico nao linear variante no tempo.

Palavras-chave—

1 Introducao

O Filtro de Kalman (FK) é um método mate-
matico largamente utilizado em diversas areas do
conhecimento, além de ser um dos métodos para
estimacao de estados de um sistema dinamico a
partir de uma medi¢ao incompleta e/ou com pre-
senca de ruido. Enquanto algoritmo recursivo, re-
quer poucos calculos e espaco de memdéria para
armazenagem de dados, o que torna favorédvel a
sua utilizagao em aplicagoes a sistemas em tempo
real (Fan, 2015)(Aguirre, 2015)(Moreno and Pi-
gazo, 2009). Para aplicar o FK, faz-se necessé-
rio conhecer o modelo baseado em espaco de es-
tados e, em general, a identificacao baseada em
espaco de estados através de dados de entrada e
saida, ndo é trivial (Wu et al., 2015)(Juang, 1994).
Além disso, a teoria de Filtro de Kalman é apli-
cada somente em sistemas lineares; para sistemas
nao lineares o tipo de filtro mais largamente uti-
lizado é o FKE, contudo, é conhecido que ambos
FK e FKE nao sao robustos em relagao a mo-
delagem de incertezas e perturbacoes. Isto tem
motivado muitos estudos na teoria de filtragem
de Kalman para problemas que requerem robustez
(Inoue et al., 2016). Desde 1980, os sistemas nebu-
losos tem sido aplicados na modelagem e controle
de sistemas dinamicos. Entre os tipos de sistemas
nebulosos, existe uma classe muito importante
denominada Takagi-Sugeno (TS) (Benzaouia and
Hajjaji, 2014). Recentemente, tornou-se uma po-
derosa ferramente aplicada em modelagem e con-
trole (Serra, 2012)(Vukadinovic, 2011). Isto deve-
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se a estrutura baseada em regras para aproxi-
magao de fungoes, bem como, nao linearidades
e incertezas (Zadeh, 1965)(Pires and Serra, n.d.).
A metodologia proposta neste artigo consiste em
uma estratégia para a identificagao de um Filtro
de Kalman Nebuloso aplicada ao rastreamento dos
estados de sistemas dinamicos nao lineares varian-
tes no tempo.

2 Metodologia para Estimacao
Paramétrica do Filtro de Kalman
Nebuloso

2.1 Algoritmo de Agrupamento para Estimacdo
do Antecedente

Neste artigo, os parametros do antecedente no mo-
delo nebuloso TS sao estimados através do algo-
ritmo de agrupamento FCM, o qual é baseado
na minimizacao do funcional, descrito a seguir
(Babuska et al., 2010):

c N

J(Z:U V) =3 ()" lze —vily (1)

i=1 k=1

onde U = [u;] € My é a matriz de partigdo ne-
bulosa da matriz de dados Z = {z1,22,...,2Nn},
onde p; € o grau de pertinéncia no ¢-ésimo agru-
pamento, no instante k, e
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My, = {U € RN | ir € [0,1], Vi, k;

c N

3 e = 1,9k0 < 3 i <N,Vi} 2)

i=1 k=1

O vetor de protétipos dos agrupamentos (cen-
tros) é determinado por V = [vq,va,...,v.],V; €
R™. A norma da distancia ao quadrado do
produto interno ¢é D2, = |z — vl||i =
(zi — vi)" L(zyx — vi), onde [.II7 é a norma Eu-
clidiana padrao e L = I, z; representam os ele-
mentos de cada coluna da matriz de dados Z e
v; estd associada com as coordenadas dos centros
dos agrupamentos. O algoritmo FCM ¢ realizado
usando os seguintes passos: dado um conjunto de
dados Z e a matriz de particao inicial U e M.,
escolha o numero de agrupamentos 1 < c < N, a
tolerancia de erro a > 0 e o expoente der fuzzifi-
cacao w > 1.

Repetir para [=1,2,...

Passo 1: Calcular os protétipos dos agru-
pamentos (centros):

Passo 2: Calcular as distancias:

T
Dir, = (Zk - Vz@) L (Zk - Vz@) J1<k<N
(4)

Passo 3: Atualizar a matriz de partigao:
If VD3, >0for1<i<ec,1<k<N,
1
l
Mgk) i ’ (5)
> (Dikr/Djr)? ™Y

Jj=1

caso contrario

HE’Q =0 if Djr >0, and MZ(-Q € [0,1]

with > pff) =1.
i=1

Until [[UO — U] < .
Passo 4: Calcular o grau de pertinéncia nor-
malizado da i-ésima regra.

7i(XL) = !

X5 2/(w—1) (6)
¢ DL},(L (XL,VZ- )

X
j=1 DL:_(L (XLan L)
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DLxL = (XLk — VZXL) L (XLk — VzXL)

i

X =[p(k=1) wa(k—1) ym(k = 1))

onde Y1 2,...,m] corresponde aos dados de saida.

2.2 Algoritmo ERA/DC baseado em Agrupa-

mento para Estimag¢ao do Consequente

O algoritmo ERA/DC (Eigensystem Realization
Algorithm / Data Correlations) originalmente cri-
ado por (Juang and Pappa, 1985), apresenta a
estrutura nebulosa dada pelos seguintes passos:
Dado [ (ndmero de pontos), p (nimero apropri-
ado de parametros de Markov do observador a
partir do conjunto de dados de entrada e saida do
sistema), u,x; (dados de entrada, onde r corres-
ponde ao numero de entradas) e y,x; (dados de
saida, onde m corresponde ao nimero de saidas).

Passo 1: Calcular a matriz de regressores,
denominada V.

u up ... u, .. u;—1
0 Vo ... Vp_1 ... Vi—2
0 0 ... —9 ... _
V= Vo2 Vs ()
0 O
0 0 Vo Vi—p—1
onde:

welx]

Yk

vy corresponde aos dados de entrada e saida no
instante k.

Passo 2: Obter, a partir dos dados experi-
mentais, os parametros de Markov do observador

Y baseado nos conjuntos nebulosos, como segue:

U
=YYV (9)
i=1
¥ = yrivT [vrivT) ! (10)
onde y = [yo Yi oo Yp yl_l]éa
matriz de saida m x [ do sistema dinamico,
% 0 0
= ; fy:{ ! (11)
0 0 Mi-1
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¢é a matriz diagonal de ponderacao dos valores de
pertinéncias na i-ésima regra.

D' (v)
Ci (71') Bi (71')

% = =

C'(v') A" (v)) B" (v') (12)

| C (,.yz) APV (,.yz) B (,.yz) |
corresponde aos parametros de Markov do obser-
vador na i-ésima regra.

Passo 3: Construir um bloco da matriz de
correlagao N com os elementos G, hi, . OS quais
correspondem ao produto entre H? e H}

k—+1°

i . T

1 _— 1 1

hhigyr — k+‘rHT (13)

comT7 =0
Yi o .. Y., Yioo. Y,
Yiio o Yiisn Y, o Y,
Shini= ; : . ;

Yita Y;e+a+ﬁ+1 Y, ... Y;+ﬁ+1

(14)
onde Y}'€ é a matriz m X r, onde as colunas sao
os pardmetros the Markov (resposta ao impulso
amostrada) correspondente as m saidas. O tama-
nho de H} e H} is am x Br, desde que o tamanho
de G;mk é am x am.

Gl ... G

) “hhyter
le _ G;lhkw ;lhkf(ul)r (15)
GfthH th+<<+g>7
N} = PiA" () Qf (16)

Passo 4: Decompor R} usando a decomposi-
- . . . . T
¢ao em valores singulares: N = R">2'S" .

Passo 5: Determinar a ordem do sistema exa-
minando os valores singulares da matriz Hankel
Ni

5-

Passo 6: Construir uma realizacao de ordem
minima [Al, QZ,P;} usando o bloco da matriz
Hankel deslocada 3.

i iyl A i il pil
G}, =HH; =P A" (v')Q;Q} P,

G, = HiH; =PLA" (7)) Q0 (17)

Passo 7: Calcular a matriz de controlabili-
dade QZ; e determinar a realizacao de ordem mi-

nima [A’(y%),B" (%), C" (v%)].
H) = P.Q}, (18)
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onde:

C'(+) A" () (19)

Q= [B' () A'(r)B(v)

(20)

logo
Qj = P H; (21)
A= (@) PRIHEIS, (37 (22)
D' = ?fnxl (23)
B’ = first 7 columns of Q} (24)
C' = first m rows of P’ (25)

3 Algoritmo do Filtro de Kalman
Nebuloso

O Filtro de Kalman nebuloso TS apresenta a
i|t=12-U_gsima regra, dada por:

(). ~ n i
RY: SE ylk:l E Fjlﬂlk,l
Fi ENTAO

j‘gjk,1

E...ESE §n_, E

xj, = Aixi_, +Kj (4 - C'x)
' o ' (26)
Y, = C'x}, + D'uy,

onde A%, C' e D? sdo matrizes estimadas pelo al-
goritmo ERA/DC baseado em agrupamento ne-
buloso na i-ésima regra, conforme descrito na se-
cao 22 e K' corresponde ao ganho de Kalman
na i-ésima regra. De acordo com o algoritmo de
agrupamento nebuloso, descrito na se¢ao 2l e o
algoritmo ERA /DC baseado em agrupamento ne-
buloso, conforme descrito na secao2.2], o Filtro de
Kalman nebuloso é dado por:

l
Xe =Y (A'(yi)xi_y + K () (Wi — C'(1:)x3))

i=1

!
Uk = Y (C' (), + D' (vi)us)
i=1
(27)
Inicializar 5(6, Pf), k=11=1;
Enquanto (necessita estimar os estados e a
saida do sistema) Faca
Para:=1,2,...,1
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Atualizar o instante de tempo:
%, = A'(7)%,_,

—i i i iT i
P = A(3)P_; (v)A" (i) + Q' (%)
Obter a medigao y;
Atualizar a medicao:

Ki=P; (1)C" (7:)(C'(7)Py (7)C' () +R (7:)) "
% =%, +Ki(v)(yk — Clv)%;)
l
Xy = ZV%
=1

Pi = (1= Kj()C'())P; ()
3 = C' ()%} + D' (3 )
l

Ie=> '
i=1

t=1+1
Fim para
k=k+1

Fim enquanto
A matriz I é definida como uma matriz identidade
n x n; Kj, é a matriz de ganho de Kalman na i-

ésima regra do Filtro de Kalman Nebuloso; P,j
é a matriz de covariancia do erro a priori da i-
ésima regra do Filtro de Kalman Nebuloso; P} =
E[(xf — % )(z} — 21)T] é a matriz de covariancia
do erro a posteriori da i-ésima regra do Filtro de
Kalman Nebuloso. A matriz de covariancia do
ruido do sistema e a matriz de covariancia do ruido
das medicoes, @ e R, respectivamente, sao dadas
por:

A 2 -
com Q,, = (Zn, — ;)% onde T, corresponde
ao valor da média de z,, no instante de 1 até k e
x,, corresponde ao valor do estado n, no instante
k, na i-ésima regra do modelo nebuloso, e

Ri = diag(Rila Ré?a sy ann) (29)

com Rl = (§n, — ¥y}, )%, onde gy, corresponde ao
valor da média de yp,, no instante de 1 até k e y,,,
corresponde ao valor de saida n, no instante k, na
i-ésima regra do modelo nebuloso.

4 Resultados Computacionais

A fim de comprovar a eficiéncia da metodolo-
gia proposta, utilizou-se o seguinte sistema (Chen
et al., 1998):

1 v
$k+1:|:0 1 ]ka-i-@k

Y = [1 O] T+ ny (30)

onde xx € R™ e yp € R™ sdo vetores de estado
e saida, respectivamente, com estado inicial xg
sendo uma Gaussiana de média conhecida E {z¢}
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e covariancia Py = V {zo}; {ex} e {ni} sdo Gaus-
sianas com sequéncias de ruido mutuamente in-
dependentes, com matrizes de covariancia conhe-
cidas {Qr} e {Rk}, respectivamente, que sao to-
talmente independentes do estado inicial xzg. A
simulacao de dados é realizada a partir de:

E{n}=| " | =] (31)
-1

Z02

V {zo} = [ ﬁl’g ﬁl’i } - [ 05 0 ] (32)

(33)

v =1[0.01,0.012] (34)

A fim de estimar os conjuntos nebulosos, o
algoritmo FCM foi implementado para dois agru-
pamentos, coeficiente de fuzzificagio w = 1.2 e
tolerancia o = 0.001. Os conjuntos nebulosos ob-
tidos sdo observados na Figura [l

A partir dos dados de entrada e saida do sis-
tema dinamico nao linear, levando em considera-
cao os graus de pertinéncia dos conjuntos nebu-
losos, o Filtro de Kalman Nebuloso Identificado
(FKNI), é dado por:

RW: SE g1 B Fly

) ENTAO

o} = A'sl, + Kil} - C'al)

(35)
yi = C'z} + D uy,
R®: SE jj_1 B FZ;  ENTAO
ap = A'xi_, + Ki(yi — CPa}) )
36
y? = C*x? + D*uy,
onde
2l
L 1 . 1.0079  0.0014
xr = A_ =
o1 ’ —0.0369 —0.4468 |’
2

C' = —40.7155 0.1236 |, D" = 0.9741,

2
2 Tl e _[ 09838 0.0012
e |77 T [ 01093 —0.7904
2

C? =] -8.0340 0.0136 |, D* = 0.7290,
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Fi(yk, a,b)|(a=—1.11:0=—3.06) =

1, yk <a
Yp — a 2 a+b
1_2(ba) » ASURS —
2(%_@)2 atd <t
b—a ’ 2 =
0, yr > b

com FQ :17F1

Grau de Pertinéncia
e © 9 © © © 9 9
PN B & > N @ o =
— T

14

)
&
4
&k
&

Figura 1: Fungoes de Pertinéncia obtidas através
do algoritmo FCM.

A saida do modelo do sistema obtida através
da metodologia proposta e o erro entre as saidas
do sistema nao linear e do FKNI sao observados
na Figura E observado que o FKNI segue a
resposta do sistema dinamico nao linear.

|

ol

AW /'/

= A"
5t N j/ !
J

— Sistema Dinamico Nao Linear
iltro de Kalman Nebuloso Identificado

100
Numero de Pontos (k)

= &
T

°
o

Erro entre Saidas
o §
D

o
o

. .
0 50 100 150
Nimero de Pontos (k)

Figura 2: Saida do sistema dinamico nao linear
(em preto) e saida do FKNI (em cinza). O erro
entre as saidas do sistema dindmico nao linear e

do FKNI.
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Os estados z1 e 29 do sistema dinamico nao
linear sao comparados aos estados estimados atra-
vés do Filtro de Kalman Nebuloso Identificado -
FKNI (proposto neste artigo) e o Fuzzy Kalman
Filtering - FKF (proposto em (Chen et al., 1998))
sdo observados na Figura[Ble na Figura [ respec-
tivamente. Observa-se a eficiéncia da metodologia
proposta comparado ao FKF (Chen et al., 1998)
em relagdo ao comportamento dos estados esti-
mados. As métricas RMSE (do inglés Root Mean
Square Error) e VAF (do inglés Variance Accoun-
ted For) foram utilizadas para avaliar o desem-
penho dos estados x1, x2 e a saida do Filtro de
Kalman Nebuloso. O FKNI apresenta valores
RMSE e VAF na saida, 0.8437 e 98.7431, respecti-
vamente. O estado x; de FKNI apresenta valores
RMSE e VAF, 1.4868 e 95.7197, respectivamente.
O estado x5 de FKNI apresenta valores RMSE e
VAF, 0.6999 e 91.2823, respectivamente. O estado
21 de FKF (Chen et al., 1998) apresenta valores
RMSE e VAF, 10.7158 e 32.3911, respectivamente.
O estado x2 de FKF (Chen et al., 1998) apresenta
valores RMSE e VAF, 10.6895 e 47.2185, respecti-
vamente. Os ganhos de Kalman K' e K2, obtidos
a partir de FKNI proposto neste artigo, podem
ser observados na FiguraBle na Figura [0, respec-
tivamente. Os graus de pertinéncia instantaneos
podem ser observados na Figurdil

T T T
| - -Estadox, of FKF [

—Estado x, do Sistema Dinamico N&o Linear .

Estado x, do FKNI -7

Estado x,
R
a 8 ¥
i

s
T

&Hh o o
T

.
0 5 10 15 20 30
Numero de Pontos (k)

Figura 3: Estado x1: z1 do sistema dindmico nao
linear (linha preta), x; estimado pelo FKNI (linha
cinza) e x7 estimado através do FKF (linha preta
tracejada).

Estado x,
s
-

~ -Estado x, do FKF \
| —Estado x, do Sistema Dinamico Nao Linear v
Estado x, do FKNI

- o 5 10 15 20 30 35 40 45 50
Numero de Pontos (k)

Figura 4: Estado x2: x5 do sistema dindmico nao
linear (em preto), x2 estimado pelo FKNI (linha
cinza) e xg estimado através do FKF (linha preta
tracejada).
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5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Numero de Pontos (k)

Figura 5: Ganho de Kalman K! = [kl ki]T na
regra 1.

25

2
kl

05 L L L L L L L L L
[} 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Numero de Pontos (k)

Figura 6: Ganho de Kalman K2 = [k? k3]T na
regra 2.

Pertinence Degree

L PN I R R B .
5 10 15 20 25 30 35 40 a5 50
Niimero de Pontos (k)

Figura 7: Graus de Pertinéncia Instantaneos do
Filtro de Kalman Nebuloso.

5 Conclusao

A metodologia para identificacao de um Fil-
tro de Kalman Nebuloso, proposta neste artigo,
mostrou-se eficiente em relagdo a estimagao da
saida e dos estados de um sistema dinamico nao
linear variante no tempo. Comparada a outra me-
todologia disponivel na literatura, a metodologia
proposta mostrou melhor desempenho em relagao
ao rastreamento dinamico do comportamento dos
estados.
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