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Abstract— This paper presents a fuzzy clustering algorithm based on maximum likelihood with participatory

learning. The adopted methodology is based on an online fuzzy inference system with Takagi–Sugeno evolving

structure, which employs an adaptive distance norm based on the maximum likelihood criterion with instrumental

variable recursive parameter estimation. The application and performance analysis of the proposed algorithm is

based on black box modeling of a 2DOF Helicopter with errors in variables.
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Resumo— Este artigo apresenta um algoritmo de agrupamento evolutivo–recursivo nebuloso baseado no cri-

tério de máxima verossimilhança com a aprendizagem participativa. A metodologia adotada é baseada em um

sistema de inferência nebuloso online na estrutura de Takagi–Sugeno, que emprega uma norma distância adap-

tativa com base no critério da máxima verossimilhança e o uso do método de variável instrumental na estimativa

paramétrica recursiva. A análise da aplicação e desempenho do algoritmo proposto é baseado na modelagem de

caixa preta de um helicóptero com 2 graus de liberdade inserido em uma ambiente com erros nas variáveis.

Palavras-chave— Sistemas Nebulosos Evolutivos, Variável Instrumental, Estimação Paramétrica Recursiva,

Máxima Verossimilhança, Modelagem Caixa-Preta.

1 Introdução

Algoritmos de agrupamento nebuloso em batelada
desempenham um papel importante na modela-
gem de dados experimentais. Contudo, estes al-
goritmos requerem uma condição inicial fornecida
pelo especialista, isto é, o número inicial de agru-
pamentos nebulosos é dado para que se possa reali-
zar a tarefa de agrupamento (Lendek et al., 2010).
Além disso, as diversas áreas da engenharia como
manufatura, controle, predição, processamento de
sinais e identificação, buscam novas metodologias
para modelagem computacional que se baseiam
em agrupamentos de dados (Dovzan et al., 2015).
Um problema importante no agrupamento de da-
dos é a estimativa do número de grupos (clusters)
a partir de um conjunto de dados não estacioná-
rio, o que não é uma questão nova, por isso há
várias obras abrangentes na literatura que lidam
com sistemas dinâmicos adaptativos e evolutivos
no que diz respeito ao agrupamento com relação à
detecção de grupos com o volume variável, formas
incertas, tamanhos desiguais e densidades variá-
veis (Angelov, 2013; Dovzan et al., 2015). Atu-
almente, pesquisas sobre sistemas de agrupamen-
tos evolutivos inteligentes, especialmente com sis-
temas evolutivos inseridos no contexto nebuloso,
tem-se desenvolvido para melhorar a capacidade
de alterar a estrutura e os parâmetros evolutivos
dos modelos dinâmicos de dados a medida que
um novo dado é lido em um fluxo de dados di-

nâmicos (Liu et al., 2013; Angelov, 2013; Costa
et al., 2015; Lughofer et al., 2015; Skrjanc, 2015;
Dovzan et al., 2015). Neste artigo um algoritmo
evolutivo baseado no critério de máxima verossi-
milhança com a aprendizagem participativa, in-
serido na estrutura nebulosa Takagi–Sugeno, uti-
lizando estimação paramétrica recursiva com va-
riável instrumental, para identificação de sistemas
não-lineares estocásticos multivariáveis não esta-
cionários, é proposto. As principais contribuições
da metodologia proposta podem ser consideradas
como segue: um modelo nebuloso inicial com base
na estimativa paramétrica a partir de um conjun-
tos de dados em batelada, que melhora significa-
tivamente a robustez e qualidade da identificação
online de sistemas dinâmicos não lineares e não
estacionários; uma estratégia para identificar a si-
milaridade de duas ou mais regras nebulosas, a
fim garantir a interpretabilidade e transparência
do modelo nebuloso; o uso da variável instrumen-
tal para estimação paramétrica do consequente a
fim de garantir a robustez na presença de rúıdo
correlacionado; aprendizagem participativa evo-
lutiva baseada em uma norma adaptativa, dife-
rente dos modelos de aprendizagem participativa;
norma de distância adaptativa baseado no crité-
rio de máxima verossimilhança (Serra and Bot-
tura, 2009; Young, 2015).
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2 Formulação do Algoritmo de

Agrupamento Nebuloso Evolutivo

Hı́brido

Nesta seção, serão apresentados a formulação e os
passos para implementação do algoritmo de agru-
pamento nebuloso evolutivo proposto. Seja c o nú-
mero de grupos, com 2 ≤ c ≤ N , onde N é o total
de dados experimentais obtidos do sistema a ser
identificado, que podem ser representados por um
conjunto de protótipos V = [v1,v2, . . . ,vc], vi ⊂
Rp+1, com i = 1, 2, . . . , c, onde p é a dimensio-
nalidade do vetor de entrada de dados que repre-
senta as variáveis medidas. A matriz de regresso-
res, a ser utilizada pelo algoritmo de agrupamento
nebuloso em batelada é dada por Z = [X,y],

Z =
[

z(1), z(2), . . . , z(N)
]T

com z(j) ⊂ R
p+1,

onde X =
[

x(1),x(2), . . . ,x(N)
]

com a matriz de

dados de entrada representada por x(j) ⊂ R
p, e

y =
[

y(1), y(2), . . . , y(N)
]T

com vetor de dados de

sáıda, y(j) ⊂ R, para ∀j = 1, 2, . . . , N . A meto-
dologia proposta consiste em duas etapas defini-
das: estimação inicial e estimação evolutiva.
A etapa inicial (estimação inicial) desempenha a
tarefa de obtenção dos parâmetros iniciais do ve-
tor de protótipos, matriz de covariância nebulosa,
matriz de partição nebulosa e parâmetros do con-
sequente que são os parâmetros iniciais do estágio
de estimação evolutiva. Neste artigo, a estima-
ção inicial é baseada no algoritmo de agrupamento
nebuloso baseado no Gustafson–Kessel. A etapa
evolutiva é descrita na subseção 2.1.

2.1 Agrupamento Nebuloso: estimação evolutiva

O algoritmo evolutivo atualiza o vetor de protó-
tipo V (k)

rci , a matriz de covariância nebulosaAΣrc e

a matriz de partição nebulosa U (k)
rc a partir de um

novo ponto lido no instante de tempo k, z
(k)
rc . A

similaridade entre um novo ponto em relação aos
grupos existentes é mensurada com base na norma
de distância de máxima verossimilhança. Os parâ-
metros iniciais do vetor de protótipos V (0)

rc , matriz
de covariância nebulosa A

Σ
(0)
rc
, matriz de partição

nebulosa U (0)
rc , e parâmetros do consequente Θ

(0)
i

são obtidos a partir da estimação inicial do al-
goritmo. Neste artigo, a probabilidade a priori

evolutiva de se selecionar o io grupo é definida a
partir de um procedimento denominado de coefi-

ciente evolutivo–recursivo C
(i)
r0 , de um novo ponto

lido, z
(k)
rc , mensurado a partir das distâncias deste

aos centros dos grupos existentes, conforme segue:

SE D(i)k > 0 ∀i, k,

C(i)
r0 =

1
c

∑

j=1

(

D(i)k

D(j)k

)2/(m−1)
, (1)

SENÃO–SE D(i)k = 0 ∀i, k,

C(i)
r0 = 1 e C(j)

r0 = 0 ∀j 6= i e j = 1, 2, . . . , c (2)

FIM SE

A distância de um ponto lido computada para a
probabilidade a prior é dada por,

D2
(i)k = D(i)

(

A
(k−1)
Σrc(i)

)−1

DT
(i) (3)

D2
(j)k = D(j)

(

A
(k−1)
Σrc(j)

)−1

DT
(j) (4)

onde

D(i) =
(

z(k)
rc − v(k−1)

rci

)

(5)

D(j) =
(

z(k)
rc − v(k−1)

rcj

)

(6)

e C
(i)
r0 ∈ [0, 1] com

c
∑

i=1

C(i)
r0 = 1, satisfazendo aos

axiomas de probabilidade, com i = 1, 2, . . . , c, no

instante k. As distâncias do ponto lido, z
(k)
rc ,

a partir dos io grupos, baseado no critério da
máxima verossimilhança, do vetor de protótipos

v
(k−1)
rci , são dados por:

D2
ikAΣrc

=
(2π)p/2

√

A
(k−1)
Σrc

C
(i)
r0

exp

[

1
2
D(i)(A

(k−1)
Σrc )

−1
D

T
(i)

]

(7)

A similaridade entre um novo ponto lido z
(k)
rc no

instante k em relação a cada c grupos identificados
é estimada a partir da norma de distância má-
xima verossimilhança usando a equação (7). A
distância mı́nima do grupo próximo g0, é dado

por: g0 = arg min
(
√

D2
ikAΣrc

)

, i = 1, 2, . . . , c.

O raio do grupo próximo vg0 , no instante k, é
dado por: rg0 = argmax

∥

∥vg0 − z(j)
∥

∥

AΣg0

onde

∀z
(j)
rc ∈ g0 e µg0j > µh j = 1, 2, . . . , k. Neste ar-

tigo, ‖.‖AΣgi

é a norma de distância que permite

mensurar o raio de um grupo baseado nas seguin-

tes condições de restrições: ∀z
(j)
rc ∈ g0 e µg0j > µh

com j = 1, 2, . . . , k.
O raio do grupo próximo é computado como se
segue:

∥

∥

∥
vg0 − z(j)

∥

∥

∥

AΣg0

=
[

Dzg0

(

AΣg0

)−1
DT

zg0

]

(8)

onde
Dzg0 =

(

z(j)
rc − vg0

)

(9)

Neste artigo, a atualização do vetor de protótipos,

v
(k)
rci , a matriz de covariância nebulosa A

(k)
Σrc

, e a

matriz de partição nebulosa U (k)
rc dos grupos iden-

tificados é baseado nas regras de Kohonen com um
fator de aprendizagem participativo (Soleimani-B
et al., 2010; Lemos et al., 2011; Silva et al., 2014).
A atualização dos parâmetros é dada por:

v(k)
rci = v(k−1)

rci + αDzv (10)
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A
(k)
Σrc

= (1− α)A
(k−1)
Σrc

+ αDT
zvDzv (11)

U (k)
rc = h̃

(

z(k)
rc , c,U (k−1)

rc

)

(12)

A função h̃
(

z
(k)
rc , c,U (k−1)

rc

)

é atualizada a partir

da matriz de partição nebulosa com c grupos, no
instante k, conforme segue:
SE DikAΣrc

> 0 para 1 ≤ i ≤ c e ∀k,

µrc
(k)
i =

1
c

∑

j=1

(

DikAΣrc

DjkAΣrc

)1/(m−1)
(13)

SENÃO–SE DikAΣbt
= 0 para 1 ≤ i ≤ c e 1 ≤

k ≤ Nrc,

µrc
(k)
i = 1 and µrc

(k)
j = 0 (14)

∀j 6= i and j = 1, 2, . . . , c

FIM SE

com, m > 1, e µrc
(k)(l)
i ∈ [0, 1] para

c
∑

i=1

µrc
(k)(l)
i =

1. O fator de aprendizado utilizado neste artigo,
é dado por:

α = λρ
1−(1−β)ak−1+β(1−ρk)
k (15)

onde λ ∈ [0, 1] > β ∈ [0, 1] são taxas de aprendi-
zagem; a variável ρk é o fator de compatibilidade
da observação atual z(k), como se segue:

ρk = exp
−

[

1
2Dzv

(

A
(k−1)
Σrc

)−1
DT

zv

]

(16)

O critério que define a atualização e junção dos
grupos similares é baseado num fator de compati-
bilidade que é mensurado a partir de dois ou mais
grupos similares (Lendek et al., 2010), como se se-

gue: s1ij =
∥

∥ϕT
ipϕjp

∥

∥ ≥ k1 e s2ij =
∥

∥

∥
v∗
vi − v∗

vj

∥

∥

∥
≤

k4 ∀i, j = 1, 2, . . . , p, onde ϕT
ip e ϕT

jp são auto-
vetores dos grupos i e j a serem computados; as
constantes k1 e k4 são definidas a partir do espe-
cialista; v∗

vi e v∗
vj são os centros dos grupos nor-

malizados. As matrizes dos critérios de agregação
são definidos por:

S1 =







s111 . . . s11p
...

...
...

s1p1 . . . s1pp






e S2 =







s211 . . . s21p
...

...
...

s2p1 . . . s2pp







(17)
As matrizes do critério de agregação refinado usa-
dos para determinar os grupos a serem agregados,
são definidas por:

S̃
1
=







s̃111 . . . s̃11p
...

...
...

s̃1p1 . . . s̃1pp






e S̃

2
=







s̃211 . . . s̃21p
...

...
...

s̃2p1 . . . s̃2pp







(18)

onde s̃1ij = exp−(s
1
ij)

2

e s̃2ij = exp−(s
2
ij)

2

∀i, j =

1, 2 . . . , p. Os elementos s̃1ij e s̃2ij são combinados
a partir de uma matriz similar, baseados na mé-
dia geométrica como um operador de agregação
compensador (Lendek et al., 2010), é dado por:

s0ij =
√

s̃1ij s̃
2
ij ∀i, j = 1, 2, . . . , p. O fator limiar

de agregação que indica quais grupos a serem agre-
gados γc (Lendek et al., 2010), é dado por:

s
γc

ij =

{

1 SE s0ij ≥ γc

0 CASO CONTRÁRIO
(19)

onde γc corresponde a fator limiar de agregação
γc ∈ (0, 1). A matriz de peso nebulosa da estima-
ção paramétrica do consequente é obtida a partir
da matriz de partição nebulosa, como se segue:

Wrci
= diag

(

µ(1)
rci , µ

(2)
rci, . . . , µ

(Nrc)
rci

)

(20)

O método da variável instrumental auxiliar con-
siste na sáıda filtrada do sistema dinâmico a ser
identificado, e se baseia numa estrutura auxi-
liar auto-regressivo com entrada externas nebuloso
(Serra and Bottura, 2009), como se segue:

Ri|i=1,2,...,c:SE y(k−1)
rc é F 1

i E ,..., E y
(k−ny)
rc é F

ny
i

E u(k−1)
rc é F 1

i E ... E u(k−nu)
rc é Fnu

i ENTÃO

q̂
(k)
i =

ny
∑

j=1

γ(k−j)
yi

y(k−j)
rc +

nu
∑

j=1

γ(k−j)
ui

u(k−j)
rc (21)

onde q̂
(k)
i é sáıda auxiliar filtrada no instante k;

as variáveis γyi e γui são os parâmetros do conse-
quente estimados recursivamente a partir do mé-
todo dos mı́nimos quadrados do modelo nebuloso
auxiliar.

A estimação recursiva dos parâmetros do con-
sequente do modelo auxiliar da sáıda filtrada, ba-
seado no método dos mı́nimos quadrados, é dada
por:

P (k)
rci =

P (k−1)
rci −K(k)

rciz
(k)
rc

T
P (k−1)

rci

(λ0δ(k − 1) + (1− λ0)ξ)
(22)

K(k)
rci

=
w

(k)
rci

P
(k−1)
rci

z
(k)
rc

(

λ0δ(k−1)+(1−λ0)ξ+w
(k)
rci

z
(k)
rc

T
P

(k−1)
rci

z
(k)
rc

) (23)

Γ
(k)
i = Γ

(k−1)
i +K(k)

rci

(

y(k)rc − z(k)
rc

T
Γ
(k−1)
i

)

(24)

where

Γ
(k)
i =

[

γ(k−1)
yi

,...,γ
(k−ny)
yi

,γ(k−1)
ui

,...,γ(k−nu)
ui

]

(25)

com i = 1, 2, . . . , c, k = 1, 2, . . .Nrc e Γ
(0)
i = Γbti ,

δ(k) é o fator de esquecimento do algoritmo que

atualizado no instante k; as variáveis y
(k)
rc e q̂

(k)
i

são as sáıdas filtrada e real no instante k, respec-
tivamente; os parâmetros λ0, δ0 e ξ são definidos
pelo especialista: valores t́ıpicos são λ0 = 0.99,
δ0 = 0.95 e ξ ∈ [0, 1] (Young, 2015). A matriz de
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variável instrumental, no instante k, do modelo a
ser identificado é dada por:

Q(k)=[q̂(k−1),...,q̂(k−n),u(k−1)
rc ,...,u(k−n)

rc ]
T (26)

A estimação recursiva ótima dos parâmetros do
consequente do modelo evolutivo nebuloso, base-
ado em variável instrumental, é dada por:

P
(k)
i =

P
(k−1)
i −K

(k)
i z(k)TP

(k−1)
i

η(k)
(27)

K
(k)
i =

w
(k)
rciP

(k−1)
i Q(k)

(

η(k) + w
(k)
rciz

(k)TP
(k−1)
i Q(k)

) (28)

Θ
(k)
i = Θ

(k−1)
i +K(k)

(

y(k)rc − z(k)TΘ
(k−1)
i

)

(29)
onde

η(k) = λ0δ(k − 1) + (1− λ0)ξ + σ(k−1) (30)

com i = 1, 2, . . . , c e k = 1, 2, . . ., η(k) é o fator de
esquecimento do modelo ótimo de variável instru-
mental incrementado no instante k e σ(k) é vari-
ância da estimação do erro a partir da máxima
verossimilhança, no instante k, como se segue:

σ(k) = VAR
(

y
(k)
rc − ŷ

(k)
rc

)

onde, y
(k)
rc e ŷ

(k)
rc , são

as sáıdas real e estimada do modelo no instante k,
respectivamente. Os parâmetros de aprendizagem
inicializados no modelo são a taxa de aprendiza-
gem participativa, a constante do critério de agre-
gação e fator limiar de agregação definidos pelo
especialistas.

3 Resultados Experimentais

Nesta seção, um Helicóptero com dois graus de
liberdade, é apresentado na Figura 1. Os sinais
utilizados para modelagem do Helicóptero 2DOF
são: ângulo de elevação ϑ(k) > 0 para Fp > 0;
o ângulo de azimute ϕ(k) > 0 para Fy > 0 (Zaeri
et al., 2012; Rahman and Shoumy, 2012). A mode-
lagem caixa preta do helicóptero 2DOF, mostrado
na Figura 2, com erro nas variáveis para ilustrar o
desempenho do algoritmo de identificação online

baseado na variável instrumental nebulosa evolu-
tiva, é apresentada. O helicóptero tem duas va-
riáveis de entrada, isto é, o rotor principal uϕ e o
rotor de cauda uϑ; e duas variáveis de sáıda, isto
é, o ângulo de azimute yϕ e o ângulo de elevação
yϑ (Vishnupriyan et al., 2014).

Os sinais de entrada e sáıda são obtidos do he-
licóptero 2DOF e então corrompidos por um rúıdo
correlacionado. Conjunto de dados experimentais
de 220 pontos de entrada–sáıda foram obtidos a
partir do helicóptero 2DOF, com σ2 ∈ [0, 0.20] o
qual é equivalente a uma relação de sinal/rúıdo
(SNR) de [5, 45] dB (Young, 2015). Este conjunto
de dados é submetido ao algoritmo proposto, mo-
delo evolutivo nebuloso de variável instrumental

Figura 1: Diagrama de corpo livre do Helicóptero
2DOF.

Figura 2: Diagrama de bloco da modelagem caixa
preta do Helicóptero 2DOF.

(EFIV), e o algoritmo baseado no método dos mı́-
nimos quadrados recursivo (RLS). Dois critérios,
amplamente utilizados na literatura são utilizados
na análise dos dados experimentais: variance ac-
counted for (VAF(%)) e a ráız do erro quadrático
médio(RMSE). Uma vez que estes valores são ob-
tidos, uma análise comparativa é realizada entre
os algoritmos utilizados. Na Figura 3, pode-se ob-
servar que ao incrementar a relação de sinal/rúıdo
(SNR) percebe-se que o algoritmo proposto neste
trabalho é mais robusto ao rúıdo do que o método
dos mı́nimos quadrados (RLS).

A io regra nebulosa do modelo evolutivo, é dada
por:
Ri :

SE





























u
(k−2)
ϑ

u
(k−1)
ϑ

u
(k−2)
ϕ

u
(k−1)
ϕ

y
(k−2)
ϑ

y
(k−1)
ϑ

y
(k−2)
ϕ

y
(k−1)
ϕ





























É



































Λi

u
(k−2)
ϑ

Λi

u
(k−1)
ϑ

Λi

u
(k−2)
ϕ

Λi

u
(k−1)
ϕ

Λi

y
(k−2)
ϑ

Λi

y
(k−1)
ϑ

Λi

y
(k−2)
ϕ

Λi

y
(k−1)
ϕ


































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Figura 3: Análise de robustez usada no VAF(%)

(a) Ângulo de Azimute e (b) Ângulo de Elevação;

RMSE (c) Ângulo de Azimute e (d) Ângulo de
Elevação.
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ŷ
(k)
ϕ

ŷ
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(31)

A evolução do número de regras do modelo pro-
posto, é mostrado na Figura 4. A regra 3 é cri-
ada após a aquisição do 38o; a regra 4 é criada
após a aquisição do 55o ponto; a regra 5 é criada
após a aquisição do 68o; a regra 6 é criada após a
aquisição do 81o ponto; a regra 7 é criada após a
aquisição do 86o ponto; a regra 8 é criada após a
aquisição do 112o ponto, a regra 9 é criada após a
aquisição do 148o ponto; a regra 10 é criada após
a aquisição do do 176o ponto; a regra 11 é criada
após a aquisição do 181o ponto e modelo finaliza
com 12 regras após a aquisição do 185o ponto.
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Figura 4: Evolução do número de regras do mo-
delo.

A análise de robustez do modelo validado para
os Ângulos de Azimute e Elevação, é apresentada
na Figura 5. Claramente, percebe-se, que a me-
todologia proposta apresenta melhor desempenho
em relação à metodologia comparada.

XXI Congresso Brasileiro de Automática - CBA2016 
UFES, Vitória - ES, 3 a 7 de outubro

ISSN 2525-8311 3462



0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
−360

−270

−180

−90

0

90

180

270

360
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Figura 5: Validação do modelo para o (a) Ângulo

de Azimute e (b) Ângulo de Elevação com SNR
de 5 dB.

4 Conclusões

Neste artigo, um algoritmo de agrupamento evo-
lutivo nebuloso baseado no critério de máxima ve-
rossimilhança com aprendizado participativo com
estimação paramétrica recursiva baseada em va-
riável instrumental, foi proposto. Os resultados
apresentados demonstram a eficiência da metodo-
logia proposta na modelagem caixa preta de um
Helicóptero 2DOF, quando comparado com o mé-
todo de mı́nimos quadrados em um ambiente que
as variáveis foram corrompidas com ruido correla-
cionado.
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