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Abstract— In this paper we present the modeling and control of the longitudinal dynamics of an autonomous
truck. The controller is designed according to Markov-jump linear systems control theory. System parameters
have been identified via gradient descent algorithm. Simulation results are presented. The performance of the
controller is further discussed.
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Resumo— Neste artigo apresentamos a modelagem e o controle da dinâmica longitudinal de um caminhão
autônomo. O controlador é projetado de acordo com a teoria de sistemas lineares sujeitos a saltos Markovia-
nos. Os parâmetros do sistema foram identificados por um algoritmo de gradiente descendente. Apresentam-se
resultados de simulações. O desempenho do controlador é discutido.

Palavras-chave— Cadeia de Markov, Controle autônomo, Modelagem veicular.

1 Introdução

O controle autônomo de veiculos tem sido pesqui-
sado por diversos autores devido às muitas vanta-
gens esperadas para aumentar a segurança da mo-
bilidade urbana. Por exemplo, um véıculo autô-
nomo tem potencial para diminuir acidentes e fa-
cilitar o deslocamento de idosos e pessoas com
necessidades especiais (Wu et al., 2015), além de
fornecer meios de transporte mais lucrativos para
indústrias e procedimentos de transporte mais efi-
cientes para o meio militar (Fu et al., 2015).

Vários métodos distintos têm sido usados para
resolver o problema do controle veicular autô-
nomo, como controladores fuzzy em (Shen and
Wang, 2015), Proporcional Integral Derivativo em
(Levinson et al., 2011) e (Dias et al., 2015), adap-
tativos em (Wu et al., 2015) etc.

Neste artigo, nós propomos uma estratégia al-
ternativa para tratar deste problema com relação
ao controle longitudinal de véıculos autônomos. É
proposta uma abordagem baseada em reguladores
robustos recursivos de sistemas lineares sujeitos
a saltos Markovianos (SLSM) (Terra et al., 2014).
Descreve-se o sistema como sendo formado por di-
versos modos Markovianos de operação, que estão
relacionados com cada marcha do véıculo autô-
nomo. Os modos variam entre si de acordo com
probabilidades conhecidas. Os parâmetros dos
respectivos modos Markovianos são identificados
através do gradiente descendente (Ioannou and Fi-
dan, 2006). Os dados para modelagem são obtidos
de um caminhão semi-reboque.

O artigo está organizado da seguinte maneira:
a Seção 2 mostra a modelagem longitudinal do
automóvel em espaço de estado, identificando pa-

râmetros, entradas e cada uma das variáveis de
estado; a Seção 3 apresenta o algoritmo de identi-
ficação do sistema utilizado para obter a represen-
tação em espaço de estado de cada modelo; a Se-
ção 4 apresenta a teoria de sistemas lineares sujei-
tos a saltos Markovianos (Cerri and Terra, 2012),
(Cerri et al., 2010b), (Cerri et al., 2010a), (Terra
et al., 2014); a Seção 5 mostra os resultados das
aplicações do método de identificação e da estra-
tégia de controle; a Seção 6 traz as conclusões.

2 Modelagem longitudinal do véıculo

Em (Kiencke and Nielsen, 2005) é feita uma de-
dução passo-a-passo do modelo matemático em es-
paço de estado do drivetrain (a cadeia cinemática
do véıculo, ou seja, o conjunto que vai desde o
motor até as rodas) quando está acelerando.

2.1 O modelo de espaço de estado

O modelo de espaço de estado (1) considera a fle-
xibilidade nos semieixos, desprezando a diferença
de velocidade entre os pneus do lado esquerdo e
do lado direito:

ẋ = Ax+Bu+Hl (1)

x =

 x1
x2
x3

 =

 αCS/itif − αw

α̇CS

α̇w

 ,
l = rstatmCoG(cr1 + gsin(χroad)),

A =

 0 1/i −1
−k/iJ1 −(d1 + d/i2)J1 d/iJ1
k/J2 d/iJ2 −(d+ d2)/J2

 ,
B =

 0
1/J1

0

 , H =

 0
0

−1/J2

 ,
i = itif ,
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J1 = Je + Jt/i
2
t + Jf/i

2
t i

2
f , J2 = Jw +mCoGr

2
stat,

d1 = dt/i
2
t + df/i

2
t i

2
f , d2 = dw +mCoGcr2r

2
stat,

sendo que αCS é o ângulo do eixo de manivelas
[rad], obtido por meio da integral da velocidade
do motor α̇CS [rad/s]; it é a relação de transmis-
sâo correspondente a cada uma das marchas; if e
a relação de diferencial; αw é o ângulo das rodas
em [rad], obtido por meio da integral da veloci-
dade das rodas α̇w[rad/s]; rstat é o raio da roda
do veiculo [m]; mCoG é a massa do véıculo [kg];
cr1[m/s2] e cr2[s−1] são constantes caracteŕısticas
da resistência de rolagem dos pneus do veiculo; g
é a aceleração da gravidade [m/s]; χroad é a in-
clinação da pista [rad]; k é a rigidez do semieixo
[N ·m/rad]; d é o coeficiente de amortecimento do
semieixo [N ·m · s/rad]; Je é a inércia do motor
[N ·m2]; Jt é a inércia da transmissão [N ·m2], Jf
é a inércia do diferencial [N ·m2]; Jw é a inércia
das rodas [N ·m2]; dt é o amortecimento da trans-
missão [N · m · s/rad], df é o amortecimento do
diferencial [N ·m · s/rad] e Dw é o amortecimento
das rodas [N ·m · s/rad].

A entrada u refere-se ao torque de saida do
motor [N ·m].

2.2 Freios

De acordo com (Kiencke and Nielsen, 2005), o tor-
que de frenagem na base dos pneus é uma função
da pressão de freio aplicada:

TBr = FBrrstat = rBrµBrABrpBr = rstatkbrpBr.
(2)

em que FBr é a força aplicada nos freios [N ], rBr
é o raio do disco de freio [m], µBr é o coeficiente
de atrito nos freios, ABr é a área da superficie do
disco de freio [m2], pBr é a pressão aplicada sobre
o freio [N/m2] e kBr é uma constante caracteŕıs-
tica do sistema de frenagem.

3 Método de identificação

Considere um modelo em espaço de estado gené-
rico:

ẋ = Apx+Bpu, (3)

em que x ∈ Rn é o estado, u ∈ Rm é o vetor
de entrada e Ap ∈ Rn×n, Bp ∈ Rn×m são matri-
zes constantes desconhecidas. Suponha que x, u
estão dispońıveis para medição. Pode-se estimar
os elementos de Ap, Bp escrevendo (3) como um
conjunto de n equações diferenciais escalares e en-
tão gerar n modelos paramétricos, que de forma
compacta podem ser escritos como:

z = θ∗Tφ, (4)

em que θ∗ ∈ Rn é um vetor com todos os pa-
râmetros desconhecidos, z ∈ R,φ ∈ Rn são sinais
dispońıveis para medição. Este é um modelo para-
métrico estático (SPM), porque a correlação entre

Tabela 1: Algoritmo de identificação via gradiente
descendente

Condições iniciais: Defina:

Γ1 = ΓT1 > 0,

λmax(Γ1) < 2λmin(Γ1),

θ0 e α > 0.

Loop: Para cada k-ésima amostra no instante

kT , k = 1, ..., N :

m2
s(k) = 1 + αφ(k)φT (k),

m2(k) = m2
s(k) + φ(k)Γ1φ

T (k),

ε(k) = z(k)−θ(k−1)φ(k)
m2(k) ,

θ(k) = θ(k − 1) + Γ1ε(k)φ(k).

seus parâmetros não inclui um operador diferen-
cial.

Seja T o tempo de amostragem do sistema
com N amostras. Como descrito em (Ioannou and
Fidan, 2006), um algoritmo de identificação base-
ado em gradiente descendente é mostrado na Ta-
bela 1. A identificação do Modelo (1) será reali-
zada segundo o seguinte SPM:

ẋ = Ax+Bu ẋ1

ẋ2

ẋ3

 =

 A1

A2

A3

 x1

x2

x3

+

 b1
b2
b3

u, (5)

ẋi =
[
Ai bi

] 
x1

x2

x3

u

 , i = 1, 2, 3, (6)

em que A1, A2 e A3 representam, respectivmante,
a primeira, a segunda e a terceira linhas da matriz
A. Também, b1, b2 e b3 representam a primeira, a
segunda e a terceira linhas da matriz B.

Note que é posśıvel fazer uma comparação di-
reta entre (6) e o modelo SPM definido em (4),
então é posśıvel identificar θ∗T . Uma vez identifi-
cado o sistema em tempo cont́ınuo, aplica-se um
método de discretização (Chen, 2006) para encon-
trar o sistema discretizado.

4 Controle de sistemas lineares sujeitos a
saltos Markovianos

Considere o seguinte SLSM incerto (Cerri and
Terra, 2012), (Cerri et al., 2010b), (Cerri et al.,
2010a), (Terra et al., 2014):

xk+1 = (Fθk,k + δFθk,k)xk + (Gθk,k + δGθk,k)uk,
(7)

sendo xk ∈ Rn o vetor de estado, uk ∈ Rm o
vetor de entrada de controle e Fθk,k ∈ Rn×n e
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Gθk,k ∈ Rn×m as matrizes de parâmetros nomi-
nais, com k = 0, 1, ..., N − 1. As matrizes de
incertezas δFθk,k ∈ Rn×n e δGθk,k ∈ Rn×m são
modeladas da seguinte forma[
δFθk,k δGθk,k

]
= Hθk,k∆θk,k

[
EFθk,k EGθk,k

]
(8)

para todo k = 0, ..., N − 1, no qual Hθk,k ∈ Rn×k
(matriz não-nula), EFθk,k ∈ Rl×n, EGθk,k ∈ Rl×m

são todas consideradas conhecidas e ∆θk,k ∈ Rk×l
é uma matriz de contração arbitrária, ‖∆θk,k‖ ≤
1. Ainda, θk corresponde ao parâmetro de salto
admitindo valores a cada instante k no conjunto
finito Θ := {1, . . . , s}. O processo {θk}Nk=0 é mo-
delado como um processo de Markov com matriz
de probabilidade de transição de estados definida
por P = [pij ] ∈ Rs×s, com suas entradas satisfa-
zendo:

Prob [θk+1 = j | θk = i] = pij , P rob [θ0 = i] = πi,

s∑
j=1

pij = 1, 0 ≤ pij ≤ 1.

Suponha as condições iniciais x0 e θ0 conhe-
cidas e xk e θk observados a cada instante k.
Em razão da natureza incerta do modelo (7)-(8),
o projeto do regulador robusto consistirá na ob-
tenção da melhor sequência de ações de controle
Ur =

{
u∗0, · · · , u∗N−1

}
em contrapartida à máxima

influência de incertezas.

O problema de controle robusto é definido
com base em um problema de minimização irres-
trita:

Problema de Controle Robusto: Para
cada µ > 0 fixado, determinar a sequência ótima
{(x∗µ,k+1, u

∗
µ,k)}N−1

k=0 segundo o problema de otimi-
zação min-max

min
xk+1, uk

max
δFi,k, δGi,k

{
J̃µk (xk+1, uk, δFi,k, δGi,k)

}
,

(9)
para cada k = N − 1, ..., 0 e θk = i ∈ Θ, sendo
J̃µk (xk+1, uk, δFi,k, δGi,k) o funcional quadrático
regularizado penalizado incerto definido por

J̃µk (xk+1, uk, δFi,k, δGi,k) =[
xk+1

uk

]T [
Ψi,k+1 0

0 Ri,k

] [
xk+1

uk

]
+

(10)

([
0 0
I −Gδi,k

] [
xk+1

uk

]
−
[
−I
F δi,k

]
xk

)T[
Qi,k 0

0 µI

](
•
)

(11)
com F δi,k := (Fi,k + δFi,k), Gδi,k := (Gi,k + δGi,k),

Ψi,k+1 =
s∑
j=1

Pj,k+1pij , Ri,k � 0 e Qi,k � 0.

4.1 Solução do Problema RLQ

A solução ótima robusta recursiva é estabelecida
no resultado a seguir.

Tabela 2: Algoritmo do Regulador Robusto Re-
cursivo para SLSM

Condições iniciais:

Defina x0, θ0, P e Pi(N) � 0, ∀i ∈ {1, . . . , s}.
Passo 1: (Para trás)

Calcule para todo k = N − 1, . . . , 0:

Ψi,k+1 :=

s∑
j=1

Pj,k+1pij ,

L
r
i,k

Kr
i,k

Pi,k

=



0 0 0

0 0 0

0 0 −I
0 0 F̂i,k

I 0 0

0 I 0



T

Ψ−1
i,k+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i,k 0 0 0 I

0 0 Q−1
i,k 0 0 0

0 0 0 0 Î−Ĝi,k
I 0 0 ÎT 0 0

0 I 0 −ĜTi,k0 0



−1

0

0

−I
F̂i,k

0

0


.

Passo 2: (Para frente)

Obtenha para cada k = 0, ..., N − 1:[
x∗(k + 1)

u∗(k)

]
=

[
Lrθk(k)

Kr
θk

(k)

]
x∗(k).

Teorema 1 A sequência ótima
{

(x∗k+1, u
∗
k)
}N−1

k=0
derivada do problema de otimização min-max (9)-
(10) é dada por

 x∗k+1

u∗k
J̃k(x∗k+1, u

∗
k)

 =

I 0 0
0 I 0
0 0 x∗k

T Lθk,kKθk,k

Pθk,k

x∗k,
k =0, . . . , N − 1,

(12)

com θk = i ∈ Θ e Li,k, Ki,k e Pi,k dados por

Ψi,k+1 =

 s∑
j=1

Pj,k+1pij

 , (13)

Li,k

Ki,k

Pi,k

 =


0 0 0
0 0 0
0 0 −I
0 0 F̂i,k

I 0 0
0 I 0



T


Ψ−1
i,k+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i,k 0 0 0 I

0 0 Q−1
i,k 0 0 0

0 0 0 0 Î−Ĝi,k

I 0 0 ÎT 0 0

0 I 0 −ĜT
i,k0 0



−1 
0
0
−I
F̂i,k

0
0

 ,

(14)

e (14) para todo k = N − 1, . . . , 0 e os blocos Î,
F̂i,k e Ĝi,k definidos em

Î =

[
I
0

]
, F̂i,k =

[
Fi,k
EFi,k

]
, Ĝi,k =

[
Gi,k
EGi,k

]
.

(15)
O custo total ótimo é J̃∗(θ0, x0, u

∗) = xT0 Pθ0,0x0.

O regulador robusto recursivo projetado para
SLSM incertos é proposto na Tabela 2.

5 Resultados

Os ensaios de captura de dados correspondem às
voltas dadas pelo caminhão em um circuito fe-
chado definido nas ruas do Campus II da USP
- São Carlos. Para cada volta, foram gravados
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os dados do barramento CAN (Controller Area
Network) que serviram de entrada para o algo-
ritmo de identificação já apresentado. Os modos
Markovianos do sistema foram modelados em fun-
ção de cada marcha do caminhão.

Os dados do CAN foram pré-processados e
rearranjados de maneira a se tornarem tratáveis
pelo software MATLAB. Tais pré-processamentos
foram feitos com aux́ılio de scripts em linguagem
Python. Por exemplo, as figuras 1 e 2 mostram
como ficam alguns dos dados relevantes para a
identificação do modelo longitudinal quando ar-
ranjados em MATLAB na forma de gráficos.

Note que a descrição do Modelo (1) considera
a entrada u como sendo o torque de sáıda do mo-
tor. No procedimento de identificação dos mode-
los, considera-se a entrada u como sendo o curso
do pedal de aceleração (de 0 a 100%). Assim, as
matrizes A e B encontradas na modelagem incor-
poram os efeitos das relações não-lineares entre o
curso do acelerador e o torque de sáıda do motor.

Para a modelagem do caminhão durante a fre-
nagem, é adotado um procedimento análogo. Por
(2), percebe-se que a ação do pedal do freio corres-
ponde a uma entrada de torque no véıculo. Por
consequência, pode-se usar o Modelo (1), com a
entrada u sendo o curso do pedal de freio (0-100%)
para descrever os modos em que o véıculo está fre-
ando, uma vez que as matrizes A e B encontradas
na modelagem pelo modelo SPM acabam incorpo-
rando os efeitos dos parâmetros de frenagem.
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40
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el

oc
id

ad
e 

do
 v

eí
cu

lo
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m
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]
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]
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i t

Figura 1: Organização no MATLAB dos dados
amostrados - valores de velocidades e de relação
de marcha

Utilizando estes dados para identificação e de-
finindo Γ1 = 1000 · I (em que I é a matriz identi-
dade) e α = 1, com θ0 medido no instante t = 0, os
resultados encontrados para cada modo i de (1),
xk+1 = Fixk +Giuk referente ao controle longitu-
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50
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P
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iç
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Figura 2: Organização no MATLAB dos dados
amostrados - valores das entradas

dinal foram:

F1 =

 0, 9998 0, 0014 −0, 0218
−0, 0053 1, 0181 −0, 3213
0, 0023 0, 0063 0, 9008

 , G1 =

−0, 0000
0, 0116
−0, 0007

 ,
F2 =

1, 0000 0, 0016 −0, 0204
0, 0033 1, 0149 −0, 2098
0, 0013 0, 0090 0, 8844

 , G2 =

−0, 0000
0, 0090
−0, 0008

 ,

F3 =

 0, 9998 −0, 0000 0, 0006
−0, 0011 1, 0155 −0, 1717
−0, 0019 0, 0086 0, 9108

 , G3 =

 0, 0000
0, 0063
−0, 0003

 ,
F4 =

 1, 0000 −0, 0001 0, 0008
0, 0093 0, 9826 0, 1319
−0, 0008 0, 0037 0, 9695

 , G4 =

0, 0000
0, 0065
0, 0003

 ,
F5 =

 1, 0001 0, 0006 −0, 0041
−0, 0214 0, 8863 0, 7586
−0, 0024 −0, 0148 1, 0984

 , G5 =

−0, 0000
0, 0098
0, 0013

 ,
F6 =

1, 0000 0, 0012 −0, 0191
0, 0043 0, 9961 0, 0413
0, 0004 0, 0036 0, 9422

 , G6 =

−0, 0000
−0, 0034
0, 0001

 ,
F7 =

 1, 0001 0, 0020 −0, 0254
−0, 0235 1, 0014 −0, 0288
0, 0014 0, 0064 0, 9163

 , G7 =

 0, 0000
−0, 0045
0, 0003

 ,
F8 =

 1, 0006 0, 0024 −0, 0252
−0, 0639 1, 0244 −0, 2521
0, 0037 0, 0085 0, 9096

 , G8 =

 0, 0000
−0, 0041
0, 0003

 ,
F9 =

 1, 0000 0, 0024 −0, 0203
−0, 0162 1, 0095 −0, 0855
−0, 0011 0, 0024 0, 9786

 , G9 =

 0, 0000
−0, 0054
−0, 0001

 ,
F10 =

1, 0000 0, 0029 −0, 0196
0, 0181 0, 9891 0, 0498
0, 0011 0, 0005 0, 9936

 , G10 =

−0, 0000
−0, 0034
0, 0002

 .
A Tabela 3 mostra como identificar em qual

modo i o caminhão está operando.
A Figura 3 compara o resutado das medições

feitas diretamente no caminhão com o resultado
estimado com uso do modelo encontrado pelo mo-
delo de identificação SPM. O caso em questão
refere-se à 6a marcha, caminhão acelerando.

Para a aplicação do algoritmo para o regu-
lador robusto recursivo para SLSM, adotaram-se
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Tabela 3: Identificação dos modos do caminhão
Marcha Acelerando Freando
6a ou inferior Modo 1 Modo 6
7a Modo 2 Modo 7
8a Modo 3 Modo 8
9a Modo 4 Modo 9
10a ou superior Modo 5 Modo 10
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Figura 3: Comparação das velocidades dos pneus
- modo 1 (6a marcha, acelerando)

os seguintes erros de modelagem EFi e EGi para
cada modo i:

EFi = 0, 01max(|Fi|), EGi = 10max(|Gi|),

com EFi ∈ R1×n e EGi ∈ R1×p.
As matrizes de ponderação são Qi = 100In e

Ri = 0, 1266, i = 1, 2, ...10. A matriz de probabi-
lidade de transição de estados é dada por (16):

Encontram-se então os seguintes ganhos do
controlador para cada um dos modos:

K1 = [−0, 0860− 0, 0876− 0, 0775],

K2 = [−0, 1106− 0, 1122− 0, 0978],

K3 = [−0, 1590− 0, 1615− 0, 1449],

K4 = [−0, 1538− 0, 1512− 0, 1491],

K5 = [−0, 1022− 0, 0905− 0, 1122],

K6 = [−0, 2940− 0, 2929− 0, 2770],

K7 = [−0, 2207− 0, 2210− 0, 2022],

K8 = [−0, 2428− 0, 2486− 0, 2207],

K9 = [−0, 1850− 0, 1868− 0, 1810],

K10 = [−0, 2975− 0, 2943− 0, 2956].

A Figura 4 mostra a atuação do controlador para
regulação da planta.

6 Conclusões

As equações dinâmicas do véıculo mostram que
existe uma boa correspondência entre as caracte-
ŕısticas longitudinais da dinâmica do caminhão e
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x1 − torção do eixo de transmissão
x2 − velocidade do motor [rad/s]
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Figura 4: Atuação do regulador na planta simu-
lada do caminhão

a descrição de um sistema linear sujeito a saltos
Markovianos, sendo bem identificáveis a caracte-
ŕıstica linear dos modos, bem como as mudanças
na dinâmica. Melhoras no modelo podem ser fei-
tas a partir da investigação de métodos anaĺıticos.
A estimativa dos parâmetros do modelo, no en-
tanto, se mostrou satisfatória e apropriada para
este tipo de aplicação. A eficácia do regulador ro-
busto Markoviano será testada em um caminhão
autônomo, como trabalho futuro.
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dação de Amparo à Pesquisa do Estado de São
Paulo (FAPESP) via processo 2015/05228-5, além
do edital e-Science 2014/08432-0 .

Referências

Cerri, J. P. and Terra, M. H. (2012). Control
of discrete-time Markovian jump linear sys-
tems subject to known and unknown chains,
2012 American Control Conference - Mon-
treal, Canada .

Cerri, J. P., Terra, M. H. and Ishihara, J. Y.
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