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Abstract— This paper deals with the analysis and control of switched linear systems considering the switching
strategy using only the plant output. The state vector is considered not completely available. Hence, a switched
observer is obtained in order to design observer feedback gain, (u = Ks&). Furthermore, the switching rule
depends on the plant output, unlike of papers available in literature, which consider the estimated state vector
to design the switching rule. The design are based in Linear Matrix Inequalities (LMIs). One example shows
that, when the conditions of the proposed theorem are feasible, the addressed control strategy presents better
results, when compared to similar results available in the literature.

Keywords— Switched Systems, State Observes, Output Feedback, LMIs.

Resumo— Este trabalho trata da andlise e controle de sistemas lineares chaveados com chaveamento depen-
dente da saida da planta. Considera-se que o vetor de estado do sistema nao estd completamente disponivel.
Obtém-se, portanto, um observador chaveado e faz-se a realimentagao do vetor de estado estimado, considerando
(u = Ko&). Além disto, considera-se uma regra de chaveamento dependente da saida da planta, diferente de
trabalhos encontrados na literatura que consideram o vetor de estado estimado para projetar a estratégia de
chaveamento. Os projetos sdo baseados em LMIs (Linear Matriz Inequalities). Um exemplo numérico mostra
que, quando as condigdes dos teoremas propostos sdo factiveis, a estratégia de controle abordada neste artigo

apresenta resultados mais eficazes, se comparados com as técnicas disponiveis na literatura.
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1 Introdugao

Sistemas chaveados representam uma subclasse
dos sistemas hibridos. Deste modo, pode-se di-
zer que sistemas chaveados sao sistemas dinamicos
compostos por um nimero finito de subsistemas
que comutam entre si, respeitando uma regra de
chaveamento. Os subsistemas nao precisam apre-
sentar as mesmas caracteristicas, ou seja, caso o
sistema global seja estavel, nao necessariamente,
cada subsistema sera estével (Liberzon, 2003).

Recentemente, topicos de pesquisa relacio-
nados aos sistemas chaveados apresentaram um
crescimento considerdvel (Geromel and Colaneri,
2006). Este fato associa-se a uma vasta possibili-
dade de descrever sistemas fisicos. Pode-se citar
algumas aplicagbes praticas, tais como: controle
de trafego urbano (Papageorgiou et al., 2003),
controle de conversores CC-CC (Cardim et al.,
2011; Deaecto et al., 2010), dentre outros.

Em muitas aplicagoes praticas, o vetor de
estado pode nao estar completamente disponi-
vel. Deste modo, é importante estudar e proje-
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tar estratégias de chaveamento entre os subsiste-
mas que nao dependam do vetor de estado. Em
(Mainardi Junior et al., 2014), os autores propuse-
ram uma regra de chaveamento dependente ape-
nas da saida da planta para sistemas lineares cha-
veados incertos. Além disto, no trabalho supraci-
tado, nao considerou-se realimentacao do sistema
(u(t) = 0), ou seja, apenas o chaveamento entre os
subsistemas disponiveis foi utilizado para garantir
estabilidade assintética.

Ja em (Carniato et al., 2015), os autores pro-
puseram uma generalizacao dos resultados apre-
sentados em (Mainardi Junior et al., 2014) através
da realimentagao estdtica de saida (u(t) = Kyy).
Através de comparacgoes de factibilidade e custo
garantido (Deaecto et al., 2010) verificou-se que a
realimentagao estatica de saida, juntamente com
o chaveamento entre os subsistemas apresentaram
resultados mais satisfatorios.

Uma outra estratégia para o controle de sis-
temas lineares chaveados, quando o vetor de es-
tado nao estd completamente disponivel, baseia-
se em observadores de estado (Luenberger, 1966).
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A utilizagdo desta técnica tornou-se padrao para
realimentacgao dinamica de saida, sendo abordado
em diversos livros (Hespanha, 2009; Chen, 1995).
Este método baseia-se na criagao de um sistema
paralelo ao sistema original, considerando o vetor
de estado estimado (Z(t)).

A principal contribuicdo deste trabalho é
apresentar uma outra estratégia de projeto de
controladores para sistemas lineares chaveados,
com regra de comutacao dependente da saida da
planta, através de observadores de estado. Em
seguida, comparar-se-a esta técnica com as dispo-
niveis na literatura através de resposta temporal
e custo garantido.

Por conveniéncia, a seguir sao definidas algu-
mas notagoes que serao utilizadas ao longo do tra-
balho. Para matrizes ou vetores reais () indica
o transposto. O conjunto formado pelos N pri-
meiros inteiros {1,..., N} é denotado por IKy. O
conjunto de todos os vetores A = [A; ... Ay] tais
que \; >0, i e Kyedi+X+...+ Ay =1
é denotado por A. A combinacdo convexa de
um conjunto de matrizes (A, ..., Ay) é denotada
Ay = vazl AiA;, sendo A € A. Além disso, o sim-
bolo (*) serd usado em expressoes matriciais para
denotar o transposto de um elemento simétrico.
Para expressoes em linha, este simbolo denotara
o transposto dos termos do lado esquerdo, como
mostrado nos exemplos a seguir:

17]- 3 ¢)

A+B+A +B = A+ B+ (x).

2 Sistemas Lineares Chaveados

Considere o sistema linear chaveado definido em
(Geromel and Colaneri, 2006):

&(t) = Agx(t) + Bou(t), 2(0) = xg (1)
y(t) = Cu(t), (2)

sendo z(t) € R" o vetor de estado, y(t) € R? a
saida controlada. Considere que o(t) é a regra ou
lei de chaveamento, que seleciona em cada instante
de tempo ¢ > 0, um subsistema disponivel (4;,B;),
i € KKy, sendo que B; € R™ ™ ¢ uma matriz
constante e conhecida. Além disto, u(t) € R™ é
a entrada de controle da planta, xy é a condigao
inicial e C' € IRP*"™ ¢ a matriz de saida do sistema,
constante para todo t > 0.

Desta maneira, define-se o seguinte problema
de controle:

Problema 1 Determine uma fungao u(.) : R? —
{1,2,....., N} tal que a regra de chaveamento

o(t) = u(y(t)), 3)
torne o ponto de equilibrio x = 0 do sistema linear

chaveado definido em (1) globalmente assintotica-
mente estdvel.
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Visando resolver o problema de controle supraci-
tado, considerando u(t) = 0, tem-se o seguinte
teoremas:

Teorema 1 (Mainardi Jinior et al., 2012) Su-
ponha que o vetor de estado z(t) € R"™ nao estd
completamente disponivel, porém y(t) € RP estd
passivel para realimentagdo. Se existirem A € A,
matrizes Qo € R™™ ¢ Q; € RP*P, i € Ky ¢
uma matriz P € R™" positiva definida, tais que:

AP + PA; < Qo + C'QiC, (4)

Qo+ C'Q\C <0, (5)

entao a estratégia de chaveamento
t) = in (y'Q; 6
o(t) = arg min (y'Qiy), (6)

torna o ponto de equilibrio (x = 0) do sistema (1)
globalmente assintoticamente estdvel.

Prova: Para maiores detalhes, veja (Mainardi Jd-
nior et al., 2012). a

O teorema a seguir generaliza o Teorema 1 intro-
duzindo o custo garantido definido em (7).

J = /000 y(t)'y(t) dt < z(Pxo, (7)

Teorema 2 (Mainardi Jinior et al., 2012) Su-
ponha que o vetor de estado z(t) € R" nao estd
completamente disponivel, porém y(t) € RP estd
passivel para realimentagdo. Se existirem A € A,
matrizes Qo € R™™ ¢ Q; € RP*P, i € Ky ¢
uma matriz P € R™*™ positiva definida, tal que:

AP+ PA+C'C < Qo+C'QC,  (8)

e (5) seja satisfeita, entao a estratégia de chavea-
mento (6) torna o ponto de equilibrio (x = 0) do
sistema (1) globalmente assintoticamente estdvel e
o custo garantido (7) € mantido para £(0) = xg #
0.

Prova: Para maiores detalhes, veja (Mainardi Ju-
nior et al., 2012). a

Os autores do trabalho (Carniato et al., 2015) pro-
puseram uma generalizacao do Teorema 1 através
da realimentacao estéatica de saida. Desta maneira
define-se o seguinte problema de controle:

Problema 2 Determine uma lei de controle
u(t) = Koy(t), 9)

que torne o ponto de equilibrio x = 0 do sistema
definido em (1) globalmente assintoticamente es-
tavel, considerando a regra de chaveamento defi-
nida em (6) e que também satisfaga um certo in-
dice de desempenho, por exemplo, o custo garan-
tido (7).
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Teorema 3 (Carniato et al., 2015) Considere
o sistema apresentado em (1), sendo que
posto(B;) = m para i € KKy e que y(t) € R
estd disponivel para realimentacdo. Se existirem
A € A, matrizes X1;, Xo; € IR™*™, matrizes si-
métricas Qo € IR™"™, @Q; € IRP*P, matrizes
N; € R™*P, matrizes M; € R™*™ e uma ma-
triz simétrica definida positiva P € IR™™"™, tais
que:

X1A; + BiN;C + A{ X}, + C'"N/B;
P — X1, + X2,A; + B;N;C
P — Xy + A'X}, + C'N!B!
—Xo — Xy

< Qo +C'QiC 0pxn } . (10)
Onxn Onxn

X1:B; = B;M;, (11)

Xy B; = B; M;, (12)

Qo +C'Q\C < 0. (13)

para todo 1 € IKy e j € IK,., entdo a regra de cha-
veamento (6) e (9) com os ganhos K; = M; ' N;,
tornam o ponto de equilibrio x = 0 do sistema (1)
globalmente assintoticamente estdvel.

Prova: Para maiores detalhes, veja (Carniato
et al., 2015). O

Em seguida apresenta-se uma generalizacao atra-
vés da insercao do custo garantido, definido em
(7), para o Teorema 3.

Teorema 4 (Carniato et al., 2015) Considere
o sistema apresentado em (1), sendo que
posto(B;) = m para i € Ky e que y(t) € IRP
estd disponivel para realimentacdo. Se existirem
A € A, matrizes X1;, Xo; € R™", matrizes si-
métricas Qo € R™"™, Q; € RP*P, matrizes
N; € R™*P, matrizes M; € R™*™ e uma matriz
simétrica definida positiva P € R"™", tal que:

X1;4; + B;N;,C + A/ X|. + C'N!B, + C'C
P — Xi; + X5;4; + BiN;C
P— Xy, +AX,, +C'N!B]
—Xoi — X,

< QO + ClQiC Onxn

OTLXTL OTLXn

| a

e que as condigoes (11), (12) e (13) sejam sa-
tisfeitas para todo i € Ky e j € IK,., entdo a
regra de chaveamento (6) e (9) com os ganhos
K; = MleZ-, tornam o ponto de equilibrio x =0
do sistema (1) globalmente assintoticamente estd-
vel e o custo (7) € mantido para x(0) = xg # 0.

Prova: Para maiores detalhes, veja (Carniato
et al., 2015). O
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3 Observador de Estado em Sistemas
Lineares Chaveados

O observador de estado proposto em (Luenberger,
1966) tornou-se padrao para realimentacdo dina-
mica de saida, sendo abordado em diversos li-
vros, dentre estes, pode-se citar (Chen, 1995) e
(Hespanha, 2009). Este método baseia-se na cri-
acao de um sistema paralelo ao sistema original,
considerando o vetor de estado estimado (15).

#(t) = Az(t) + Bu(t) + L(y — C%) (15)
sendo L € IR™™ a matriz de ganho da saida.
Deste modo, a partir de (1) e (15) busca-se ob-
ter um observador chaveado através do computo
de um conjunto de matrizes de ganho de saida

{L1,Ls,...,Ly € R"™} e de uma fungdo de
chaveamento &(t). Desta maneira, obtém-se:

2(t) = Aoy (t) + Bsyu(t) + Lan (y — C)
(16)
y(t) = Ci(1) (17)

A partir destes resultados, uma propriedade im-
portante é descrita no lema a seguir.

Lema 1 (Yoshimura et al., 2012) Considerando-
se um observador linear chaveado para um sistema
linear chaveado, se (t) = o(t), entao o sistema
do erro de estimagdo € um sistema linear chave-
ado.

Prova: . Considere que 6(t) = o(t). Deste modo,
a partir de (1) e (16) tem-se:

{ igg ] N [ Lji?t% Ag(t) —OLcr(t)C } [ igg

+ [ gig }u(t) (18)

Definindo-se e(t) = x(t) — &(t) e subtraindo (16)
de (1), obtém-se:

é(t) = (Aa(t) — Lo(t)C) e(t), (19)
que claramente é um sistema linear. Deste modo,
a prova esta concluida. O

Observacgao 1 A partir do Lema 1, € possivel no-
tar que o sistema do erro de estimacdo tem uma
descricao mais simples do que aquela do sistema
principal, evitando a aparicio de modos mistos.
Além disso, o mais importante € que o erro nulo
€ sempre alcangdvel, desde que o sistema seja as-
sintoticamente estdvel.

Lema 2 (Lin and Antsaklis, 2009) Se todos os
subsistemas em um sistema linear chaveado com-
partilharem wma fun¢do quadrdtica de Lyapunov
comum, entao a origem do sistema € globalmente
assintoticamente estdvel sob uma regra de chave-
amento arbitrdria.
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A partir dos conceitos discutidos anteriormente,
define-se o seguinte problema de controle:

Problema 3 Supondo que a saida controlada,
y(t) € IR? estd sempre disponivel para realimenta-
¢ao, determine uma lei de controle

u(t) = - O'(t)i‘(t)7 (20)

sendo K, € R™*™ o0s ganhos de realimentacdo,
Z(t) € R™ € o vetor de estado estimado, e uma re-
gra de chaveamento &(y,t) = o(y,t) que selecione
a cada instante de tempo, um subsistema conhe-
cido de um conjunto (A;, B;,C,L;, K;),1 € Ky,
tal que, o ponto de equilibrio x = 0 do sistema
definido em (1) e (2) seja globalmente assintoti-
camente estdavel e também satisfaca um certo in-

dice de desempenho, por exemplo, o custo garan-
tido (7).

Visando propor uma solucao para o Problema 3,
inicialmente deve-se representar a planta através
de uma maneira adequada. Para isto, substitua
(20) em (1) e (2). Para representar a nova dina-
mica da planta, considere que Z,) = (Asu) —
BowyKow)) e e(t) = x(t) — 2(t). Deste modo,

obtém-se:
-1 el [ e

Deste modo, a partir (21), verifique que, o Teo-
rema 5 propoe uma solugao para o Problema 3.
A principal motivagdo dos autores para realiza-
cao deste trabalho, justifica-se no fato que, esta
metodologia permite o projeto de uma regra de
chaveamento dependente da saida da planta jun-
tamente com o projeto de controladores utilizando
a estimagao das varidveis de estado.

Teorema 5 Considere o sistema linear chaveado
definido em (1) e (2) e suponha que y(t) € IRP
estd completamente disponivel para realimenta-
cdo. Se existirem, um escalar A € A, matrizes
N; € R™", G; € R™ P, matrizes simétricas
Qo € R™™ e Q; € RP*? e matrizes simétricas
definidas positiva Py € R™*"™ e Py, € R™*", tais
que:

APy — B;N; + (%) PyB:K;
* A;PL - GlO + (*)
Qo +C'Q:C 0,
< 0, 0| (22)
B;M; = PyB;, (23)
Qo + C/Q)\C <0, (24)
para todo i € IKy, entao a regra de chaveamento
(6), considerando 6(t) = o(t), juntamente com

os ganhos K; = (M!)™'N;, i € Ky, tornam a
origem (v = 0) do sistema (21) globalmente as-
sintoticamente estdvel.
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o [ (5 gL

Prova: Considere que (22) - (24) sao factiveis.
Deste modo, a partir de (6) e (24), para x # 0,
note que:

0> 2'(Qo + C'QxC)z > 2'Qox + ilénﬂig]lv(y'@iy)
=12 (Qo + C'Q,C)x. (25)

A expressao (25) pode ser reescrita como:

s o w

Definindo-se N, = M,K, e G, = PrL,, a partir
(22), (23) e (26) segue que:

e 0 0| e
e "I AL Py+ PyA, — B,N, — N B/,
e K! B P,
PyB, K, T
A:TPL—FPLAU —GUC—C/G; €

z'[ ALPy+ PyA, — PyB,K, — K. B.. P,
e K! B! P,
P,B, K,

Pr(A, — L,C) + (Ay — L,C)' Py } [i]

_ M' [ (Ay — ByK,) Py + Po(Ay — By K)

e K(;B(;PO
P.B,K, .
PL(A[,— — LUC) + (Ag - LO—C)/PL e

[ 2] T a

+ [’60 JSL] [(A" Y oHe) (Af Uﬁ@”[ﬂ'

(27)

Considerando a seguinte fungao candidata de Lya-
punov V(z,e) = 2’ Pyx + €’ Pre, note que a partir

de (21) e (27), V(z,e) < 0 para [z' €]/ #[0 0].
O

Observagao 2 Atualmente mna literatura mnao
existem algoritmos eficazes para resolver os proble-
mas de controlabilidade e estabilidade simultane-
amente. Deste modo, uma solucao bastante utili-
zada pelos pesquisadores da drea é conhecida como
principio da separagao (Witsenhausen, 1971; Bre-
zinski, 2013).

A partir da observacdo acima, propoe-se um al-
goritmo para o problema de controle proposto no
Teorema 5.
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Algoritmo 1 Considere o sistema linear chave-
ado, invariante no tempo, controldvel e observdvel
dado em (1) e (2). Uma possivel solu¢do para
o problema de controle proposto no Teorema &5 é
descrita nos passos abairo:

Passo 1 - Utilizando o principio da sepa-
racdo, encontre se possivel, Py € R™", N; €
IRan7 Mz c IRme’ QO c IRan e Qz c Rpxp
tais que as sequintes LMIs:

A;P()‘FP()AZ *N;B: —B;N; < QO+C/Q107 (28)

PyB; = B;M;, (29)
Qo +C'Q\C <0, (30)

sao mantidas para todo i € IK .
Passo 2 - Obtenha, se possivel, as ma-
trizes de ganho K; € TR™ "™, sendo que,

K; = (M})"'N;, para i € Ky.

Passo 3 - Para as matrizes Py € R"™™, N; €
Rmxn’ Mz c ]Rmxm’ QO c ]R’I’LXn e Qz c ]Rp><p
obtidas no Passo 1, encontre, se factivel, P; €
R™™ ¢ G; € R™*? tais que as LMIs:

* AP, — G;C + (%)
! .
< QO +OC QZC 8n:| , (31)

sao mantidas para i € IK .

Passo 4 - Determine L; € R™*", tal que,
L; = PglGi, para i € IKy .

O teorema a seguir generaliza as condigoes dis-
postas no Teorema 5 através da insercao do custo
garantido definido em (7).

Teorema 6 Considere o sistema linear chaveado
definido em (1) e (2) e suponha que y(t) € IRP
estd completamente disponivel para realimenta-
cdo. Se existirem, um escalar A € A, matrizes
N; € R™"™, G; € R™ P, matrizes simétricas
Qo € R™"™ e Q; € RP*? e matrizes simétricas
definidas positiva Py € R™*" ¢ Pp € R™", tal
que:

* A;PL - GZC + (*)
! .
< QO +OC QZC 8n:| , (32)

e que as condi¢oes (23) - (24) sao factiveis para
todo i € Ky, entdo a regra de chaveamento (6),
considerando 6(t) = o(t), juntamente com 0s ga-
nhos K; = (M!)™'N;, i € Ky, tornam a ori-
gem (x = 0) do sistema (21) globalmente assin-
toticamente estdvel e o custo (7) é mantido para
x(0) = zo # 0.
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Prova: A demonstragdo segue os mesmos passos
mostrados na prova do Teorema 5. O

4 Exemplos Ilustrativos

Nesta secao apresenta-se um exemplo ilustra-
tivo visando demonstrar a eficicia da técnica
de controle proposta neste artigo. Inicialmente,
compara-se a resposta temporal dos Teoremas 1,
3 e 5 apresentados neste artigo. Em seguida,
compara-se a minimizacao do custo garantido ob-
tido. Considere o sistema linear chaveado (1) e
(2) e as seguintes matrizes (Sun, 2006):

[ —2,1 1,4 5,9
A =| -80 —57 —0,2 |,
0,6 58 1,6 |
1,0 —0,5 —2,8 ]
Ay =1| 48 —50 1,1 |, (33)
| -1,0 —6,6 —2,1 |
0 1
By = |1|, By= |1}, C:[(l) 8 (1)] (34)
1 0

As  condigoes  iniciais  sdo  x(0) =
[1,5 -0,5 077] e note que A; e As nao
sao Hurwitz. As LMIs foram modeladas utili-
zando o pacote YALMIP (Lofberg, 2004) e o
solver utilizado foi o SeDuMi (Sturm, 1999).

Na Figura 1 apresentam-se as respostas tem-
porais para o sistema linear chaveado descrito pe-
las expressoes (33) e (34). Observe que, a reali-
mentagao através da estimagao das variaveis de
estado (u = K, &), obtida no Teorema 5, apresen-
tou menor tempo de assentamento se comparado
com a realimentagao estatica de saida (u = K,v),
proveniente do Teorema 3 e com os resultados do
Teorema 1 (u(t) = 0). Com relagdo ao computo
do custo garantido, a partir da Tabela 1 é possivel
verificar que a metodologia de controle proposta
neste artigo reduziu significativamente o custo ga-
rantido.

Tabela 1: Calculo do custo garantido

Teorema Custo Garantido
2 35,4
4 3,17
6 0,63

5 Conclusoes

Neste artigo foram propostas condigoes para o
projeto de controladores através da realimentagao
das varidveis de estado estimadas utilizando uma
regra de chaveamento dependente de saida contro-
lada da planta. Tal contribuicao destaca-se pelo
fato de que, em sistemas fisicos, as variaveis de es-
tado podem nao estar completamente disponiveis.
Deste modo, é importante projetar leis de chave-
amento que dependam, exclusivamente, da saida
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Figura 1: Resposta Temporal do Exemplo Ilus-
trativo I, sendo que, a linha verde representa o
Teorema 1, linha azul Teorema 3 e linha vermelha
Teorema 5.

da planta. Um exemplo ilustrativo mostra que,
quando as condigoes dos teoremas apresentados
sao factiveis, a metodologia proposta neste artigo
apresenta melhor desempenho, se comparada com
os resultados apresentados na literatura.
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