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Diogo Ramalho de Oliveira∗, Marcelo C. M. Teixeira∗, Uiliam N. L. T. Alves∗,

Wallysonn A. de Souza†, Edvaldo Assunção∗, Rodrigo Cardim∗

∗UNESP - Univ Estadual Paulista, Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira
Departamento de Engenharia Elétrica, Lab. de Pesquisa em Controle
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Abstract— An H∞ switched control design, for a class of nonlinear systems described by the Takagi-Sugeno
fuzzy model, is proposed in this paper. It is used a switched control law, subject to actuator saturation, which
selects a state feedback gain at every instant of time. The control design provides an invariant ellipsoid, within
the operation region, such that the closed-loop system is locally asymptotically stable. An example using an
inverted pendulum confirms the effectiveness of the proposed method by simulations.

Keywords— Switched Control, H∞ Control, Actuator Saturation, Takagi-Sugeno fuzzy models, Linear Matrix
Inequality (LMI).

Resumo— Um projeto de controle H∞ chaveado, para uma classe de sistemas não lineares descritos através
do modelo fuzzy Takagi-Sugeno, é proposto neste artigo. É utilizada uma lei de controle chaveada, com sinal
de controle sujeito à saturação, que seleciona um ganho de realimentação do vetor de estado a cada instante de
tempo. O projeto de controle fornece um elipsoide invariante, dentro da região de operação, tal que o sistema
realimentado é localmente assintoticamente estável. Um exemplo utilizando um pêndulo invertido confirma a
eficácia do método proposto através de simulações.

Palavras-chave— Controle Chaveado, Controle H∞, Saturação do Sinal de Controle, Sistemas Fuzzy Takagi-
Sugeno, Desigualdade Matricial Linear (LMI).

1 Introdução

Leis de controle, baseados na compensação para-
lela distribúıda (PDC), para sistemas não lineares
descritos através de modelos fuzzy Takagi-Sugeno
(T-S), têm sido estudadas nas últimas décadas.
Esse interesse resultou em um grande número
de artigos relacionados ao assunto (Taniguchi
et al., 2001; Tanaka and Wang, 2001; Klug et al.,
2013; Souza et al., 2014). Em (Klug et al., 2013)
é enfatizado que o modelo fuzzy T-S apenas des-
creve com precisão a dinâmica original do sistema
não linear em uma região limitada do espaço de
estados, denominada região de operação ou de va-
lidade. Então, a razão de um mau desempenho,
ou até mesmo da instabilidade, do sistema de ma-
lha fechada, pode ser atribúıda à imprecisão ao
utilizar um modelo fuzzy T-S. Dessa forma, diver-
sos trabalhos, por exemplo (Lee et al., 2012; Klug
et al., 2013; Klug et al., 2015), propõem métodos
que garantem que o vetor de estado do sistema
não linear permaneça dentro da região de opera-
ção. Tais métodos são baseados em desigualdades
matriciais lineares (do inglês, Linear Matrix Ine-
qualities - LMIs). Além disso, as condições ope-
racionais práticas, como a região de segurança e
as limitações do atuador, muitas vezes implicam
que o sistema realimentado opere em uma região
limitada do espaço de estados, que pode ser incor-
porada na região de operação (Klug et al., 2013).

Os projetos de controle propostos em (Cao and
Lin, 2003; Tseng and Chen, 2006; Chiu, 2014) ilus-
tram esse fato, pois consideram que o atuador está
sujeito à saturação.

Semelhante ao método apresentado em (Souza
et al., 2014), nesse trabalho é proposto um projeto
de controle chaveado, para uma classe de plan-
tas não lineares, cuja a metodologia elimina a ne-
cessidade de encontrar as expressões das funções
de pertinência para implementar a lei de controle.
Além disso, a técnica de controle H∞ é utilizada
com o propósito de mitigar a influência de uma
entrada exógena na dinâmica do sistema. Os con-
troladores obtidos através do projeto de controle
H∞ geralmente apresentam ganhos elevados, en-
tão considerou-se que o sinal de controle está su-
jeito à saturação. O método proposto apresenta
condições que garantem que o vetor de estado per-
manece dentro da região de operação.

Para realizar o projeto de controle via LMIs,
foram utilizados o software MatLabr, a lingua-
gem Yalmip e o solver LMILab. Ao longo desse
trabalho foram utilizadas as seguintes notações:
(·)T indica a transposição de um vetor ou ma-
triz. O śımbolo (∗) denota genericamente cada
bloco simétrico. O conjunto L2 representa o con-
junto de todas as trajetórias ξ = ξ(t), tais que
‖ξ‖22 =

∫∞

0
ξ(t)T ξ(t)dt < ∞. Por fim,
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Kr={1, . . . , r}, r ∈ N, x(t)=x, αi(z(t))=αi,

Fz =

r
∑

i=1

αiFi, α = [α1 α2 . . . αr]
T ∈ Λr e

Λr=

{

α ∈ R
r : αi ≥ 0,

r
∑

i=1

αi = 1, i ∈ Kr

}

. (1)

2 Modelo Fuzzy Takagi-Sugeno e Região

de Operação

O modelo fuzzy Takagi-Sugeno é descrito por re-
gras SE-ENTÃO que representam localmente as
relações de entrada e sáıda de um sistema não li-
near. Considere o modelo fuzzy T-S como des-
crito por (Tanaka and Wang, 2001) e (Tseng and
Chen, 2006):

Regra i: Se z1(t) é µi1 e . . . e zp(t) é µip,
Então ẋ(t)=Aix(t) +Biū(t) + Eiw(t),

(2)
sendo i ∈ Kr, µij , j ∈ Kp, é o conjunto fuzzy da
regra i correspondente à função zj(t), x(t) ∈ R

nx

é o vetor de estado, ū(t) ∈ R
nu é o vetor de en-

trada sujeito à saturação, w(t) ∈ R
nw é a entrada

exógena com energia limitada tal que w(t) ∈ L2,
Ai ∈ R

nx×nx , Bi ∈ R
nx×nu , Ei ∈ R

nx×nw e
z(t) = [z1(t), . . . , zp(t)] são as variáveis premissas,
que dependem do vetor de estado x(t).

A partir de (Tanaka and Wang, 2001), (Tseng
and Chen, 2006) e das definições de (1), ẋ(t) dado
em (2) pode ser reescrito como segue:

ẋ(t) =
r

∑

i=1

αi(x(t)) (Aix(t) +Biū(t) + Eiw(t))

= Azx(t) +Bzū(t) + Ezw(t), (3)

sendo αi (z(t)) =
µi1(z1(t))×···×µip(zp(t))∑

r
i=1(µi1(z1(t))×···×µip(zp(t)))

e

µij (zj(t)) é a função de pertinência, correspon-
dente ao conjunto fuzzy µij , i ∈ Kr e j ∈ Kp.
O elemento αi do vetor α = [α1 α2 . . . αr]

T ∈ Λr,
definido em (1), é o peso normalizado de cada mo-
delo local do sistema (Ai, Bi, Ei) definido em (2),
para i ∈ Kr.

Baseado em (Taniguchi et al., 2001), a repre-
sentação do sistema é realizada considerando os
limites inferiores e superiores das não linearida-
des do sistema. Os limites são calculados conside-
rando uma região de operação conhecida do vetor
de estado.

2.1 Região de Operação

O modelo fuzzy T-S (3) apenas descreve com pre-
cisão a dinâmica original do sistema não linear em
uma região limitada do espaço de estados, deno-
minada região de operação, que é dada por

X :=
{

x(t)∈R
nx:

∣

∣N(h)x(t)
∣

∣≤φ(h), h∈Kp

}

, (4)

sendo que N =
[

NT
(1) · · ·NT

(p)

]T

∈ R
p×nx e φ =

[

φ(1) · · ·φ(p)

]T ∈ R
p são parâmetros conhecidos.

Considere a candidata a função de Lyapunov
do tipo

V (x(t)) = x(t)TPx(t), (5)

e um elipsoide dado por

E(V, 1) :=
{

x(t) ∈ R
nx : x(t)TPx(t) ≤ 1

}

, (6)

tal que o elipsoide E(V, 1) é dito ser um conjunto
invariante se V̇ (x(t)) < 0, para x(t) ∈ E(V, 1) e
x(t) 6= 0 (Cao and Lin, 2003).

3 Formulação do Problema

Considere que a entrada de controle ū(t) =
[ū1 ū2 . . . ūnu

]T ∈ R
nu está sujeita à saturação,

tal que

ūk(t) = sat(uk) =







ukL se ǫ uk < ukL

ǫ uk se ukL ≤ ǫ uk ≤ ukH

ukH se ukH < ǫuk

(7)
sendo que 0 < ǫ < 1, u(t) = [u1 u2 . . . unu

]T ∈
R

nu , ukL < 0 < ukH e k ∈ Knu
. Em (Chen and

Wang, 1988) é apresentada uma figura que ilustra
a entrada de controle ūk(t) com mais detalhes.

Observação 1 Nesse trabalho, assim como em
(Tseng and Chen, 2006), não são abordados os
dois casos cŕıticos ǫ = 0 e ǫ = 1 e, por simpli-
cidade de projeto, considera-se que ukL = −ukH .
Então, a partir de (7), note que

|uk| ≤
ukH

ǫ
, k ∈ Knu

. (8)

Em diversos trabalhos que consideram satura-
ção do sinal de controle, como por exemplo em
(Tseng and Chen, 2006), é comum utilizar que

∥

∥

∥

∥

ū(t)− 1 + ǫ

2
u(t)

∥

∥

∥

∥

≤
∥

∥

∥

∥

1− ǫ

2
u(t)

∥

∥

∥

∥

, (9)

observando que a desigualdade (9) é equivalente a

[

ū(t)− 1 + ǫ

2
u(t)

]T [

ū(t)− 1 + ǫ

2
u(t)

]

≤
(

1− ǫ

2

)2

u(t)Tu(t). (10)

A prova da desigualdade (10) segue conside-
rando que de (7), ‖ū(t)‖ ≤ ‖u(t)‖ e ū(t)Tu(t) ≤
u(t)Tu(t).

3.1 Controlador Chaveado

Considere a lei de controle chaveada dada por:

u(t) = Kσx(t), σ = arg∗ min
j∈Kr

(

xT R̄jx
)

, (11)
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sendo que arg∗ min
j∈Kr

(

xT R̄jx
)

representa o menor

ı́ndice σ ∈ Kr, tal que xTRσx = min
j∈Kr

(

xT R̄jx
)

.

Observe que o sistema (3) e (11) pode ser re-
escrito como

ẋ(t) = Azx(t) +Bzū(t) + Ezw(t),

= Azx(t) +Bz

(

1 + ǫ

2
u(t)

)

+Bz

(

ū(t)− 1 + ǫ

2
u(t)

)

+ Ezw(t),

=

(

Az +
1 + ǫ

2
BzKσ

)

x(t)

+Bz

(

ū(t)− 1 + ǫ

2
u(t)

)

+ Ezw(t). (12)

Observação 2 A partir de (11), observe que a
desigualdade |uk| ≤ ukH

ǫ
, dada em (8), é equiva-

lente a
∣

∣

∣
K

(k)
j x(t)

∣

∣

∣
≤ ukH

ǫ
(13)

sendo que j ∈ Kr, k ∈ Knu
e K

(k)
j representa a

k−ésima linha de Kj. Então é definida a região
Ω, dada por

Ω:=

{

x(t)∈R
nx:x(t)T

(

K
(k)
j

)T(

K
(k)
j

)

x(t)≤
(ukH

ǫ

)2
}

.

(14)
Assim como em (Tseng and Chen, 2006),

uma condição necessária para que x(t) ∈
E(V, 1) ⊂ Ω é dada por

(

K
(k)
j

)

P−1
(

K
(k)
j

)T

≤
(ukH

ǫ

)2

, k ∈ Knu
, j ∈ Kr.

(15)

3.2 Índice de Desempenho H∞

Tendo em vista que além de estabilidade, um con-
trolador deve assegurar um bom desempenho do
sistema de malha fechada, um ı́ndice muito im-
portante é a norma H∞, que está relacionada com
a capacidade do sistema realimentado de rejeitar
pertubações de energia limitada. Sendo Q uma
matriz de ponderação definida positiva, o sistema
fuzzy T-S de malha fechada (12) tem um ńıvel ga-
rantido H∞ de atenuação γ > 0 se, além de ser as-
sintoticamente estável, a seguinte desigualdade for
satisfeita, para x(0) = 0 (Tseng and Chen, 2006):

∫ tf

0

x(t)TQx(t)dt ≤ γ2

∫ tf

0

w(t)Tw(t)dt. (16)

4 Projeto de Controle H∞ Chaveado com

Saturação do Sinal de Controle

Teorema 1 Considere uma matriz definida po-
sitiva Q ∈ Rnx×nx dada. Suponha a existência
de uma matriz simétrica definida positiva X ∈
R

nx×nx , matrizes simétricas Zi, Ri ∈ R
nx×nx e

matrizes Mj ∈ R
nu×nx , para todo i, j ∈ Kr, tais

que, para µ > 0, ocorra a factibilidade do seguinte
problema de otimização:

minµ

s.a X = XT > 0, (17)




BiMj +MT
j BT

i − Zi −Rj MT
j Bi

∗ −η1I 0
∗ ∗ −I



≺0, (18)





AiX +XAT
i + Zi +Ri Ei X
∗ −µI 0
∗ ∗ −Q−1



≺0, (19)

[

η2 M
(k)
j

∗ X

]

�0, (20)

[

φ2
(h) N(h)X

∗ X

]

�0, (21)

[

−β−1I I
∗ −X

]

�0. (22)

Então, o sistema não linear (3), realimentado
com a lei de controle chaveada sujeita à satura-
ção (7) e (11), sendo que Kj = 2

1+ǫ
MjX

−1 e

R̄j = X−1RjX
−1 para j ∈ Kr, possui as seguintes

propriedades:

1. se w(t) = 0 e x(0) ∈ E(V, 1), então x(t) ∈
E(V, 1) ⊂ Ω e x(t) ∈ E(V, 1) ⊂ X , ∀t ≥ 0
e o sistema realimentado (12) é localmente
assintoticamente estável;

2. se w(t) 6= 0 e x(0) = 0, o custo garantido H∞

é igual a γ =
√
µ > 0;

3.
{

x(t) ∈ R
nx : xT (t)x(t) ≤ β

}

⊂ E(V, 1),

sendo que β, φ, N , ǫ, ukH , η1 e η2 são parâmetros

conhecidos e η1 = (1+ǫ)2

(1−ǫ)2 , η2 = ( 1+ǫ
2 )2(ukH

ǫ
)2.

Prova: A partir de (1), lembrando que αi ≥ 0,
∑r

i αi = 1 e µ = γ2, multiplicando (18)-(20) por
αi e realizando a somatória de i = 1 até i = r,
para j = σ obtém-se as desigualdades





BzMσ +MT
σ BT

z − Zz −Rσ MT
σ Bz

∗ −η1I 0
∗ ∗ −I



≺0, (23)





AzX +XAT
z + Zz +Rz Ez X
∗ −γ2I 0
∗ ∗ −Q−1



≺0, (24)

[

η2 M
(k)
σ

∗ X

]

�0. (25)

Primeiramente serão apresentadas duas desi-
gualdades úteis para o desenvolvimento das de-
monstrações dos Itens 1 e 2 do teorema. Apli-
cando o complemento de Schur duas vezes na de-
sigualdade (23) tem-se

BzMσ+MT
σ BT

z −Zz−Rσ+
1

η1
MT

σ Mσ+BzB
T
z ≺ 0,

XXI Congresso Brasileiro de Automática - CBA2016 
UFES, Vitória - ES, 3 a 7 de outubro

ISSN 2525-8311 3436



sendo que Mσ =
(

1+ǫ
2

)

KσX, Zz = XZ̄zX, Rσ =

XR̄σX e η1 = (1+ǫ)2

(1−ǫ)2 , obtém-se

(

1 + ǫ

2

)

BzKσX +

(

1 + ǫ

2

)

XKT
σ B

T
z −XZ̄zX

−XR̄σX +

(

1− ǫ

2

)2

XKT
σ KσX +BzB

T
z ≺ 0.

(26)

Pré e pós-multiplicando (26) por X−1, sendo
que X−1 = P , para x 6= 0 tem-se

xT Z̄zx+ xT R̄σx

>
1 + ǫ

2
xTPBzKσx+

1 + ǫ

2
xTKT

σ B
T
z Px

+

(

1− ǫ

2

)2

xTKT
σ Kσx+ xTPBzB

T
z Px

≥ 1 + ǫ

2
xTPBzKσx+

1 + ǫ

2
xTKT

σ B
T
z Px

+

(

ū− 1 + ǫ

2
Kσx

)T (

ū− 1 + ǫ

2
Kσx

)

+xTPBzB
T
z Px

≥
(

1 + ǫ

2
Bzu− 1 + ǫ

2
Bzu+Bzū

)T

Px

+xTP

(

1 + ǫ

2
Bzu− 1 + ǫ

2
Bzu+Bzū

)

= xTPBzū+ ūTBT
z Px, (27)

sendo que (10) foi utilizada para obter a segunda
desigualdade e a propriedade UTU + V TV ≥
UTV + V TU foi utilizada para obter terceira de-
sigualdade, sendo U = BT

z Px e V =
(

ū− 1+ǫ
2 u

)

.
A partir de (1) e (11), note que

xT R̄σx=min
j∈Kr

(

xT R̄jx
)

≤
r

∑

i=1

αix
T R̄ix=xT R̄zx.

(28)

• Demonstração do Item 1

A partir de (24), tem-se que

AzX +XAT
z + Zz +Rz ≺ 0. (29)

Pré e pós-multiplicando (29) por X−1, sendo
que X−1 = P , Zz = XZ̄zX e Rz = XR̄zX,
obtém-se

PAz +AT
z P + Z̄z + R̄z ≺ 0. (30)

Para x 6= 0, note que (30) pode ser reescrita
como

0>xTPAzx+ xTAT
z Px+ xT Z̄zx+ xT R̄zx

≥xTPAzx+ xTAT
z Px+ xT Z̄zx+ xT R̄σx

≥xTPAzx+ xTAT
z Px+ xTPBzū+ ūTBT

z Px

(31)

sendo que utilizou-se (28) e (27) para obter a se-
gunda e a terceira desigualdade, respectivamente.

A partir de (5), (12) e (31), para w = 0, observe
que V̇ (x) < 0. Ou seja, o sistema não linear (3)
realimentado com a lei de controle (11) é assin-
toticamente estável. Por fim, deve-se analisar a
restrição da estabilidade local. Então, observe que
aplicando o complemento de Schur em (25) obtém-
se (15) e de acordo com a Observação 2 a condição
(15) garante que x(t) ∈ E(V, 1) ⊂ Ω para t ≥ 0.

A partir de (21), tem-se que E(V, 1) ∈ X
(Klug et al., 2015). Logo, para w = 0, qualquer
trajetória do vetor de estado x(t), com condição
inicial x(0) ∈ E(V, 1), estará dentro do elipsoide
E(V, 1) e consequentemente x(t) ∈ X para t ≥ 0.

• Demonstração do Item 2

Agora, aplicando o complemento de Schur em
(24), tem-se

[

AzX+XAT
z +Zz+Rz+XQX Ez

∗ −γ2I

]

≺0, (32)

Pré e pós-multiplicando (32) por

[

X−1 0
0 I

]

,

sendo que Zz = XZ̄zX, Rσ = XR̄σX e X−1 = P ,
obtém-se
[

PAz +AT
z P + Z̄z + R̄z +Q PEz

∗ −γ2I

]

≺0, (33)

Para x 6= 0 e w 6= 0, tem-se

[

x
w

]T[
PAz +AT

z P + Z̄z + R̄z +Q PEz

∗ −γ2I

] [

x
w

]

= xTPAzx+ xTAT
z Px+ xT Z̄zx+ xT R̄zx

+xTPEzw + wTET
z Px+ xTQx− γ2wTw < 0.

(34)

Note que a desigualdade (34) pode ser rees-
crita como

0>xTPAzx+ xTAT
z Px+ xT Z̄zx+ xT R̄zx

+xTPEzw + wTET
z Px+ xTQx− γ2wTw

≥xTPAzx+ xTAT
z Px+ xT Z̄zx+ xT R̄σx

+xTPEzw + wTET
z Px+ xTQx− γ2wTw

≥xTPAzx+ xTAT
z Px+ ūTBT

z Px+ xTPBzū

+xTPEzw + wTET
z Px+ xTQx− γ2wTw

(35)

sendo que utilizou-se (28) e (27) para obter a se-
gunda e a terceira desigualdade, respectivamente.

A partir de (5) e (12), para w 6= 0, observe
que (35) é equivalente a

V̇ (x) + xTQx− γ2wTw < 0, (36)

e integrando (36) de 0 até tf , tem-se

∫ tf

0

x(t)TQx(t)dt−
∫ tf

0

γ2w(t)Tw(t)dt

< V (x(0))− V (x(tf )) ≤ V (x(0)) = 0, (37)
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obtendo-se
∫ tf

0

x(t)TQx(t)dt = γ2

∫ tf

0

w(t)Tw(t)dt, (38)

ou seja, se w 6= 0 e x(0) = 0, o custo garantido
H∞ é igual a γ > 0.

• Demonstração do Item 3

Aplicando o complemento de Schur em (22) e pré
e pós-multiplicando o resultado por xT e x, res-
pectivamente, obtém-se:

V (x) ≤ β−1xTx ⇔ V (x)− 1 ≤ β−1
(

xTx− β
)

que implica em
{

x(t) ∈ R
nx : xT (t)x(t) ≤ β

}

⊂
E(V, 1). Logo, aumentando o valor de β, o elip-
soide será ampliado (Lee et al., 2012). Concluindo
a prova de todos os itens do Teorema 1. 2

5 Exemplo Numérico

Para exemplificar o método proposto, considere
um pêndulo invertido com a dinâmica dada por
(Tseng and Chen, 2006; Chiu, 2014):
[

ẋ1

ẋ2

]

=

[

0 1
f(z) 0

][

x1

x2

]

+

[

0
g(z)

]

ū(t)+

[

1
0

]

w(t), (39)

com

z =

[

x1

x2

]

, f(z) =
sinc(x1

π
)(g − θ1x

2
2 cos(x1))

4l
3 − θ1 cos2(x1)

,

g(z) =
−θ0 cos(x1)

4l
3 − θ1 cos2(x1)

, sinc
(x1

π

)

=
sen(x1

π
)

x1

π

sendo que x1 representa o ângulo (rad) que a haste
do pêndulo forma com a vertical, x2 é a velocidade
angular (rad/s), ū(t) é o sinal de controle sujeito
à saturação (N), g = 9, 8m/s2 é a aceleração da
gravidade, θ0 = 1/(m + M), θ1 = mlθ0, m =
0, 3kg é a massa do pêndulo, M = 0, 6kg é a massa
do carro e l = 0, 5m é a distância entre o centro de
massa da haste do pêndulo até sua extremidade.

Para utilizar a metodologia proposta em
(Taniguchi et al., 2001) é necessário calcular os
valores máximos e mı́nimos das funções não linea-
res f(z) e g(z). Logo, considerando que as funções
não lineares pertencem ao domı́nio D, tal que

D =
{

z ∈ R
2 : −π

3
≤ x1 ≤ π

3
,−π

2
≤ x2 ≤ π

2

}

,

os valores máximos e mı́nimos das não linearida-
des são dados por 15,0683 ≤ f(z) ≤ 19,6000 e
−2,2222 ≤ g(z) ≤ −0,8889. Então, utilizando a
metodologia proposta em (Taniguchi et al., 2001),
o sistema dado em (39) pode ser representado
através do modelo fuzzy T-S dado em (3), sendo
que

A1=A2=

[

0 1
15,0683 0

]

, B1=B3=

[

0
−2,2222

]

,

A3=A4=

[

0 1
19,6000 0

]

, B2=B4=

[

0
−0,8889

]

,

E1=E2=E3=E4=
[

1 0
]T
, (40)

A região de operação X , na qual o modelo
fuzzy T-S é válido, é dada em (4), sendo que p = 2,

N =

[

1 0
0 1

]

e φ =
[

π
3

π
2

]T
. A região Ω, na qual

do sinal de controle não possui saturação, é dada
em (14), sendo que ukH = 5 e ǫ = 0,6.

Considere Q = I, β = 0,014, os modelos
locais (Ai, Bi, Ei), i ∈ K4, dados em (40) e os
parâmetros mencionados anteriormente que limi-
tam as regiões X e Ω. A solução do problema
de otimização, proposto no Teorema 1, apresenta
γ = 2,9925. A matriz simétrica definida positiva
P , os controladores Kj e as matrizes simétricas
R̄j , j ∈ K4, são dados por:

P =

[

67,72 15,75
15,75 4,07

]

,
K1 =

[

61,35 15,51
]

,

K2 =
[

66,76 16,03
]

,

K3 =
[

62,72 15,32
]

, K4 =
[

67,77 14,95
]

,

R̄1 =

[

4084588086,91 969438321,88
969438321,88 229973139,40

]

,

R̄2 =

[

4084587501,81 969438190,19
969438190,19 229973110,39

]

,

R̄3 =

[

4084587987,36 969438308,92
969438308,92 229973139,33

]

,

R̄4 =

[

4084587437,84 969438189,18
969438189,18 229973114,47

]

. (41)

Utilizando a lei de controle chaveada (11),
com os controladores Kj e as matrizes simétri-
cas R̄j dados em (41), para j ∈ Kr, foi realizada
uma simulação do sistema (39). A entrada exó-
gena w(t) é igual a uma onda quadrada, com am-
plitude de 1,4 e frequência de 1Hz, para 0 ≤ t < 4
e w(t) é igual a zero para 4 ≤ t ≤ 6.

A resposta temporal do vetor de estado x(t),
a lei de controle chaveada ū(t) e as regiões X e
Ω são apresentadas nas Figuras 1, 2 e 3, respec-
tivamente. Adicionalmente, além dos resultados
apresentados nessas figuras, a simulação permitiu

calcular que
∫ 6
0
x(t)TQx(t)

∫ 6
0
w(t)Tw(t)

= 0,2865.

0 1 2 3 4 5 6
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

 

 

Tempo (s)

x1(t)
x2(t)
w(t)

Figura 1: Trajetórias da posição angular (rad), velo-
cidade angular (rad/s) e da entrada exógena w(t).

Analisando os resultados da simulação,
observa-se que as propriedades do Teorema 1 são
válidas. Ou seja, para w 6= 0 o custo garantido
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Figura 2: Lei de controle chaveada (11): sinal de
controle ū(t) e lei de chaveamento σ.
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Figura 3: Plano de fase do vetor de estado x(t) (em
preto) e regiões E(V, 1), X e Ω.

H∞ foi respeitado, pois
∫ 6
0
x(t)TQx(t)

∫ 6
0
w(t)Tw(t)

= 0,2865 ≤
γ = 2,9925. Além disso, tem-se que E(V, 1) ⊂ X
e E(V, 1) ⊂ Ω, tal que para uma condição inicial
x(0) ∈ E(V, 1) o vetor de estado x(t) permaneceu
dentro do elipsoide invariante E(V, 1) e consequen-
temente dentro das regiões Ω e X . Ao projetar
os controladores considerando saturação do sinal
de controle, o método proposto reduziu a norma
dos controladores, que geralmente são grandes em
projetos de controle H∞.

6 Conclusões

Este artigo propôs um projeto de controle H∞

chaveado, para uma classe de sistemas não line-
ares descritos por modelo fuzzy T-S, com sinal de
controle sujeito à saturação. O método proposto
assegura a permanência do vetor de estado den-
tro de um elipsoide invariante que está contido
na região de operação, na qual o modelo fuzzy
T-S é válido, considerando uma entrada exógena
nula. Já para uma entrada exógena não nula, o
custo garantido H∞ foi respeitado. Ao restrin-
gir o elipsoide invariante dentro de uma região de
saturação, observou-se que os controladores apre-
sentaram ganhos compat́ıveis com as restrições do
atuador do sistema, tornando fact́ıvel uma posśı-
vel implementação prática.
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