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Abstract This article presents the application of the Harmoniy Search Algorithm and a hybrid version of Harmonica Search 
Algorithm with Particle Swarm Optimization  to the automatic weighting of matrices of Linear Quadratic Regulator. This controller 

has excellent properties of robust stability, however, the implementation this one has a related difficulty defining two weighting 

matrices Q and R. A Harmony Search Algorithm was implemented and applied in the search of the weighting matrices. In order to 
obtain a better performance,a implementation of Particle Swarm Optimization was used to provide a self-adaptation in one of the 

Harmonic Search parameters. When applying the search, both the standard version and the hybrid version showed good results, 

however, the hybrid version produced better results in two aspects: convergence time and minimizing the evaluation function value. 

Keywords Harmony Search Algorithm, Particle Swarm Optimization, Optmal Control, Linear Quadratic Regulator, Intelligent 
Control 

Resumo O presente artigo apresenta a aplicação do Algoritmo de Busca Harmônica e de uma versão híbrida de Busca Harmônica 

e Otimização por Enxame de Partículas na determinação otimizada das matrizes de ponderação do Regulador Linear Quadrático. 
Esse controlador possui excelentes propriedades de estabilidade robusta, entretanto, seu projeto possui uma dificuldade relacionada 

à definição de duas matrizes, Q e R. Um algoritmo de Busca Harmônica padrão foi implementado e aplicado na busca das matrizes. 

A fim de obter uma melhor performance, foi utilizada a técnica Otimização por Enxame de Partículas para prover uma auto-
adaptação em um dos parâmetros da Busca Harmônica. Ao aplicar no problema, tanto a versão padrão quanto a versão híbrida 

apresentaram bons resultados, contudo, a versão híbrida obteve melhores resultados em três aspectos: Tempo de convergência, 

minimização do valor da função de avaliação e número de iterações. 

Palavras-chave Busca Harmônica, Otimização por Enxame de Partículas, Controle Ótimo, Regulador Linear Quadrático, Con-
trole Inteligente 

1    Introdução 

O Regulador Linear Quadrático (Linear Quadratic 

Regulator - LQR) é uma importante técnica de con-

trole ótimo que possui um papel primordial na teoria 

do controle moderno. O controlador LQR possui ex-

celentes propriedades de estabilidade robusta, apre-

senta margens de ganho infinito e margens de fase 

com 60º, e minimiza um determinado índice de de-

sempenho, o que garante um sistema otimizado com o 

menor gasto possível de energia (Maciejowski, 1989). 

São constantes as pesquisas envolvendo o LQR, 

principalmente aplicado a complexos sistemas de con-

trole (Bayani e Hajipour, 2013; Inumoh et al., 2014; 

Wei e Yao, 2015; Mazumdar et al., 2015; Rui et al., 

2015; Brasel, 2015; Cheema et al., 2016; Singh e Pal, 

2016). 

Mesmo com inúmeras vantagens, o desempenho 

do LQR depende fortemente de dois componentes es-

senciais, suas matrizes de ponderação Q e R. Elas per-

mitem que o controlador atenda as especificações do 

projeto, entretanto, tratam-se de valores com um 

grande espaço de busca, e definir essas matrizes pode 

se tornar um desafio tedioso e complexo, comprome-

tendo os prazos definidos no projeto por conta da pa-

ralisia gerada (Gbaupe, 1972; Stein, 1979; Medanic, 

Tharp e Perkins, 1988). Visando minimizar os percal-

ços causados por essa problemática, vem se consoli-

dando o uso de diversos algoritmos de Inteligência 

Computacional (IC) para otimizar essa busca, tais 

como Algoritmo Genético (Gupta e Tripathi, 2014), 

Recozimento Simulado (Jaleel e Francis, 2013), entre 

outros. 

A técnica Otimização por Enxame de Partículas 

(Particle Swarm Optimization – PSO) tem sido apli-

cada em diversos trabalhos, entretanto, sua forma pa-

drão apresenta problemas de convergência prematura 

(Nezami, Bahrampour e Jamshidlou, 2013), o que não 

é favorável a um problema com variáveis de decisão 

fortemente acopladas. 

Um método de busca que vem ganhando destaque 

nos últimos anos devido a sua facilidade de implemen-

tação e capacidade de identificar regiões de alto de-

sempenho dentro do espaço de busca em um tempo 

razoável é o Algoritmo de Busca Harmônica (Har-

mony Search - HS), uma nova meta-heurística baseada 

em conceitos musicais de improvisação (Geem, Kim 

e Loganathan, 2001), que tem sido aplicada nos mais 

diversos problemas (Manjarres et al., 2013), inclusive 

na determinação das matrizes Q e R, proposta apre-

sentada por (Nascimento et al., 2015a; 2015b).  

O presente trabalho apresenta a aplicação do al-

goritmo de Busca Harmônica na determinação das 

melhores matrizes Q e R do controlador LQR. A fim 

de impulsionar o poder de otimização do HS, o PSO 
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foi aplicado na adaptação automática de um de seus 

parâmetros.  

As próximas seções deste artigo estarão organiza-

das da seguinte maneira: na seção 2 serão abordados 

os conceitos que envolvem o algoritmo HS. A seção 3 

abordará uma introdução ao PSO. Na seção 4 será 

apresentado o Regulador Linear Quadrático e na seção 

5 será apresentado o como foi projetado o algoritmo 

HS+PSO aplicados ao LQR. A seção 6 mostrará os re-

sultados das simulações, assim como a planta utilizada 

como teste e por fim, na seção 7, serão expostas as 

conclusões acerca do trabalho desenvolvido. 

2   Algoritmo de Busca Harmônica 

A Busca Harmônica (Geem, Kim e Loganathan, 

2001), é uma meta-heurística de otimização baseada 

em população que foi inspirada no processo de impro-

visação musical onde os músicos tentam buscar as no-

tas que melhor compõem uma harmonia perfeita. 

Uma comparação entre o processo de improvisa-

ção musical e um problema de otimização é feito em 

(Geem, 2010), onde um trio de Jazz procura realizar 

uma composição através de um improviso. O saxofo-

nista, o baixista e o guitarrista compõem as variáveis 

de decisão do problema; as notas tocadas nos instru-

mentos representam os intervalos de valores de cada 

variável; as combinações das notas representam as 

possíveis soluções e o ato de apreciação dos ouvintes 

representa a função de avaliação ou função objetivo 

do problema, como é mostrado na Figura 1. 

  

 

Figura 1 – Comparação entre o processo de improvisação musical 
e otimização 

 

O HS padrão pode ser descrito em cinco passos: 

 

Os parâmetros são o tamanho da memória harmô-

nica (Harmony Memory Size - HMS), taxa de conside-

ração da memória harmônica (Harmony Memory Con-

sideration Rate – HMCR), taxa de ajuste dos valores 

(Pitch Adjustment Rate – PAR), largura de banda (Be-

Width – BW) e número de máximo de improvisações 

(Number of improvisations – NI). 

O HS possui o mesmo conceito dos algoritmos 

evolucionários sobre geração randômica de popula-

ção. A Memória Harmônica (HM) possui um conjunto 

de HMS harmonias, 

 

𝐻𝑀 =  [
𝑥1

1 ⋯ 𝑥𝑛
1

⋮ ⋱ ⋮
𝑥1

𝐻𝑀𝑆 ⋯ 𝑥𝑛
𝐻𝑀𝑆

] (1) 

 

onde, 𝑥 é uma variável de decisão do vetor de harmo-

nia, 𝑛 é o número de variáveis utilizadas para encon-

trar o valor da função de avaliação 𝑓 do problema. 

A cada iteração do algoritmo é gerada um novo 

vetor de harmonia, 𝑥′ = (𝑥1
′ , 𝑥2

′ , … , 𝑥𝑁
′ ), que corres-

ponde a uma solução candidata. Cada elemento 𝑥 é 

obtido a partir de harmonias contidas na HM, selecio-

nadas por uma probabilidade de HMCR:  

 

𝑥𝑖
′ = {

𝑥𝑖
′  ∈ {𝑥𝑖

1, … , 𝑥𝑖
𝐻𝑀𝑆}         P = HMCR 

𝑥𝑖
′  ∈  𝑋𝑖                   P = (1 − HMCR) 

 (2) 

 

tal que 𝑋𝑖 é um conjunto com a faixa de valores possí-

veis para cada variável de decisão e “P = HMCR”, lê-

se probabilidade de HMCR. 

Cada componente obtido é testado para determi-

nar se deve ser ajustado. Esse ajuste é dado com base 

em BW e com probabilidade de PAR: 

 

𝑥𝑖
′ =  𝑥𝑖

′ ± 𝑟 × 𝐵𝑊, 𝑟 ∈ (0,1) (3) 

 

Se o vetor gerado for melhor que a pior harmonia 

da HM, a pior é substituída. O algoritmo encerra de 

acordo com um critério, que pode ser o número de ite-

rações ou se a harmonia gerada atende aos critérios do 

problema. 

 

3 Otimização por Enxame de Partículas 

O PSO  (Kennedy e Eberhart, 1995) é uma técnica 

de otimização estocástica baseada em população e ins-

pirada no comportamento de animais como voo de 

pássaros, abelhas , nado de cardume de peixes, entre 

outros. 

Nesse método é criado um conjunto de partículas 

que correspondem às possíveis soluções. Cada partí-

cula possui seu vetor de velocidade, ambos inicializa-

dos aleatoriamente. Após inicializadas, as partículas 

são avaliadas.  

O algoritmo considera a melhor posição de cada 

partícula e uma melhor posição global. A cada itera-

ção do algoritmo, é calculada a velocidade das partí-

culas (4) e suas novas posições (5). 

1. Inicialização dos parâmetros. 

2. Inicialização da Memória Harmônica 

3. Improviso de uma nova harmonia; 

4. Atualização da Memória Harmônica; 

5. Verificação do critério de parada. 
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𝑣𝑖(𝑡 + 1) = 𝑣𝑖(𝑡) + 𝑐1(𝑝𝑖 − 𝑥𝑖(𝑡))𝑟1

+ 𝑐2(𝑔 − 𝑥𝑖(𝑡))𝑟2 
(4) 

 

𝑥𝑖(𝑡 + 1) = 𝑥𝑖(𝑡) + 𝑣𝑖(𝑡 + 1) (5) 

 

Nas equações da velocidade (4) e do movimento 

(5), 𝑡 e 𝑡 + 1 representam duas sucessivas iterações, 

𝑣𝑖 é o vetor de velocidade da partícula 𝑥𝑖. 𝑝𝑖  é cha-

mado de personal best de uma partícula, que corres-

ponde à melhor posição de uma determinada partícula, 

enquanto 𝑔 , global best, é a melhor posição que já foi 

ocupada por alguma partícula. As constantes 𝑐1 e  𝑐2 

são valores reais, usualmente 0 ≤ 𝑐1, 𝑐2 ≤ 4 e 

𝑟1𝑒 𝑟2  ∈ (0,1). 

 

4 Regulador Linear Quadrático 

O LQR é um controlador ótimo com excelentes carac-

terísticas de desempenho e de implementação, que ga-

rante a estabilidade frente a pequenas perturbações. 

Considere a equação linear invariante no tempo: 

 

𝑥̇(t) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)
 (6) 

 

Esse controlador objetiva encontrar o vetor de 

controle ótimo que minimize a função de custo (7), re-

presentado pelo índice de desempenho quadrático 𝐽, 

que harmoniza a eficácia da regulação com o uso do 

vetor de controle. 

 

𝐽 = ∫ [𝑥𝑇(𝑡)𝑄(𝑡)𝑥(𝑡)+u𝑇(𝑡)𝑅(𝑡)𝑢(𝑡)]𝑑𝑡
∞

0

 (7) 

 

Em (6) tem-se 𝐴, 𝐵, 𝐶 e 𝐷, matrizes relacionadas 

ao modelo do sistema para a variável de estado 𝑥(𝑡), 

e a variável de controle 𝑢(𝑡), respectivamente. Em (7), 

Q, uma matriz semidefinida positiva (𝑄 ≥ 0) e R, uma 

matriz positiva definida (𝑅 > 0). O LQR permite de-

terminar uma matriz K de ganho ótimo através da lei 

de controle: 

 

𝑢(𝑡) = −𝐾𝑥(𝑡) (8) 

sendo 

𝐾 = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃 (9) 

 

A matriz P é determinada a partir da resolução da 

Equação Algébrica de Riccati: 

 

𝐴𝑇P+ PA − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇P+Q=0 (10) 

  

A partir dos ganhos obtidos com a matriz aumen-

tada (Ogata, 2011), pode-se obter o ganho integral 

(𝐾𝑖), definido por 𝐾 = [𝐾𝑟    𝐾𝑖]. Os ganhos 𝐾𝑟  e 

𝐾𝑖  podem ser aplicados ao sistema linear de controle, 

por meio do modelo matricial dado por: 

 

[
𝑥̇(𝑡)

𝑒̇(𝑡)
] = [

𝐴 − 𝐵𝐾𝑟 𝐵𝐾𝑖

−𝐶 0
] [

𝑥(𝑡)

𝑒(𝑡)
] + [

0
𝐼

] 𝑟(𝑡) (11) 

5 Modelagem do LQR Otimizado 

5.1 Busca Harmônica 

5.1.1 Codificação da Harmonia 

A fim de simplificar a implementação do algoritmo, 

utilizou-se a abordagem empregada por (Bryson e Ho, 

1975), onde considerou-se os valores diagonais das 

matrizes Q e R, ou seja, 𝑄 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([𝑄1, 𝑄2, … 𝑄𝑛𝐴]) e 

𝑅 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([ 𝑅1, … , 𝑅𝑛𝐵]), sendo 𝑛𝐴  ordem do sis-

tema e 𝑛𝐵 o número de entradas. 

Dessa forma, o vetor de harmonia é dado por: 

 

 𝑄𝑅i = [𝑄1, 𝑄2, … 𝑄𝑛𝐴, 𝑅1, … , 𝑅𝑛𝐵] (12) 

 

5.1.2 Função de Avaliação 

Para esse problema, o HS deve minimizar o erro cor-

respondente ao somatório do módulo dos resíduos ge-

rados entre os valores dos parâmetros definidos nos 

critérios de projeto, dessa forma, cada harmonia rece-

berá um valor de erro correspondente, definido por: 

 

𝑓(QR𝑖) = |Tr − Tr𝑖| + |Ts − Ts𝑖|

+ |Mp − Mp𝑖| + |Es − Es𝑖| 
(13) 

 

Os parâmetros da função (13) representam o 

tempo de subida (Rise Time – Tr), tempo de regime 

estacionário (Settling Time – Ts), sobressinal (Ma-

ximum Peak – Mp) e erro em regime estacionário (Es). 

 

5.1.3 Tratamento do Parâmetro PAR 

Para o propósito do LQR, considerou-se um vetor 

PAR, contendo os parâmetros para cada variável de 

decisão. 

 

𝑃𝐴𝑅𝑖 = [𝑃𝐴𝑅1, 𝑃𝐴𝑅2, … , 𝑃𝐴𝑅𝑄𝑅𝑛
] (14) 

 

5.2 Otimização por Enxame de Partículas 

Foi implementado um algoritmo PSO para determinar 

os melhores parâmetros de ajuste para o Algoritmo 

HS. As partículas do PSO são definidas na Equação 

(14), e a função de avaliação das partículas é a mesma 

do HS, Equação (13).  

 

6 Resultados das Simulações 

A fim de testar a eficácia dos algoritmos, foi conside-

rado o modelo linear do helicóptero Chinook CH-47  

(Doyle e Stein, 1981), buscando controlar duas me-

dias: velocidade vertical (Vz) e ângulo de arfagem (θ).  

 

A= [

−0,02 0,005 2,4 −32
−0,14 0,44 −1,3 −30

0 0,018 −1,6 1,2
0 0 1 0

] 𝑥 

 

C= [
0 0,3048 0 0
0 0 0 57.3

] 𝑥 

 

B= [

0,14 −0,12
0,36 −8.6
0,35 0,009

0 0

] 𝑢 
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Os polos do sistema em malha aberta são  

{−2,2279  0,0652   0,4913 ± 0,4151j}.  De acordo 

com os critérios adotados em (Hartmann, Stein e Pratt, 

1979), os valores tomados como base para os parâme-

tros de resposta transitória estão descritos na Tabela 1. 

 

Tabela 1. Especificações do projeto CH-47. 

Saída Tr Ts Mp 

ϴ 1,5 4,0 1,05 

Vz 2,0 4,0 0 

 

Foi aplicado no problema um algoritmo de Busca 

Harmônica padrão e a Busca Harmônica híbrida com 

Otimização por Enxame de Partículas (HSPSO) para 

fins de comparação. Os parâmetros utilizados nos al-

goritmos são apresentados nas Tabelas 2 e 3. 

 

Tabela 2. Parâmetros do HS. 

HMCR BW HMS NI PAR 

0,9 30 50 1000 0,8 

 

Tabela 3. Parâmetros do PSO. 

Nº Partículas C1 C2 

20 2 2 

 

O critério de parada utilizado no algoritmo foi o 

número de iterações = 1000, assim foi possível avaliar 

o algoritmo pela velocidade da convergência. 

 

6.1 Resultados com Busca Harmônica 

O HS obteve bons resultados, e com uma performance 

razoavelmente eficaz, foi capaz de otimizar a busca 

das matrizes Q e R, obtendo 𝑄 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([0,0045 

0,5066 1,6449 0,6632 4,2762 1,2132]) e 𝑅 =
𝑑𝑖𝑎𝑔([7,2699 0,0512]).  

A Figura 2 apresenta uma simulação com a apli-

cação do HS e a Figura 3 apresenta o gráfico de con-

vergência dessa simulação. 

 

 

Figura 2 – Resposta do sistema ao degrau unitário.  

 

 

Figura 3 – Gráfico da convergência do algoritmo. Decaimento da 
função de avaliação do HS.  

A Tabela 4 apresenta os valores obtidos na simu-

lação com o algoritmo HS.  

Tabela 4. Análise da Convergência com HS. 

Menor Erro 𝑓(𝑄𝑅) Tempo (s) Nº de Iterações 

0,6934 34,3587 1000 

 

Pode ser observado na Figura 2 que, na simulação 

obtida com o algoritmo HS, o sistema foi controlado, 

com poucos segundos para estabilização em ambas as 

saídas. O resultado do controle foi satisfatório, tendo 

em vista que o esperado para esse sistema é um com-

portamento próximo ao apresentado. 

A Figura 3 e a Tabela 4 apresentam informações 

relacionadas à convergência do algoritmo HS na busca 

das matrizes Q e R. O algoritmo, embora atendendo as 

necessidades do problema, não apresentou uma con-

vergência com um custo baixo. 

 

6.2 Resultados com Busca Harmônica e PSO 

O HSPSO obteve ótimos resultados, e com uma per-

formance eficaz, sendo capaz de otimizar a busca das 

matrizes Q e R, obtendo 𝑄 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([0,0003 0,0948 

8,5310 2,0605  1,4284  0,8196]) e 𝑅 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([0,7130  

1,6954]). A Figura 4 mostra uma simulação com a 

aplicação do HSPSO e a Figura 5 apresenta o gráfico 

de convergência dessa simulação. 

 

 

Figura 4 – Resposta do sistema ao degrau unitário.  
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Figura 5 – Gráfico da convergência do algoritmo. Decaimento da 
função de avaliação do HSPSO.  

Na Tabela 5 são mostrados os valores referentes 

ao gráfico de convergência da simulação com HSPSO. 

Tabela 5. Análise da Convergência com HSPSO 

Menor Erro  𝑓(𝑄𝑅) Tempo (s) Nº de Iterações 

0,5474 26,2188 1000 

 

Pode ser observado na Figura 4 que, na simulação 

obtida com o algoritmo HSPSO, o resultado do con-

trole foi satisfatório, tendo em vista que o esperado 

para esse sistema era um comportamento próximo ao 

apresentado. O algoritmo, além de ter atendido aos 

critérios do projeto de controle, obteve convergência 

em cerca de 30 segundos e com um erro aceitável para 

esse problema. A Tabela 6 mostra as variáveis relaci-

onadas à resposta transitória das simulações. Esses pa-

râmetros estão presentes na equação (13). 

Tabela 6. Análise da Saída em Regime Transitório 

 Saída Tr Ts Mp 

HS ϴ 1,3061 3,6913 1,0537 

Vz 2,5284 4,5280 0,9998 

HSPSO ϴ 0,9163 2,5841 1,0583 

Vz 2,0952 3,6075 1.0000 

 

As Figuras 6 e 7 apresentam uma comparação en-

tre as respostas em regime transitório. As imagens fo-

ram plotadas, separadas por saídas. 
 

 

Figura 6 – Resposta dos sistemas ao degrau do Ângulo Theta. 

 

Figura 7 – Resposta dos sistemas ao degrau para a Velocidade 

Vertical. 

Através dos dados apresentados na Tabela 6, é 

possível afirmar que a simulação realizada com o 

HSPSO apresentou melhor desempenho em compara-

ção com a simulação através de HS. Embora possuam 

valores aproximados, a simulação com a técnica hí-

brida claramente se mostrou superior, uma vez que os 

resultados do HSPSO se aproximam mais dos valores 

apresentados na Tabela 1. 

Devido a natureza estocástica do algoritmo de 

HS, principalmente pela Memória Harmônica gerada 

de maneira aleatória, cada execução apresenta resulta-

dos distintos. Dessa forma, os algoritmos foram sub-

metidos a uma série de 30 execuções. Os valores mé-

dios estão presentes na Tabela 7. 

 

Tabela 7. Análise da Convergência com HSPSO 

Algoritmo Erro Médio 

 𝑓(𝑄𝑅) 

Desvio Padrão 

 𝑓(𝑄𝑅) 

Tempo  

Médio (s) 

HS 0,6068 0,0557 34,6843 

HSPSO 0,4030 0,0192 23,0780 

 

Pode-se observar na sumarização de resultados 

apresentados na Tabela 7, que os algoritmos obtive-

ram valores aproximados. Embora aceitável, o HS 

apresentou pior um resultado, provavelmente por 

conta da definição empírica dos parâmetros. Já com a 

versão híbrida apresentada neste trabalho, houve uma 

melhora considerável nos resultados, em comparação 

com o HS. 

Devido ao número de iterações do algoritmo, o 

tempo médio excedeu 20 segundos, entretanto, é im-

portante considerar que a cada passo do algoritmo o 

sistema é simulado HMS vezes, para a obtenção dos 

parâmetros de resposta transitória e do erro em regime 

permanente. 

7   Conclusão 

A presente pesquisa apresentou uma implementação 

do Algoritmo de Busca Harmônica com o parâmetro 

PAR definido de maneira adaptativa por meio de Oti-
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mização por Enxame de Partículas, aplicado na deter-

minação das matrizes de ponderação do Regulador Li-

near Quadrático. 

Pôde-se confirmar que a busca das matrizes Q e 

R pode ser tratado como um problema de otimização, 

por conta da minimização do erro gerado entre os ín-

dices de desempenho do sistema. Foi testada a versão 

padrão do HS e o HSPSO, versão híbrida proposta. 

Constatou-se que, embora ambos algoritmos apresen-

taram bons resultados, o HSPSO se mostrou melhor 

em tempo de execução e convergência. 

Com base no exposto, é possível afirmar que a hi-

bridização dos algoritmos HS e PSO se tornou uma 

alternativa à busca automática das matrizes Q e R do 

LQR, e para problemas em geral, com a minimização 

dos esforços na definição de parâmetros por meios 

empíricos. 

Pretende-se como trabalho futuro implementar a 

abordagem robusta do controlador LQR, utilizando o 

Algoritmo de Busca Harmônica como meio de otimi-

zação dos processos empíricos de determinação de 

matrizes. 
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