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Abstract— The multiobjective System Identification searchs for solutions which considers, simultaneously,
the minimization of the prediction error and take into account other auxiliar information. In this sense, it is
common the use of a weighted sum of the objectives, producing different solutions for different weights. A still
not solved problem consists in how to generate a weights vector which produces significative solutions for the
pareto set composition. In this work, the relationship between the derivative of the function composed by the
weighted-sum of the objectives related to the weights is explored. The obtained results allows to keep the same
number of solutions, distributed uniformlly in the pareto set.

Keywords— NARMAX, Multiobjective System Identification, Optimization.

Resumo— A identifica¢do multiobjetivo procura obter solugdes que leve em conta simultaneamente a minimi-
zagao do erro de predigdo e alguma outra informagao auxiliar. Uma das técnicas utilizadas é a soma ponderada,
que produz diferentes solucdes para diferentes valores do peso. Um problema encontrada é como gerar um vetor
de pesos que produzam solugdes significativas para a composi¢do do conjunto Pareto-Otimo. Neste trabalho,
explora-se a relagdo entre a derivada da fungdo composta pela soma ponderada dos funcionais individuais em
relagao aos pesos envolvidos. O resultado obtido permite manter o mesmo nimero de solugoes, mas distribui-las

de modo mais uniforme no pareto.

Palavras-chave— NARMAX, Identificacdo Multiobjetivo de Sistemas, Otimizacao.

1 Introducgao

A TIdentificagdo de Sistemas é uma das ativida-
des mais antigas e relevantes da ciéncia. E a drea
do conhecimento que estuda maneiras de mode-
lar e analisar sistemas na tentativa de encontrar
algum padrao em observagoes (Aguirre, 2007; Bil-
lings, 2013). Define-se modelo como o conjunto de
hipéteses sobre a estrutura ou comportamento de
um sistema fisico. Um modelo é uma abstracao de
um sistema real expresso por meio de equagoes.

Na Engenharia, essas técnicas podem ser em-
pregadas na identificagao de varios sistemas, como
na identificagdo de aquecedores elétricos (Martins
et al., 2009), conversores CC-CC (Yang et al.,
2009), sistemas quimicos, e em outras 4reas, como
sistemas biolégicos, econémicos e outros ramos da
ciéncia.

A literatura estd repleta de técnicas de Iden-
tificacdo de Sistemas (Zhang and Billings, 2015;
Ayala et al., 2015; Bassi et al., 2015; Aguirre,
2014; Martins et al., 2013; Nepomuceno et al.,
2007; Johansen, 1996). Sao utilizadas vdrias re-
presentacoes matematicas e computacionais, en-
tre elas, podem ser citadas Redes Neurais, Lo-
gica Fuzzy, Modelos NARMAX (Nonlinear Au-
toRegressive Moving Average model with eXoge-
nous input) polinomiais, racionais e Modelo Ba-
seado em Individuos. A representaggo NARMAX
polinomial possui como pontos positivos o fato
de permitir, com relativa facilidade, a incorpora-
¢ao de informacoes que se tem a priori do sis-
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tema no modelo. Tais informagoes (pontos fixos,
curva e ganho estdtico, por exemplo) podem néo
estar contidas nos dados dinamicos. Sendo assim,
o acréscimo dessas informagoes pode acrescentar
qualidade no modelo, no que se refere a represen-
tatividade do sistema.

A partir de trabalhos de (Johansen, 1996) e
colaboradores, a area de identificacao de sistemas
comecou a se preocupar com a possibilidade de
utilizar informagoes auxiliares sobre o sistema e
nao apenas dados na identificagao de sistemas.
Dessa preocupagao, surge uma nova técnica, cha-
mada de Identificacao Multiobjetivo de Sistemas
(IMS) , que faz uso de técnicas de otimizagao mul-
tiobjetivo aplicadas a identificacao de sistemas.

Uma técnica escalar de otimizacao multiobje-
tivo é o método da soma ponderada. Nele, o pro-
blema original é transformado em um problema
de otimizagao escalar, composto pela soma pon-
derada dos objetivos, sendo que as ponderacgoes
associadas a cada peso quantificam a importancia
de cada funcdo objetivo naquele problema mono-
objetivo. Nesse caso, a combinagao de diferentes
valores de pesos gera um conjunto diferente de so-
lugoes eficientes.

Em (Nepomuceno et al., 2007) foi desenvol-
vido um meio de codificar informacoes auxiliares
de modo que as mesmas pudessem ser expressas
em forma de erro de estimacdo. Tal abordagem
permitiu a aplicacao de técnicas escalares de oti-
mizac¢ado multiobjetivo (método da soma ponde-
rada, por exemplo) na obtencao de parametros de
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modelos NARMAX polinomiais.

Contudo, na pratica, nao se pode garantir fa-
cilmente uma boa diversidade de solugoes do con-
junto Pareto-6timo, associada a distribuicao das
ponderacoes. Sendo assim, tem-se como foco o
presente desenvolvimento que propoe uma meto-
dologia para distribuicao dos valores de pondera-
¢oes, de modo a obter um conjunto de solugoes
Pareto-6timas o mais uniformemente distribuidas
possivel.

2 Conceitos preliminares

2.1 Modelos NARMAX

Modelos NARMAX descrevem sistemas nao-
lineares por meio de equagoes de diferenca, relaci-
onando a saida atual em combinacao das saidas e
entradas passadas. O modelo NARMAX polino-
mial pode ser representado por:

y(k) = Fly(k—1),--ylk —ny), (1)
u(k = 1), u(k —ny),
e(k—1),--- ,e(k —n.)] +=E(k),

em que y(k) é a saida, u(k) é a entrada exdgena, e
e(k) é o sinal de ruido. Z(k) representa o erro de
predicdo. ny , n, , € n. sao as ordens da saida, da
entrada exdgena e do ruido modelado por processo
de média mével, respectivamente. Neste trabalho,
F* ¢ restrita a funcdes polinomiais nao-lineares.
k=1,---,N,sendo N € Z" o ntimero de passos
discretos.

Podem ser destacadas grandes caracteristicas
deste tipo de representacao matematica, tal como
a baixa complexidade. Outra caracteristica, ex-
plorada neste trabalho, é a relativa facilidade de
se incorporar informacoes auxiliares no modelo,
bem como a facilidade na obtencdo de informa-
¢oOes analiticas do sistema por meio do modelo.

2.2 Identificacao Multiobjetivo de Sistemas

Pode-se compor uma fungao custo com a pon-
deracao de todas as fungoes objetivo que devem
ser minimizadas simultaneamente (Nepomuceno
et al., 2007):

Jo(0) = wiJy +wado + - Fwpdn,  (2)
sendo wy + ws + -+ + w, = 1, os pesos de cada
funcao custo, J1, Ja, - - - , J, sao os valores das fun-
¢oes custos referentes a cada objetivo, e J. o valor
da funcao custo composta. Uma forma direta de
se obter os pardmetros de um modelo NARMAX
polinomial (6*) que minimize a funcio descrita na
equagao 2 é dada por (Nepomuceno et al., 2007):

0* = arg min Z w;(v— GO)T (v — Gh) (3)

i=1

n -1 n
i=1 =1

)
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sendo n o nimero de objetivos a serem levados
em consideracao. Variando os valores de w;,i =
1,2,--- ,n, obtém-se a curva Pareto-Gtima (equa-
gao 3).

Uma vez ja codificadas as informacoes auxili-
ares por meio de fungées custo quadraticas, basta
aplicar o método da soma ponderada, por exem-
plo, e obter o conjunto Pareto-6timo. Contudo,
a distribuicao das solucoes ao longo da fronteira
Pareto nao tem uma relagao linear com a distri-
buicao dos pesos associados a cada objetivo.

3 Metodologia

3.1 Andlise do processo

Visando a identificagao multiobjetivo de um
modelo NARMAX polinomial, a fungdo mono-
objetivo, composta pela soma ponderada das fun-
¢oes custo estatico e dinamico, pode ser expressa
por:

J.=w1Jp +waJg, (4)

sendo wy +ws = 1. Desse modo, pode-se reescrever
a equagao 4 da forma:

J. = leD+(1—w1)JE (5)
J. = wl(JD*JE)JrJE.

Conjecturou-se poder haver correlagao entre
o vetor dado pela distancia euclideana entre dois
pontos consecutivos e a ponderagdo wi. A corre-
lagao cruzada entre essas duas grandezas pode ser
vista na Figura (1).

0.15 T T T
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— — Intervalo de confianca
01 — — Intervalo de confianga

Comelag#io cruzada

0.05

01

N I S SN N N N
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Figura 1: Correlagao cruzada entre a distancia de
dois pontos consecutivos e o vetor de ponderagoes.

Para aplicar a metodologia aqui proposta,
utilizou-se a massa de dados separada para identi-
ficacao, totalizando 1000 modelos sendo o vetor de
ponderagoes wy formado por 1000 valores, igual-
mente espagados entre zero e um. As linhas ponti-
lhadas em vermelho e verde mostram os intervalos
de confianga de 95%, ou seja, uma vez que a cor-
relagao cruzada entre a distancia de duas solugoes
do conjunto Pareto-6timo e o vetor ponderagao wy
estd compreendida nesse intervalo, pode-se garan-
tir com uma confianga de 95% que nao ha corre-
lagao entre os sinais.
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Figura 2: Parcelas da funcao mono-objetivo com-
posta.

As Figuras (2) e (3) foram construidas visando
encontrar algum padrao em observagoes, de modo
a relacionar a variagao do vetor peso com a diver-
sidade no conjunto Pareto-étimo.

g,

Figura 3: Funcao mono-objetivo composta.

Ao analisar a Figura (2), observa-se que a evo-
lugdo do gréfico sugere uma maior quantidade de
solugoes presentes para valores intermediarios de
wy. Para valores extremos de w; (w; — 0 ou
w1 — 1), observa-se que ha uma baixa densidade
de solugoes.

Ao analisar a Figura (3), evolugdo da fun-
¢ao objetivo composta, tem-se que o moédulo da
derivada da funcao composta em funcao do peso
w1 (si <) ¢é elevado em seus extremos (w; — 0 ou
w1 — 1), onde hé poucas solugdes, e praticamente
nula para valores intermedidrios. A derivada de
J. em funcdo de wy pode ser diretamente obtida
a partir da equagao (5) como sendo:

dJ.
dwl

= Jp— Jp. (6)

A partir dessas andlises fica claro que o nu-
mero de solugbes em uma dada regiao Pareto-
Otima esta diretamente relacionado com o médulo
da derivada da funcao composta, em funcao da
ponderagao. A Figura (4) apresenta o médulo da
derivada exata da fungao composta J¢, calculada
exatamente em cada ponto como a diferenca en-
tre os valores das fungoes individuais. Observa-se
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Figura 4: Derivada da fungao mono-objetivo com-
posta.

um aumento significativo do médulo nos extremos
(w; = 0 ouw; — 1), onde existe uma variacao ra-
pida de J¢.

3.2 O Método Proposto

A partir das andlises realizadas anteriormente,
pode-se concluir que a distribuigao de solugoes no
conjunto Pareto-6timo, bem como sua diversidade
estao diretamente relacionados com a derivada da
funcao custo composta Jp.

A principio, como todo procedimento de iden-
tificacao de sistemas, deve-se separar uma massa
de dados para identificagdo (obtencdo do modelo)
e outra para validagao.

Com a massa de dados de identificacao, deve-
se, por meio da técnica apresentada, estimar uma
fronteira Pareto-6tima com N pontos. A partir
dai, calcula-se (N — 1) pontos intermedidrios de
derivadas:

dfa; dfa;—;
dfa;  “@or t "@
S T 7 ™

dw1

sendo a um ponto na fronteira Pareto-6timo. O
ponto Cg;; é uma estimativa média da derivada,
utilizada para representar a regiao de pesos entre
wi—1 < wy < wip1. Assim, tem-se uma estimativa
da derivada média, um valor quantitativo repre-
sentativo da i-ésima regiao de ponderagoes.

A Figura (5) ilustra tal procedimento. Em
preto, encontram-se os valores de derivada cal-
culados para a massa de dados de identificagao,
ao passo que em vermelho se encontram os valo-
res médios estimados, responsaveis por represen-
tar uma faixa de valores especifica (w;—; < w; <
Wit1)-

Como ja discutido anteriormente, hd uma re-
lagao inversamente proporcional entre o médulo
da derivada e o nimero de solugoes eficientes na-
quela regiao. Quanto maior o nimero de pontos
da fronteira Pareto para os dados de identificagao,
menor serd o intervalo (w;—1 < w; < w;y1) e con-

sequentemente mais precisa serd a estimativa de
dfai
dw1 :
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Figura 5: Estimativa de derivada na i-ésima re-
giao.

Sendo assim, é intuitivo considerar que em re-
gides com valores elevados de Cfi’:i"' (wi1 <w; <
wi+1), deva haver um maior niimero de solugdes
associadas. Desse modo, define-se o nimero per-
centual de pontos da i-ésima regiao de pesos w;

(wi—1 < w; < w;y1) como sendo:

dfa;

NP (%) = round %dfa» . (8)

=1 dwl

em que round é o operador que arredonda a fra-
¢ao entre parénteses para o numero inteiro mais
proximo.

Suponha que se deseje uma fronteira Pareto-
6tima com 100 solugbes. Considere que o i-ésimo
ponto do vetor NP(%), correspondente & i-ésima
regiao (wi—1 < wy < wit1) tenha valor 14. Isso
sugere que 14% do ntimero de pontos (14 pontos,
nesse caso) deve ser distribuidos na regiao (w;—1 <
w1 < wjt1), por meio de uma distribuicdo, aqui
adotada linear, de wy.

3.8 FEstudo de caso

O sistema estudado foi um conversor CC-CC
Buck com dados estaticos e dinamicos exata-
mente iguais aqueles descritos em (Nepomuceno
et al., 2007). Foram considerados dados de iden-
tificagdo estéticos aqueles obtidos quando (0 <
@ < 4) e de validagdo aqueles obtidos quando
(4<u<8).

3.4  Comentdrios Acerca do Método Proposto

A aplicagao da técnica se d4 em problemas de oti-
mizagao multiobjetivo aplicados a determinagao
de parametros em modelos NARMAX polinomi-
ais. Para o caso, a composicao de uma fungao
custo pela combinacao linear das fungoes objeti-
vos individuais permite a existéncia, por constru-
cao, de Z‘T{i, independente do niimero de objetivos
considerados.

Para um problema com um maior nimero de
objetivos, acredita-se ser direta a expansao da téc-
nica. Assim como no problema bi-objetivo, hé
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uma menor densidade de solugoes em regides que
apresentam uma maior variagao da funcgao custo
composta, em médulo (médulo de gj : ), entende-
se que haverd uma menor densidade de solugoes
naquelas regioes em que a norma do vetor com-
posto pelas derivadas 37"? (i=1,---,N—1,sendo
N o niimero de objetivos) tiver seu valor elevado.

4 Resultados e Discussoes

A Figura (6) apresenta a correlagdo cruzada entre
o médulo da derivada de J., em funcao da distan-
cia entre dois pontos subsequentes. A linha con-
tinua (em azul) indica o valor da correlagao entre
os sinais e as linhas tracejadas (verde e vermelho)
os intervalos de confianca de 95%.

Correlagdo cruzada entre a distancia entre pontos e a derivada no ponto central

Correlagdo cruzada

Atrasos

Figura 6: Correlagao cruzada entre a derivada de
J. em fungao da distancia entre dois pontos sub-
sequentes.

Existe uma correlacdo clara (de valor unita-
rio) entre a variagdo da funcdo custo composta em
funcéo da variacao do peso em funcao da distan-
cia entre dois pontos subsequentes. Dessa forma,
ratifica-se a teoria proposta nesse trabalho em que
se considera haver uma relacao direta entre a dis-
tancia de pontos na fronteira Pareto-6timo com
a derivada da funcao objetivo composta naquela
regiao.

O valor da derivada e a consequente distri-
buigao de pontos proposta pela equagao (8) foram
aplicadas a massa de dados de identificagao. Uma
vez obtida, por meio de NP(%), a distribuicao
percentual de pontos, utilizou-se os dados de va-
lidagao para obter um conjunto de 100 solucoes
utilizando a abordagem aqui proposta. Foram ob-
tidos com propdsitos comparativos 100 solucoes
considerando 100 valores de w1, linearmente espa-
cados entre (0 < w; < 1). Os resultados podem
ser vistos nas Figuras (7) e (8).  Os resultados
obtidos considerando os dados de identificacao se
encontram nas Figuras (9) e (10).

Como pode ser visto, em ambas as massas
de dados (identificagao e validagdo), hd uma me-
lhor povoacao do conjunto Pareto-6timo em re-
gides extremas, quando uma das fungoes objetivo
tendem a ser minimizadas. Isso é de se esperar
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Figura 7: Conjunto de 100 solugoes Pareto-6timas
obtido por meio da técnica proposta. Dados de
validagao.
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Figura 8: Conjunto de 100 solugoes Pareto-6timas
obtido por variacao linear de w;. Dados de vali-
dagao.
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Figura 9: Conjunto de 100 solugoes Pareto-6timas
obtido por meio da técnica proposta. Dados de
identificagao.

uma vez que, de acordo com a Figura (4), hd uma
grande variagao, em moédulo, da funcao objetivo
composta (J.) em fungdo do peso wy nessa regido.
Dessa forma, o método proposto busca por um
maior nimero de solugoes nessas regioes onde a
derivada tem, em médulo, valores elevados.
Porém, como o niimero de solugoes é limitado,
ha uma perda de diversidade em regides centrais
do conjunto Pareto-6timo, quando comparada a
técnica com a distribuicao linear do peso wy.
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Figura 10: Conjunto de 100 solugoes Pareto-
6timas obtido por variagao linear de w;. Dados
de identificacao.
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Figura 11: Combinacao da distribuicao linear de
wj e da técnica proposta. Dados de identificagao.
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Figura 12: Combinacao da distribuicao linear de
w1y e da técnica proposta. Dados de validagao.

Uma vez que a técnica apresentada é efici-
ente em encontrar solugoes nos extremos da funcao
objetivo composta (solugoes 6timas individuais) e
que a distribuicao linear é eficiente em encontrar
solucoes intermedidrias, pode-se propor, como nas
Figuras (11) e (12), uma combinacao das duas téc-
nicas de modo a obter um conjunto Pareto-6timo
bem representativo. Dessa forma, pode-se propor
que 50% do nimero de pontos sejam distribuidos
via distribuicao linear e os outros 50% via técnica
aqui apresentada. Assim, pode-se obter um con-
junto representativo, bem distribuido, da fronteira
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Pareto-6timo do problema de otimizagao multiob-
jetivo.

5 Consideragoes Finais

O presente trabalho apresentou uma nova técnica
de distribuigao dos pesos w; em um problema de
otimizagao multiobjetivo solucionado pelo método
escalar da soma ponderada, visando obter um
conjunto de solugoes eficientes com maior repre-
sentatividade do conjunto Pareto-6timo original.
Como problema estudado, utilizou-se a codifica-
¢do originalmente apresentada em (Nepomuceno
et al., 2007) para estimagao de pardmetros de mo-
delos NARMAX polinomiais via abordagens mul-
tiobjetivo via método escalar da soma ponderada.

A técnica se baseia na relagdo entre o mé-
dulo da derivada da fungao composta pela soma
ponderada dos funcionais individuais e em sua re-
lacao com a distribuicao de solugoes ao longo da
fronteira Pareto-6timo. Pode-se, por meio de tal
técnica, obter um conjunto de solugoes em regioes
nao povoadas quando utilizada a distribuicao li-
near dos pesos associados aos objetivos (particu-
larmente em regides onde a ponderacao tende ou
a unidade ou a zero).

A técnica, aplicada nesse trabalho em um pro-
blema de otimizacao bi-objetivo, pode ser esten-
dida a um problema multiobjetivo, substituindo
o modulo da derivada pela norma do vetor com-
posto pelas derivadas da fungao composta em fun-
¢ao das ponderacgoes w;. Outro ponto é que, para
N objetivos, é necessario o célculo de N — 1 deri-
vadas, uma vez que um dos valores de peso pode
ser descrito em funcao dos demais.

Por fim, tem-se que a combinagao entre a téc-
nica apresentada e a distribuigao linear dos pesos
(50% das solugoes obtidas via distribuigao linear e
50% via técnica apresentada) fornece uma maior
diversidade de solucdes e uma boa representati-
vidade da fronteira Pareto-6tima do problema de
otimizagao multiobjetivo.
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