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Abstract— The multiobjective System Identification searchs for solutions which considers, simultaneously,
the minimization of the prediction error and take into account other auxiliar information. In this sense, it is
common the use of a weighted sum of the objectives, producing different solutions for different weights. A still
not solved problem consists in how to generate a weights vector which produces significative solutions for the
pareto set composition. In this work, the relationship between the derivative of the function composed by the
weighted-sum of the objectives related to the weights is explored. The obtained results allows to keep the same
number of solutions, distributed uniformlly in the pareto set.

Keywords— NARMAX, Multiobjective System Identification, Optimization.

Resumo— A identificação multiobjetivo procura obter soluções que leve em conta simultaneamente a minimi-
zação do erro de predição e alguma outra informação auxiliar. Uma das técnicas utilizadas é a soma ponderada,
que produz diferentes soluções para diferentes valores do peso. Um problema encontrada é como gerar um vetor
de pesos que produzam soluções significativas para a composição do conjunto Pareto-Ótimo. Neste trabalho,
explora-se a relação entre a derivada da função composta pela soma ponderada dos funcionais individuais em
relação aos pesos envolvidos. O resultado obtido permite manter o mesmo número de soluções, mas distribúı-las
de modo mais uniforme no pareto.
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1 Introdução

A Identificação de Sistemas é uma das ativida-
des mais antigas e relevantes da ciência. É a área
do conhecimento que estuda maneiras de mode-
lar e analisar sistemas na tentativa de encontrar
algum padrão em observações (Aguirre, 2007; Bil-
lings, 2013). Define-se modelo como o conjunto de
hipóteses sobre a estrutura ou comportamento de
um sistema f́ısico. Um modelo é uma abstração de
um sistema real expresso por meio de equações.

Na Engenharia, essas técnicas podem ser em-
pregadas na identificação de vários sistemas, como
na identificação de aquecedores elétricos (Martins
et al., 2009), conversores CC-CC (Yang et al.,
2009), sistemas qúımicos, e em outras áreas, como
sistemas biológicos, econômicos e outros ramos da
ciência.

A literatura está repleta de técnicas de Iden-
tificação de Sistemas (Zhang and Billings, 2015;
Ayala et al., 2015; Bassi et al., 2015; Aguirre,
2014; Martins et al., 2013; Nepomuceno et al.,
2007; Johansen, 1996). São utilizadas várias re-
presentações matemáticas e computacionais, en-
tre elas, podem ser citadas Redes Neurais, Ló-
gica Fuzzy, Modelos NARMAX (Nonlinear Au-
toRegressive Moving Average model with eXoge-
nous input) polinomiais, racionais e Modelo Ba-
seado em Indiv́ıduos. A representação NARMAX
polinomial possui como pontos positivos o fato
de permitir, com relativa facilidade, a incorpora-
ção de informações que se tem a priori do sis-

tema no modelo. Tais informações (pontos fixos,
curva e ganho estático, por exemplo) podem não
estar contidas nos dados dinâmicos. Sendo assim,
o acréscimo dessas informações pode acrescentar
qualidade no modelo, no que se refere à represen-
tatividade do sistema.

A partir de trabalhos de (Johansen, 1996) e
colaboradores, a área de identificação de sistemas
começou a se preocupar com a possibilidade de
utilizar informações auxiliares sobre o sistema e
não apenas dados na identificação de sistemas.
Dessa preocupação, surge uma nova técnica, cha-
mada de Identificação Multiobjetivo de Sistemas
(IMS) , que faz uso de técnicas de otimização mul-
tiobjetivo aplicadas à identificação de sistemas.

Uma técnica escalar de otimização multiobje-
tivo é o método da soma ponderada. Nele, o pro-
blema original é transformado em um problema
de otimização escalar, composto pela soma pon-
derada dos objetivos, sendo que as ponderações
associadas a cada peso quantificam a importância
de cada função objetivo naquele problema mono-
objetivo. Nesse caso, a combinação de diferentes
valores de pesos gera um conjunto diferente de so-
luções eficientes.

Em (Nepomuceno et al., 2007) foi desenvol-
vido um meio de codificar informações auxiliares
de modo que as mesmas pudessem ser expressas
em forma de erro de estimação. Tal abordagem
permitiu a aplicação de técnicas escalares de oti-
mização multiobjetivo (método da soma ponde-
rada, por exemplo) na obtenção de parâmetros de
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modelos NARMAX polinomiais.
Contudo, na prática, não se pode garantir fa-

cilmente uma boa diversidade de soluções do con-
junto Pareto-ótimo, associada à distribuição das
ponderações. Sendo assim, tem-se como foco o
presente desenvolvimento que propõe uma meto-
dologia para distribuição dos valores de pondera-
ções, de modo a obter um conjunto de soluções
Pareto-ótimas o mais uniformemente distribúıdas
posśıvel.

2 Conceitos preliminares

2.1 Modelos NARMAX

Modelos NARMAX descrevem sistemas não-
lineares por meio de equações de diferença, relaci-
onando a sáıda atual em combinação das sáıdas e
entradas passadas. O modelo NARMAX polino-
mial pode ser representado por:

y(k) = F `[y(k − 1), · · · , y(k − ny), (1)

u(k − 1), · · ·u(k − nu),

e(k − 1), · · · , e(k − ne)] + Ξ(k),

em que y(k) é a sáıda, u(k) é a entrada exógena, e
e(k) é o sinal de rúıdo. Ξ(k) representa o erro de
predição. ny , nu , e ne são as ordens da sáıda, da
entrada exógena e do rúıdo modelado por processo
de média móvel, respectivamente. Neste trabalho,
F ` é restrita a funções polinomiais não-lineares.
k = 1, · · · , N , sendo N ∈ Z+ o número de passos
discretos.

Podem ser destacadas grandes caracteŕısticas
deste tipo de representação matemática, tal como
a baixa complexidade. Outra caracteŕıstica, ex-
plorada neste trabalho, é a relativa facilidade de
se incorporar informações auxiliares no modelo,
bem como a facilidade na obtenção de informa-
ções anaĺıticas do sistema por meio do modelo.

2.2 Identificação Multiobjetivo de Sistemas

Pode-se compor uma função custo com a pon-
deração de todas as funções objetivo que devem
ser minimizadas simultaneamente (Nepomuceno
et al., 2007):

Jc(θ̂) = w1J1 + w2J2 + · · ·+ wnJn, (2)

sendo w1 + w2 + · · · + wn = 1, os pesos de cada
função custo, J1, J2, · · · , Jn são os valores das fun-
ções custos referentes a cada objetivo, e Jc o valor
da função custo composta. Uma forma direta de
se obter os parâmetros de um modelo NARMAX
polinomial (θ̂∗) que minimize a função descrita na
equação 2 é dada por (Nepomuceno et al., 2007):

θ̂∗ = arg min
n∑

i=1

wi(v −Gθ̂)T (v −Gθ̂) (3)

=

[
n∑

i=1

wiG
T
i Gi

]−1 [ n∑
i=1

wiG
T
i vi

]
,

sendo n o número de objetivos a serem levados
em consideração. Variando os valores de wi, i =
1, 2, · · · , n, obtém-se a curva Pareto-ótima (equa-
ção 3).

Uma vez já codificadas as informações auxili-
ares por meio de funções custo quadráticas, basta
aplicar o método da soma ponderada, por exem-
plo, e obter o conjunto Pareto-ótimo. Contudo,
a distribuição das soluções ao longo da fronteira
Pareto não tem uma relação linear com a distri-
buição dos pesos associados à cada objetivo.

3 Metodologia

3.1 Análise do processo

Visando a identificação multiobjetivo de um
modelo NARMAX polinomial, a função mono-
objetivo, composta pela soma ponderada das fun-
ções custo estático e dinâmico, pode ser expressa
por:

Jc = ω1JD + ω2JE , (4)

sendo ω1+ω2 = 1. Desse modo, pode-se reescrever
a equação 4 da forma:

Jc = ω1JD + (1− ω1)JE (5)

Jc = ω1(JD − JE) + JE .

Conjecturou-se poder haver correlação entre
o vetor dado pela distância euclideana entre dois
pontos consecutivos e a ponderação ω1. A corre-
lação cruzada entre essas duas grandezas pode ser
vista na Figura (1).

Figura 1: Correlação cruzada entre a distância de
dois pontos consecutivos e o vetor de ponderações.

Para aplicar a metodologia aqui proposta,
utilizou-se a massa de dados separada para identi-
ficação, totalizando 1000 modelos sendo o vetor de
ponderações ω1 formado por 1000 valores, igual-
mente espaçados entre zero e um. As linhas ponti-
lhadas em vermelho e verde mostram os intervalos
de confiança de 95%, ou seja, uma vez que a cor-
relação cruzada entre a distância de duas soluções
do conjunto Pareto-ótimo e o vetor ponderação ω1

está compreendida nesse intervalo, pode-se garan-
tir com uma confiança de 95% que não há corre-
lação entre os sinais.
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Figura 2: Parcelas da função mono-objetivo com-
posta.

As Figuras (2) e (3) foram constrúıdas visando
encontrar algum padrão em observações, de modo
a relacionar a variação do vetor peso com a diver-
sidade no conjunto Pareto-ótimo.

Figura 3: Função mono-objetivo composta.

Ao analisar a Figura (2), observa-se que a evo-
lução do gráfico sugere uma maior quantidade de
soluções presentes para valores intermediários de
ω1. Para valores extremos de ω1 (ω1 → 0 ou
ω1 → 1), observa-se que há uma baixa densidade
de soluções.

Ao analisar a Figura (3), evolução da fun-
ção objetivo composta, tem-se que o módulo da
derivada da função composta em função do peso
ω1 ( dJc

dω1
) é elevado em seus extremos (ω1 → 0 ou

ω1 → 1), onde há poucas soluções, e praticamente
nula para valores intermediários. A derivada de
Jc em função de ω1 pode ser diretamente obtida
a partir da equação (5) como sendo:

dJc
dω1

= JD − JE . (6)

A partir dessas análises fica claro que o nú-
mero de soluções em uma dada região Pareto-
ótima está diretamente relacionado com o módulo
da derivada da função composta, em função da
ponderação. A Figura (4) apresenta o módulo da
derivada exata da função composta JC , calculada
exatamente em cada ponto como a diferença en-
tre os valores das funções individuais. Observa-se

Figura 4: Derivada da função mono-objetivo com-
posta.

um aumento significativo do módulo nos extremos
(ω1 → 0 ou ω1 → 1), onde existe uma variação rá-
pida de JC .

3.2 O Método Proposto

A partir das análises realizadas anteriormente,
pôde-se concluir que a distribuição de soluções no
conjunto Pareto-ótimo, bem como sua diversidade
estão diretamente relacionados com a derivada da
função custo composta JD.

A prinćıpio, como todo procedimento de iden-
tificação de sistemas, deve-se separar uma massa
de dados para identificação (obtenção do modelo)
e outra para validação.

Com a massa de dados de identificação, deve-
se, por meio da técnica apresentada, estimar uma
fronteira Pareto-ótima com N pontos. A partir
dáı, calcula-se (N − 1) pontos intermediários de
derivadas:

dfai
dω1

=

dfai+1

dω1
+ dfai−i

dω1

2
, (7)

sendo a um ponto na fronteira Pareto-ótimo. O
ponto dfai

dω1
é uma estimativa média da derivada,

utilizada para representar a região de pesos entre
ωi−1 ≤ ω1 ≤ ωi+1. Assim, tem-se uma estimativa
da derivada média, um valor quantitativo repre-
sentativo da i-ésima região de ponderações.

A Figura (5) ilustra tal procedimento. Em
preto, encontram-se os valores de derivada cal-
culados para a massa de dados de identificação,
ao passo que em vermelho se encontram os valo-
res médios estimados, responsáveis por represen-
tar uma faixa de valores espećıfica (ωi−1 ≤ ω1 ≤
ωi+1).

Como já discutido anteriormente, há uma re-
lação inversamente proporcional entre o módulo
da derivada e o número de soluções eficientes na-
quela região. Quanto maior o número de pontos
da fronteira Pareto para os dados de identificação,
menor será o intervalo (ωi−1 ≤ ωi ≤ ωi+1) e con-
sequentemente mais precisa será a estimativa de
dfai

dω1
.

XXI Congresso Brasileiro de Automática - CBA2016 
UFES, Vitória - ES, 3 a 7 de outubro

ISSN 2525-8311 3111



Figura 5: Estimativa de derivada na i-ésima re-
gião.

Sendo assim, é intuitivo considerar que em re-
giões com valores elevados de dfai

dω1
(ωi−1 ≤ ωi ≤

ωi+1), deva haver um maior número de soluções
associadas. Desse modo, define-se o número per-
centual de pontos da i-ésima região de pesos ωi

(ωi−1 ≤ ωi ≤ ωi+1) como sendo:

NP (%) = round

(
dfai

dω1∑N−1
i=1

dfai

dω1

)
. (8)

em que round é o operador que arredonda a fra-
ção entre parênteses para o número inteiro mais
próximo.

Suponha que se deseje uma fronteira Pareto-
ótima com 100 soluções. Considere que o i-ésimo
ponto do vetor NP (%), correspondente à i-ésima
região (ωi−1 ≤ ω1 ≤ ωi+1) tenha valor 14. Isso
sugere que 14% do número de pontos (14 pontos,
nesse caso) deve ser distribúıdos na região (ωi−1 ≤
ω1 ≤ ωi+1), por meio de uma distribuição, aqui
adotada linear, de ω1.

3.3 Estudo de caso

O sistema estudado foi um conversor CC-CC
Buck com dados estáticos e dinâmicos exata-
mente iguais àqueles descritos em (Nepomuceno
et al., 2007). Foram considerados dados de iden-
tificação estáticos aqueles obtidos quando (0 ≤
ū ≤ 4) e de validação àqueles obtidos quando
(4 ≤ ū ≤ 8).

3.4 Comentários Acerca do Método Proposto

A aplicação da técnica se dá em problemas de oti-
mização multiobjetivo aplicados à determinação
de parâmetros em modelos NARMAX polinomi-
ais. Para o caso, a composição de uma função
custo pela combinação linear das funções objeti-
vos individuais permite a existência, por constru-
ção, de dJc

dω1
, independente do número de objetivos

considerados.
Para um problema com um maior número de

objetivos, acredita-se ser direta a expansão da téc-
nica. Assim como no problema bi-objetivo, há

uma menor densidade de soluções em regiões que
apresentam uma maior variação da função custo
composta, em módulo (módulo de dJc

dω1
), entende-

se que haverá uma menor densidade de soluções
naquelas regiões em que a norma do vetor com-
posto pelas derivadas dJc

dωi
(i = 1, · · · , N−1, sendo

N o número de objetivos) tiver seu valor elevado.

4 Resultados e Discussões

A Figura (6) apresenta a correlação cruzada entre
o módulo da derivada de Jc, em função da distân-
cia entre dois pontos subsequentes. A linha con-
tinua (em azul) indica o valor da correlação entre
os sinais e as linhas tracejadas (verde e vermelho)
os intervalos de confiança de 95%.

Figura 6: Correlação cruzada entre a derivada de
Jc em função da distância entre dois pontos sub-
sequentes.

Existe uma correlação clara (de valor unitá-
rio) entre a variação da função custo composta em
função da variação do peso em função da distân-
cia entre dois pontos subsequentes. Dessa forma,
ratifica-se a teoria proposta nesse trabalho em que
se considera haver uma relação direta entre a dis-
tância de pontos na fronteira Pareto-ótimo com
a derivada da função objetivo composta naquela
região.

O valor da derivada e a consequente distri-
buição de pontos proposta pela equação (8) foram
aplicadas à massa de dados de identificação. Uma
vez obtida, por meio de NP (%), a distribuição
percentual de pontos, utilizou-se os dados de va-
lidação para obter um conjunto de 100 soluções
utilizando a abordagem aqui proposta. Foram ob-
tidos com propósitos comparativos 100 soluções
considerando 100 valores de ω1, linearmente espa-
çados entre (0 ≤ ω1 ≤ 1). Os resultados podem
ser vistos nas Figuras (7) e (8). Os resultados
obtidos considerando os dados de identificação se
encontram nas Figuras (9) e (10).

Como pode ser visto, em ambas as massas
de dados (identificação e validação), há uma me-
lhor povoação do conjunto Pareto-ótimo em re-
giões extremas, quando uma das funções objetivo
tendem a ser minimizadas. Isso é de se esperar
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Figura 7: Conjunto de 100 soluções Pareto-ótimas
obtido por meio da técnica proposta. Dados de
validação.

Figura 8: Conjunto de 100 soluções Pareto-ótimas
obtido por variação linear de ω1. Dados de vali-
dação.

Figura 9: Conjunto de 100 soluções Pareto-ótimas
obtido por meio da técnica proposta. Dados de
identificação.

uma vez que, de acordo com a Figura (4), há uma
grande variação, em módulo, da função objetivo
composta (Jc) em função do peso ω1 nessa região.
Dessa forma, o método proposto busca por um
maior número de soluções nessas regiões onde a
derivada tem, em módulo, valores elevados.

Porém, como o número de soluções é limitado,
há uma perda de diversidade em regiões centrais
do conjunto Pareto-ótimo, quando comparada a
técnica com a distribuição linear do peso ω1.

Figura 10: Conjunto de 100 soluções Pareto-
ótimas obtido por variação linear de ω1. Dados
de identificação.

Figura 11: Combinação da distribuição linear de
ω1 e da técnica proposta. Dados de identificação.

Figura 12: Combinação da distribuição linear de
ω1 e da técnica proposta. Dados de validação.

Uma vez que a técnica apresentada é efici-
ente em encontrar soluções nos extremos da função
objetivo composta (soluções ótimas individuais) e
que a distribuição linear é eficiente em encontrar
soluções intermediárias, pode-se propor, como nas
Figuras (11) e (12), uma combinação das duas téc-
nicas de modo a obter um conjunto Pareto-ótimo
bem representativo. Dessa forma, pode-se propor
que 50% do número de pontos sejam distribúıdos
via distribuição linear e os outros 50% via técnica
aqui apresentada. Assim, pode-se obter um con-
junto representativo, bem distribúıdo, da fronteira
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Pareto-ótimo do problema de otimização multiob-
jetivo.

5 Considerações Finais

O presente trabalho apresentou uma nova técnica
de distribuição dos pesos ωi em um problema de
otimização multiobjetivo solucionado pelo método
escalar da soma ponderada, visando obter um
conjunto de soluções eficientes com maior repre-
sentatividade do conjunto Pareto-ótimo original.
Como problema estudado, utilizou-se a codifica-
ção originalmente apresentada em (Nepomuceno
et al., 2007) para estimação de parâmetros de mo-
delos NARMAX polinomiais via abordagens mul-
tiobjetivo via método escalar da soma ponderada.

A técnica se baseia na relação entre o mó-
dulo da derivada da função composta pela soma
ponderada dos funcionais individuais e em sua re-
lação com a distribuição de soluções ao longo da
fronteira Pareto-ótimo. Pôde-se, por meio de tal
técnica, obter um conjunto de soluções em regiões
não povoadas quando utilizada a distribuição li-
near dos pesos associados aos objetivos (particu-
larmente em regiões onde a ponderação tende ou
à unidade ou à zero).

A técnica, aplicada nesse trabalho em um pro-
blema de otimização bi-objetivo, pode ser esten-
dida à um problema multiobjetivo, substituindo
o módulo da derivada pela norma do vetor com-
posto pelas derivadas da função composta em fun-
ção das ponderações ωi. Outro ponto é que, para
N objetivos, é necessário o cálculo de N − 1 deri-
vadas, uma vez que um dos valores de peso pode
ser descrito em função dos demais.

Por fim, tem-se que a combinação entre a téc-
nica apresentada e a distribuição linear dos pesos
(50% das soluções obtidas via distribuição linear e
50% via técnica apresentada) fornece uma maior
diversidade de soluções e uma boa representati-
vidade da fronteira Pareto-ótima do problema de
otimização multiobjetivo.
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