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Abstract— This work involves the digital redesign of LTI (Linear time-invariant) systems with polytopic uncertainty, from a
continuous-time controller, which allocates the closed-loop poles in a given region of the left semi-plane. The uncertainty comes
from the continuous time system’s matrices and from the sampling time considered uncertain. The proposed condition involves
homogeneous polynomially parameter-dependent Lyapunov functions taken in a multi-simplex and becomes a LMI (Linear Matrix
Inequality) for fixed values of a scalar parameter. The discretization of continuous-time matrices is based on Taylor series expansion
with sufficiently large degree g, augmented by a term that represents the discretization residual. A numerical example illustrates
the proposed.

Keywords— Robust Control, Digital Redesign, Polytopic Uncertainty, Linear Matrices Inequalities.

Resumo— Este trabalho envolve o reprojeto digital (RD) de sistemas lineares e invariantes no tempo (do inglés, LTI - Linear
Time-invariant) com incerteza politGpica, a partir de um controlador a tempo continuo, que aloca os polos de malha fechada em
uma determinada regifio do semiplano esquerdo. A incerteza € oriunda das matrizes do sistema a tempo continuo e do tempo de
amostragem considerado incerto. A condi¢do proposta envolve fun¢des de Lyapunov homogéneas polinomialmente dependentes
de parametros, os quais pertencem a um dominio multi-simplex, e torna-se uma LMI (do inglés, Linear Matrix Inequalities) para
valores fixos de parametros escalares. A discretizagdo das matrizes a tempo continuo estd baseada na expansao em séries de Taylor
com um grau g suficientemente grande, adicionada de um termo que representa o residuo da discretizagdo. Um exemplo numérico

ilustra o exposto.

Palavras-chave— Controle Robusto, Reprojeto Digital, Incerteza Politdpica, Desigualdades Matriciais Lineares.

1 Introdugio

Buscando levar em consideracio as incertezas presen-
tes em sistemas fisicos, bem como incertezas oriun-
das do controle digital, este artigo propde uma estra-
tégia de reprojeto digital (RD) (Chang et al. (2002),
Lee et al. (2006), Kim et al. (2010) e referéncias)
baseada em desiqualdades matriciais lineares (LMIs)
para sistemas lineares invariantes no tempo na pre-
senca de incerteza politopica. As incertezas abordadas
aqui sdo oriundas das matrizes do sistema e do tempo
de amostragem, considerado incerto, porém limitado
em um intervalo (Kobayashi and Hiraishi (2013), Ve-
lasco et al. (2005)). Dessa forma, o sistema continuo
incerto original é convertido em um sistema a tempo
discreto com pardmetros pertencentes a um dominio
multi-simplex (Oliveira et al., 2008). A discretizacdo
das matrizes a tempo continuo estd baseada na expan-
sdo em séries de Taylor com um grau g suficiente-
mente grande, adicionada do residuo dessa discreti-
zacdo (Braga et al., 2014). A condi¢do a tempo dis-
creto proposta neste artigo objetiva a minimizacdo da
norma da distancia entre os polos de malha fechada
do sistema discretizado e os polos de malha fechada
do sistema a tempo continuo com um controlador pre-
viamente projetado. Adicionalmente, o controlador a
tempo discreto obtido garante, a partir de uma regifo
arbitraria S (Chilali and Gahinet, 1996) do semiplano
esquerdo e para um grau g de discretizacao suficiente-
mente grande, a alocag¢do dos polos de malha fechada
do sistema original a tempo continuo e do sistema dis-
cretizado. Foram usadas func¢des de Lyapunov homo-
géneas polinomialmente dependentes de pardmetros
(Oliveira and Peres, 2007).
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O restante do trabalho estd dividido da seguinte
forma: Secdo 2 introduz defini¢des e lemas prelimina-
res. Secdo 3 traz defini¢des para a discretizagdo siste-
matica via expansdo em séries de Taylor com parame-
tros pertencentes a um dominio multi-simplex. Secdo
4 apresenta os principais resultados do trabalho. Se-
¢do 5 traz um exemplo numérico. Segdo 6 encerra o
trabalho com comentarios finais.

1.1 Notagdo

He{M}: denota M + M; x : denota os elementos ou
blocos simétricos em relacdo a diagonal de uma matriz
simétrica; t = KT : onde T é o tempo de amostragem e
k € uma constante, tal que k € Z; N : denota o nimero
de vértices do politopo.

2 Preliminares
Sejam m simplexos unitdrios Ay;, j = l...m:

Nj

o; € RNj : ZO!,' =1,0; >0,Vie (1,...,Nj)
i=1
ey

Ay, =

J

e a definicao

Definicao 1 (Multi-simplex) Um multi-simplex A é o
produto cartesiano Ay, X ... X Ay, € RMNi+-+Nn) e
um niimero m de simplexos unitdrios.

. o ~ A
Com objetivo de simplificar a notacdo, define-se o =

A A
((X],...,(Xm), N=Ni+..4+Ny, CA:ANI X ... XANm.
Cada elemento do vetor de parimetros (¢, ..., 0,) €
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A representa os vetores de pardmetros dos m simple-
x0s unitarios. Dessa forma, ¢ = (Ocih...,a,-N,), i=
1...m. Para maiores detalhes sobre polindmios homo-
géneos com parametros pertencentes a um dominio
multi-simplex ver Oliveira et al. (2008)

Considere um sistema linear incerto a tempo con-
tinuo descrito por:

X(1) = E(ou)x(r) + F(ou)u(t), 2
em que E(o) € R e F(a) € R™*™_ Suponha

que as matrizes incertas E(a;) e F (o) pertencam ao
politopo Q dado por:

Ny
o= {(E.F)al(E.F) o) = ¥ (b))
f
3)
onde oy = (Qi1,...,01y,) ¢ um vetor de pardmetros

invariantes no tempo, que toma valores no simplex
unitdrio Ay, .

Adicionalmente, considere que o sinal de entrada
de (2) seja amostrado com periodo 7' (o) desconhe-
cido, porém limitado pelo intervalo [T T3], tal que

Ny

T(o) =Y oTi, 0o = (001,002) € Ayya. (4
i=1

Supondo um ZOH (do ingés, Zero Order Holder), a
evolugdo de x nos instantes k7' (o) é dada por:

x((k+1)T(02)) = A()x(KT () + B(@)u(KT (az)),
)

em que as matrizes incertas A(a) e B() sdo

A(a) _ eE((X[)T(OtZ)7 B(a) _ (/T(OQ) eE(al)vdv) F(al)
0

(6)

A partir da realimentag@o de estados u(z) = Lx(t),

em que L é um ganho continuo robusto que estabiliza
(2), considerando o sistema em malha fechada

x(t) = (E(on) + F (o) L)x(1), ()

pode-se definir a seguinte matriz de malha fechada a
tempo discreto

Ag(o) = e Ela)+F(a)L)T () 8)

O objetivo deste artigo €, a partir de um ganho ro-
busto L a tempo continuo, o qual aloca os polos de (7)
em uma regido S(7,€,60), conforme as LMIs descri-
tas em Chilali and Gahinet (1996), propor, com base
na lei de controle constante por partes u(k7 (o)) =
Kx(kT(a)), um ganho robusto K a tempo discreto,
que estabiliza (2) e (5), preservando limites a0 ma-
ximo sobressinal, ao tempo de subida e ao tempo de
acomodacd@o. A proposi¢do do ganho K foi baseada
nos resultados envolvendo reprojeto digital apresenta-
dos em Chang et al. (2002) e Braga et al. (2015).

O lema a seguir foi usado para a elaboragdo das
condicdes baseadas em LMIs propostas neste artigo.
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Lema 1 (Lema da Projecdo) (Gahinet and Apka-
rian, 1994) Dada uma matrix H = HT € R™"™ ¢ duas
matrizes V e U com m colunas, considere o problema
de encontrar uma matriz X de dimensées compativeis,
tal que:

H+VTXTu+UTxv <o. )

Denotam-se por Ny e Ny as matrizes cujas colunas
formam as bases do espago nulo de U e V, respec-
tivamente. Entdo (9) é factivel em termos de X se e
somente se

NYHNy <0 e NJHNy < 0. (10)

3 Sistemas LTI discretizados via expansao em
séries de Taylor com tempo de amostragem
incerto

As matrizes incertas A(a), B(a) e Ay (o), descri-
tas em (6) e (8), foram reescritas de acordo com os
polindmios matriciais homogéneos Al!(a), BlSl(at) e
A£§] (o), formados pela aproximagio em séries de Tay-
lor de ordem g, g € IN2, adicionados do residuo dessa
aproximacao (Braga et al., 2014), conforme a seguir:

A(a) = Alsl(a) + AAll (), B(a) = B () + ABIE) («),

(1)
Aa(ar) = Al () + A48 (), (12)
onde
Al(a) = ¥ (o) E9 T (),
n=0 :
By = ¥ m(e) 2 T F (o), (13)
n=1 :

Ag] (a) = ion(a) (E(al)tﬁ(al)l‘)n T()",

—n

Ny 2 g—n .
para z(a) = <2 (xli) (): ocz,-> . Os erros da aproxima-
i=1 i=1

¢do sdo, portanto:

8l (@) = eEle)T (@) _ Alel (),
&l () <f07(0‘2) eE(om)SdS) F(ay)— Bl (a)
”’](a) — o(E(a)+F ()T (02) _ALA]’] ().

cl

EgE

(14)
A partir de (5) e das matrizes definidas em (13) e
(14), tem-se o modelo:

*((k+ 1T (02)) = (A5 (0) + A4 (@)x(KT (e2)) (15)
(B (@) + ABE) (@) )u(KT (00)).

Haja vista que o produto de matrizes ndo é comu-
tativo, os célculos a partir de (13) podem ser sistema-
tizados a partir das seguintes defini¢des:

e Conjunto #,(N,g): formado em ordem lexi-
cogrédfica pelo produto cartesiano das N-uplas
(k11~~~k1N1)j1 yeeey (kmlmkmNm)jma ji = 1...JNI., =
1,...,m, dos m simplexos unitdrios, sujeitos a
restrigdo kj; + ... + kiy; = g;, dado o grau
g=(g1,-,8m), &g € N"™. A cardinalidade de
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Fm(N,g) é o produto da cardinalidade dos m
simplexos, J = Jy, X, ..., XJy,,, onde:

(Ni+gi—1)! |
Jy=—-—"—"—i=1,..m 16
N; gl'<M_ 1)' , 1 9 ,m ( )
Define-se k £ (ki1...kin, k1. kmn,,) €
Fm(N,g).

o Conjunto R(kii...k;y,): formado a partir das N-
uplas dos simplexos unititios A;, i = 1,....m
Dessa forma, seus elementos sdo os conjun-
tos (com cardinalidade maior ou igual a 1) de
todas as g-uplas possiveis, (r“...rig)(qj), qj =
1...Qj, V] = 1""]Ni’ i= 1,...,m

gi!

0= (kir - ey 1)

a7

correspondentes as permutagdes com repeticao
de cada N-upla (kji..kiy;)j, j=1.Jn, i =
1,....m.

Da mesma forma que %,(N,g), considere
o conjunto #',(N,d), formado pelas N-uplas,
(k/ll-"k/lN] ...k/ml...k’mNm)/j,j/ = 1,...,J/, tal que d €
N, d < g. Serfo definidos a seguir os conjuntos & e
T e o coeficiente escalar €.

e Conjunto  Z(d): ¢ obtido a par
tir do resultado da seguinte operagdo:
(1o liny bt b)) = (kr1eekan, Kt oKy, ) —
(K11 K 1Ny K 1K ) 7, onde, paracada j =
1...J, faz-se j/ = 1...J’. A subtracdo € realizada
elemento a elemento e as N-uplas com elementos
negativos sdo descartadas. Definindo L; como o
nimero de elementos de cada subconjunto for-
mado para cada j = 1...J, entdo a cardinalidade
do conjunto & (d) é

™o

L=YL; (18)

1

J

Deﬁne-seLé(lll...lwl...l mNm) LGEZ( )

o Conjunto 7 (Ij;...Iiv;): € constituido pelas N-
uplas (Fi1...Fin, ), Fij. j = 1...N;, i =1...m, as quais
sdo resultado da seguinte operacdo, para [;; > 0:

rij=1, fin—j =0, (19)

de forma que o subindice iN; — j indica todos
os N; componentes de (7;i...7;), exceto j. A
cardinalidade do conjunto I (I;;...I;y;) é R;, com
R; € [0 Ni].

e Coeficiente 6y

(l] 1 ...l]Nl lm]
¢ definido por:

A partir das N-uplas
wdmn,) € Z(d), o coeficiente Gy

(@)

Ga= "4

; (20)
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onde d € N, d < g, k' € Z'n(N,d), kK'! =
kll 1- k/lN 1 krlnl k;nN

Defini¢des complementares acerca do exposto
acima podem ser obtidas em Braga et al. (2014).

e Conjunto #(riy...rig): formado a partir das
g-uplas do conjunto #(.), conforme as matri-
zes E(al),F(al)L sdo associadas aos indices
(ri1...r1g) a partir de arranjos com repetigdo.
Dessa forma, define-se como elemento de #, as
g-uplas (fy,...hy,, )y, y = 1...Y;, onde ¥, = 25.

Para exemplificar, considere a g-upla (221), entdo em
ordem lexicogréfica:

 (221) = {(E2ExEY), (E2E2FIL), (Eo P LE ), (Ex FoLF L),
(RLEE),(RLEYFIL), (RLRLE)),(RLRLFL)},

onde Y = 23.

Com base nas definicdes acima, os polindmios
matricias homogéneos em (13) podem entdo ser rees-
critos. Param =2 e dado que T € [T1, T»] é um escalar
e, portanto, comuta, tem-se:

ki kot ko g
Aldl(a) = Zalil oy, o 0‘§2< by

~(0.0)

L 1 (-l Tk
Lzllzﬂlzz (rllzr]&)](g(g ") 1 T2 Ep,.. Erlg )
onde g < ]Nm, n < ]Nm, (111...111\/1 121122) S
%nl(N7g) - ‘%t;l(Nag - n) € (r11-~-r1g) S
9?(111...[11\11), (rgl...rzg) S 99(121122). Substituindo a
expressdo no interior do parénteses por &, obtem-se

kg
Aldl(a) =Y o ety @1
ky

Da mesma forma para a matriz de controle, tem-se:

ks . (r”"'FINl )R
[A’](a) =Y« Z Z Lyt v/zz X
ki n=(1,1) rn..-FlNl),

(ri1-.rig)
Z %(8 ") ZZITIZZEVH Erls'Fl>7
(r11--r1g),

onde (l1..linyhila) € Hw(N,g) — Hpu(N,g — n),
(r“...rlg) c %((111...111\/1) — (f“...r_‘lNl)), (r21...r23) S
R(l11) . O subindice i representa o termo na N-upla
(F11y...,71N1) para o qual 7; = 1, i = 1...N; (19).
Substituindo a expressdo no interior do parénteses por
9B, tem se:

B¥(a) =Y o*%y. (22)
Para a matriz de malha fechada a tempo continuo

8] k11 1N1 ka1 ko 8 1
A (o) = Z o N, Go1 @) L oy
n=(0,0)

L,_(rll ’lg)Q Y I I
LT L ey hn) T )

Li (ri1...rig), ¥y=
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onde L € #(N,g) — H'(N,g —n), (ri1..rig) €
%(111...111\/1) € (hr11-~-hr1g) S Z,’(rn...rlg). Substi-
tuindo a expressao no interior do parénteses por & ik

All(q Z okl . (23)

ky

Finalmente, a partir de (14) os limites para os er-
ros de discretizagdo sdo dados pelo vetor (6,4, 0p,6.),
tal que 6, > [|aa¥ (@), 65 > |[ABE ()|, ¢ 6 > HAAEA (a)|2 ,
Yo € A, e podem ser obtidos pela solucio dos seguin-
tes problemas de otimizaco:

o 2 maxHAA[g )H o 2 maxHABg] )Hf (24)

A [e]
o gt
Uma aproximagdo para (64,03,6,;) pode ser obtida
por uma busca (N + 2)-dimensional no espaco de pa-
rametros do multi-simplex A, feita offline.

4 Resultados principais

Nesta secdo sdo apresentadas condi¢des LMIs para a
sintese de um controlador robusto a tempo discreto,
via RD.

Teorema 1 Considere a dupla de graus idénticos
g € IN?, as matrizes simétricas definidas positivas
P € R Wy € R k € #(N,q), uma ma-
triz G € R™*"™ ¢ uma matriz Z € RMw>x, escala—
res positivos Ay,...,As, & = (M OA—HLZBB)I [
(13 9§+7L40§+7L5 0, )I, a dupla de graus de rela-
xagdo de Pélya idénticos p € IN?, a dupla de graus de
discretizagdo idénticos g € N?, m = max{q+p,g+
p}, um disco arbitrdario D(c,r) centrado em ¢+ jO e
com raio r, onde |c| +r < 1, um dado pardmetro es-
calar & € (—r,r), e as condi¢bes LMIs em (26), (27) e
(28)

LL I—L
Pr=YCPL>0 , Wy =Y C,W_ >0
Ly L

LeF(N.p+q)—H'2(N.p) LEFK(N,p+q)—F'2(N,p)
vk € 2 (N,p+4q),

(26)

12 L, 1?2 >
My = (”HZ)M—FE( mg)) M+27k. Ci <o
LeF (N,m)—Fs(Nym—g)  LEFK(N,m)—Far(N,m—q)
Yk € #>(N,m),
(27)
onde
&G EZT EGT
* —-G-GT Zz G
M= * * —Al 0 ’
* * * —MI
éHe{dLG— .dLG— 0 0
cG+B Z} cG+BL
M= * 0 0 0|,
* * 0 0
* * * 0
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M= diag(—rzg’L,@L,O,O),
2 L, D 2 L, — 2
Q = O?k:) Q‘|‘§ (« ]k'g)!) Q+I_Z (« H;!‘I)D 0 <0
1 1
LeH (N,m)—Fr(Nym—g)  LEHK(N,m)—Fa(N,m—q)
Vk € #>(N,m),
(28)
onde
—He{G} 0 7z 6T a7
* (-72+¥)1 0 0 0
Q = * * 7),41 0 0
* * * -l 0
* * * * —AsI
T
AL G—

0 < A G—BLL ) 0 0 O

A | = 0 0 0 O
Q= * * o0 0]’

* * * 0 0

* * * x 0

Q = diag(%/L,O,O,O,O).

Com base nas defini¢des acima e adotando p =
Y2, tem-se o seguinte problema de otimizacdo

min
Wi, Pi,GZ,A . A5 {P}

29
sa: (26), Vk € Z>(N,q+p) =
(27),(28), Yk € H>(N,m),

Dessa forma, para c e r arbitrdrios, o ganho robusto
K = ZG~! assegura que a trajetéria dos estados do
sistema incerto discreto (15) seja tdo proxima quanto
possivel da trajetoria do sistema continuo (7). Adicio-
nalmente, para um grau g suficientemente grande, as-
segura a alocagdo robusta dos polos de malha fechada
de (15) no interior do disco D e a alocagdo dos polos
de malha fechada de (2) em uma regido S(7,€,0) de-
finida previamente.
Prova: Reescreve-se (26) como

Ny

(Y aui)? Z ot;)P Pl Zak“. .ocf,l\q‘ océ‘f' aé‘%z(%k,

i=1

onde k € F>(N,p+ q) e uma vez que Py >0V k €

Fs>(N,p+q), entdo P4 (o) >0V o € A.
Multiplicando-se (27) por a¥, somando-se Yk €

H>(N,m) obtem-se uma LMI robusta, ou seja, de-

pendente de pardmetros. Em seguida, a partir das

expressoes de Al8)(at), B8 (a) em (21) e (22), define-

se a matriz de malha fechada A(o) £ Al8l(a) — I +
Bll(a)ZG ™" e escolhem-se as matrizes:
H = diag((E - r*P (a)),P9 (), ~ A2, — A1), (30)
Ala) 17 I 0 0
- | AT(a) KT I
U= K 3 NU - 0 I 0 ’ (31)
1 0 0 1
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e
er 1’ I 0 0
| I T
V= 0 ) NV - 0 I 0 ) (32)
0 0 0 1

entdo, (27) pode ser reescrita em termos de (9). A
prova da suficiéncia de (27) segue abaixo via o Lema
1. Dessa forma, para a primeira condi¢cdo em (10),
tem-se

E—rzP[q](Oc)
<+52P[ql<a>) o0

0 I 0
0 0 Ml

<0. (33)

Dado que Pl4(at) > 0 e E > 0 e a partir do termo
na posicao (1,1), onde P4 (o)(r*I — E2I) — E1 > 0,
entdo |&| <r.

A partir da segunda condigcdo em (10), a prova
segue o exposto em Braga et al. (2014). Seguindo a
referéncia, chega-se a:

2Pl (a)  (A(at) —cl 4+ B(a)K) P9 (ar)
>0,

* Pl (a)

(34
a qual assegura, Voo € A, a D(c,r)-estabilidade de (5)
e(15).

Para a prova da suficiéncia de (28), considera-
se U =1 e multiplica-se (28) por af e soma-se
Vk € Ho(N,72). Em seguida, a partir das expres-
soes de Algl(a), B¥(ax) e Al[f’;](a) em (21), (22) e
(23), define-se a matriz de malha fechada A(a) =
Alsl(a) + Bl (o) ZG ! e escolhem-se as matrizes:

H= dlag(W[q](a)? _72 +l}l7 _1’47 _)‘37 _2’5)7 (35)

—1 GT 7
(4% @) - () 0
1 0

I (U

( [g] T or T
A (oc)fA(oc)> KT 1 1
1 0 0 0

Ny = 0 I 0 0 (37

0 0 I 0

0 0 0 I |

Dessa forma, (28) pode ser reescrita como H +
VIXT + XV <0. A partir da condigdo NYHNy < 0 e
seguindo as manipulacdes descritas em Braga et al.
(2015), chega-se a

wld (o) *

(Ag (@) —A(a) — B(a)K)Wl) () 121 >0. (38)

A minimiza¢do de 'y sujeita a (38) assegura que a dife-
renga entre a dindmica de (7) e (15) seja minimizada
(Chang et al., 2002).0

Observacio 1: Para valores de = muito elevados, é
improvével achar Pl (a) que satisfaca (33).
Observacao 2: Parac=0e r =1, (34) retorna a con-
dicdo proposta em Braga et al. (2014).
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5 Experimentos Numéricos

Considere uma versao adaptada do modelo apresen-
tado em Leandro et al. (2015), o qual representa dois
carros unidos por uma mola:

0 0 | 0
0 0 1
Em) = -n/1,15 /1,15 —11,41 0
n/0,54 —n/0,54 0 407
F=[0 0 1,72 0], (40)

onde 1 = [135 270]. Os quatro estados do modelo
sd0 a posicao e velocidade do carro ativo e do carro
passivo.

Suponha um tempo de amostragem incerto, po-
rém pertencente ao intervalo 7 = [0,01 0,03]. Projeta-
se um ganho a tempo continuo L, alocando os po-
los de malha fechada de (2) na regido S(7,€,0) =
5(0,2,60°). Dessa forma, obtem-se:

L=[-756,55 700,51 — 34,13 25,02).

Em seguida, s@o determinados os residuos para
um grau g = (5,5) de discretizagéo, de acordo com
(24) e (25): B4 =7,9x 1073, 05 =1,4789x 1077 ¢
6, =0,1933.

Buscando relacionar £ € o maximo erro
Omax, VO € A, entre a trajetéria de x em (7), definida
como x., e a trajetéria de x em (15), definida como x4,
define-se:

Ciax = max [Z (/000 |, (£) = x4, (t)‘dt)] . (@1

aEA i=1

A partir da condi¢do em (29) e de (41), observa-
se que valores de ¢ e r convenientemente escolhidos
resultam em menores valores para Omax € a condicio
¢ factivel para um maior nimero de valores do para-
metro . Como exemplo, para p = (0,0), g = (1,1),
E=-0,9, ¢c=0¢er=1 obtem-se Opa = 0,0136.
Para os mesmos valores de p, ¢, ¢, r e considerando
& = —0,8, a condi¢do ndo € factivel. Considerando
agora p = (0,0), ¢ = (1,1), £ = —0,9, c = 0,04 e
r = 0,96, obtem-se Oyx = 0,0115. Para os mesmos
valores de p, g, ¢, r e considerando & = —0, 8, obtem-
se Omax = 0,0076.

As Figuras 1, 2 e 3 ilustram o exposto até aqui
para p=(0,0),¢g=(1,1),£ =-0,8,c=0,0der=
0,96 e o ganho obtido:

K =[-389,43 345,26 —21,20 13,01],

o qual assegura a alocag@o dos polos de malha fechada
de (2) e (15), bem como assegura que a trajetéria dos
estados de (15) seja tdo proxima quanto possivel da
trajetoria dos estados de (7).

Menores valores de Opax também sido obtidos
quando aumenta-se o grau de discretizacdo g € IN™.
A Tabela 1 ilustra o exposto conforme os graus de dis-
cretizagdo (5,5) e (6,6). Cabe mencionar que incre-
mentos no grau g requerem a realizagdo de nova busca
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Figura 1 Condi¢do inicial: [-0,2 —0,2 0 O] e a;; =
0,7, o1p =0,3, ap; =0,1; app =0,9. e: trajet(’)ria
do primeiro estado de (15); —: trajetoria do primeiro
estado de (7).
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Figura 2 Sec¢do do circulo unitdrio. e: polos de ma-
lha fechada de (15). o: vértices do politopo; +: po-
los de malha fechada de (8). : vértices do poli-
topo; —: limites da regido interna ao circulo unitario
formada pelo mapeamento z = ¢*’! a partir da regido
$(0,2,60°).
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Figura 3 Se¢do do semiplano esquerdo. e: polos de
malha fechada de (2); OJ : vértices do politopo; —: li-
mites da regido S(0,2,60°).

Tabela 1 Valores de 0y, para & arbitrarios, onde p =
(0,0),g=(1,1),c=0,0d e r=0,96.

y [E=-09][E=-08]E=-07

Omarg—(5.5) 00115 | 00076 | 0,207

Omare—(6.6) 00069 | 00173 | 00214

ISSN 2525-8311

(N + 2)-dimencional, conforme descrito em (24) e
(25).

Adicionalmente e da mesma forma, a relaxacio
p e o grau g permitem maior flexibilidade combinados
com valores de £&. Como exemplo, para g = (6,6), g =
(1,1), p=1(0,0), £ =0, c=0, er=1, (29) ndo é
factivel considerando a regido S(0,2,55°). Entretanto,
é factivel para g = (6,6), ¢ = (2,2), p=(2,2), & =
0, c=0, e r=1. Nesse casso 0 erro maximo € Opax =
0,202. Ap6s uma busca nos valores de &, obtem-se o
€rro maximo Opax = 0,0145 para & = —0,7.

6 Conclusoes

Neste artigo foi proposta uma condicdo baseada em
reprojeto digital, que garante a estabilidade e aloca-
¢do robusta dos polos do sistema a tempo continuo
e a tempo discreto diante de incerteza nas matrizes a
tempo continuo e no tempo de amostragem. Os esca-
lares ¢ e r s@o parametros de projeto e sua escolha no
contexto dos parAmetros p, ¢, g, € & precisa ser me-
lIhor estudada. Os resultados mostraram que o ganho
obtido para um grau de discretizag¢@o suficientemente
grande, aliado a escolha adequada daqueles parime-
tros, permite a alocagdo dos polos de malha fechada
a tempo continuo e a tempo discreto em uma regiao
S arbitraria. Adicionalmente, os resultados sugerem
a possibilidade de obter respostas transitérias a tempo
discreto mais préximas do sistema continuo original
com graus de liberdade extras.
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