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Abstract— Trajectory tracking experiments carried out with a small ship are presented. Feedback lineariza-

tion was chosen to transform the nonlinear ship dynamics into a linear system. Variable structure control was

adopted due to its robustness to parametric uncertainties and disturbances. The dynamic model of the ship is

also presented to allow the design of the control system. The position and orientation of the ship are measured

by an accurate image capture system Vicon MX.
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Resumo— Neste artigo são apresentados experimentos de rastreamento de trajetória realizados por uma pe-

quena embarcação de superf́ıcie. A linearização por realimentação foi escolhida para transformar a dinâmica

não-linear da embarcação em um sistema linear. O controle a estrutura variável foi adotado por ser insenśıvel

a incertezas paramétricas e perturbações. A modelagem da dinâmica do barco é desenvolvida para projetar o

sistema de controle. A posição e a orientação do barco são medidas por um sistema de captura de imagens de

precisão Vicon MX.

Palavras-chave— Embarcação de superf́ıcie, Rastreamento de trajetória, Controle a estrutura variável, Line-

arização por realimentação.

1 Introdução

O interesse em um sistema global de observação
dos mares, rios e lagos têm estimulado um pro-
gresso considerável na área de embarcações de su-
perf́ıcie não tripuladas (unmanned surface vessels
— USVs). Como os sistemas de navegação e po-
sicionamento global tornaram-se mais compactos,
efetivos e acesśıveis, os USVs se tornaram mais
eficientes. Além disso, as redes sem fio de longo
alcance também contribúıram para o crescimento
das aplicações dos USVs (Manley, 2008). Algumas
aplicações são a busca submarina e o mapeamento
do solo marinho, que podem ser realizados com o
aux́ılio de câmeras subaquáticas e sonares.

Tendo em vista as tarefas dos USVs, este ar-
tigo aborda o rastreamento de trajetórias. Para
isto foram utilizados a linearização por reali-
mentação e o controle a estrutura variável. A
linearização por realimentação cancela as não-
linearidades do sistema a fim de transformá-lo em
um sistema linear, mais fácil de controlar. É muito
utilizada em manipuladores robóticos, área que a
denomina torque computado (Craig, 2013).

O controle a estrutura variável torna o sis-
tema insenśıvel a incertezas em parâmetros e re-
jeita completamente perturbações (Young et al.,
1999; Cheng et al., 2007). Yang et al. (2014) e
Liu et al. (2015) apresentaram o rastreamento de
trajetórias para embarcações de superf́ıcie, porém
apenas simulações foram realizadas. Poucos tra-
balhos apresentam resultados experimentais. Ash-
rafiuon et al. (2008) realizaram experimentos com
uma embarcação, porém com um sistema de visão

pouco preciso.

Aqui foram realizados experimentos com um
pequeno barco numa piscina. Sua posição foi me-
dida por um sistema visual muito preciso, ade-
quado à realização de algoritmos de controle de
alto desempenho. Este se mostrou vantajoso, já
que o controle a estrutura variável teria pouca
vantagem com sistemas de medição imprecisos.

2 Modelagem dinâmica de embarcações

Para o desenvolvimento do controle de embarca-
ções é necessário analisar suas caracteŕısticas di-
nâmicas. Para isto, são definidos os sistemas de
coordenadas mostrados na Figura 1. O sistema es-
tacionário é representado por xeOeye. O sistema
de coordenadas móvel, fixo no barco, é represen-
tado por xbObyb. O ângulo de rumo é represen-
tado por ψ. Nessa figura, também são mostrados
os propulsores P1, P2 e P3. Os vetores RP2

e RP3

representam as posições dos propulsores P2 e P3

no sistema de coordenadas móvel.

2.1 Modelo para três graus de liberdade

A embarcação considerada se movimenta na su-
perf́ıcie da água (eixos xb e yb) além de rotacio-
nar em torno do eixo vertical zb. Assume-se que
seu balanço e movimento vertical são despreźıveis,
assim o movimento se faz em três graus de liber-
dade. Neste caso, as equações dinâmicas genéricas
de um véıculo marinho podem ser representadas
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Figura 1: Vista superior da embarcação, disposi-
ção dos propulsores e os sistemas de coordenadas.

por (Fossen, 2002, Caṕıtulo 2 e Seção 3.5.1):

Mν̇ + C(ν)ν +D(ν)ν = τ + w , (1)

η̇ = J(η)ν , (2)

nas quais:

M é a matriz de inércia e massas adicionais;

C(ν) é a matriz Coriolis-centŕıpeta;

D(ν) é a matriz de amortecimento;

ν := [u, v, r]T é o vetor da velocidade generali-
zada representado no sistema de coordenadas
móvel;

τ := [X,Y,N ]T é o vetor da força generalizada
gerada pelos propulsores representado no sis-
tema de coordenadas móvel;

η := [x, y, ψ]T é o vetor de posição generalizada,
no qual x e y são as coordenadas da origem
Ob representadas no sistema estacionário;

w é o vetor de perturbações ambientais (ventos,
ondas e correntezas).

A Tabela 1 mostra a notação naval para for-
ças, momentos e velocidades (SNAME, 1950).

Tabela 1: Notação para embarcações.

Descrição Força Velocidade

Translação no eixo xb X u

Translação no eixo yb Y v

Rotação em torno do eixo zb N r

A matriz Jacobiana que transforma os vetores
do sistema de coordenadas móvel para o sistema
de coordenadas estacionário (vide (2)) é

J(η) =





cosψ − senψ 0
senψ cosψ 0

0 0 1



 . (3)

Os parâmetros do barco estão dispońıveis em
(Sokal et al., 2011).

2.2 Modelo dos propulsores

A força gerada por cada propulsor é dada por

FPi
= α∗

i (Ui)Ui|Ui| , α∗

i (Ui) =

{

α+
i , se Ui> 0

α−

i , se Ui< 0
,

(4)
na qual α+

i e α−

i são os coeficientes de empuxo das
hélices nos sentidos direto e reverso, respectiva-
mente, e Ui é o comando de velocidade de rotação
do i-ésimo propulsor em p.u. (Cunha et al., 2000).
A força generalizada dos propulsores é dada por

τ = BFp . (5)

Para a embarcação na Figura 1, a matriz de
distribuição de controle é:

B =





1 0 0
0 1 1
0 RP2x

RP3x



 , (6)

Fp = [FP1
, FP2

, FP3
]T é a força dos propulsores,

RP2x
e RP3x

são as coordenadas dos propulsores
P2 e P3 no eixo xb, respectivamente.

3 Linearização por Realimentação

A ideia central é transformar algebricamente um
sistema não-linear em um sistema linear, para en-
tão aplicar técnicas de controle de sistemas linea-
res (Slotine and Li, 1991, Caṕıtulo 6).

3.1 Compensador não-linear dos propulsores

A caracteŕıstica quadrática dos propulsores pode-
ria dificultar o projeto de controladores lineares
para o barco. Além disso, a não-linearidade tor-
naria o comportamento de controladores lineares
dependente das condições de operação. A opção
adotada foi utilizar um compensador com a carac-
teŕıstica inversa (Domingues, 1989)

Ui = sign(Ūi)
√

|Ūi|, (7)

na qual Ūi é o sinal de comando do i-ésimo pro-
pulsor na entrada do seu respectivo compensador.

Combinando as equações (4), (5) e (7), temos

τ = Bα∗(Ū)Ū , α∗(Ū) := diag{α∗

i (Ūi)} . (8)

No entanto, os comandos gerados pelo algo-
ritmo de controle são forças e momentos no sis-
tema de coordenadas estacionário, não forças nos
propulsores. Então, é necessário realizar o desaco-
plamento por meio da inversão da matriz de dis-
tribuição de controle

Ū = [α∗(Ū)]−1B−1τ̄ , (9)

que resultaria no sinal de controle ideal τ = τ̄ .
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3.2 Desacoplamento no sistema de coordenadas
estacionário

Para que o sinal de controle seja computado no
sistema de coordenadas estacionário, é necessário
desacoplar o modelo neste sistema. Derivando a
equação (2), obtém-se (Fossen, 2002, Seção 7.3.2)

ν̇ = J−1(η)
[

η̈ − J̇(η)ν
]

. (10)

A lei de controle linearizante é

τ = Mab + C(ν)ν +D(ν)ν , (11)

na qual ab é o comando de aceleração no sistema
de coordenadas do barco. Aplicando esta lei na
equação (1), com w = 0, obtém-se

M
(

ν̇ − ab
)

= MJ−1(η)
[

η̈−J̇(η)ν−J(η)ab
]

= 0 .

(12)
Escolhendo-se

ae = J̇(η)ν + J(η)ab , (13)

na qual ae é o comando de aceleração no sistema
que coordenadas estacionário gerado por um con-
trolador, obtém-se de (12)–(13) o sistema linear
desacoplado

M∗ (η̈ − ae) = 0 , (14)

no qual M∗ = J−T (η)MJ−1(η) > 0. Da equa-
ção (13), tem-se (vide Figura 2):

ab = J−1(η)
[

ae − J̇(η)ν
]

. (15)

Esta realimentação utiliza os parâmetros no-
minais do barco. Idealmente, transforma sua di-
nâmica em três duplos integradores com ganhos
unitários, um para cada grau de liberdade. Os
termos resultantes das aproximações, incertezas
e perturbações ambientais podem ser inclúıdos
como perturbação de entrada d. Esta lineariza-
ção reduz a equação dinâmica do barco a

η̈ = ae + d . (16)

4 Estratégias de Controle

4.1 Controle proporcional-derivativo (PD)

A lei de controle PD utilizada é dada por

ae(t) = Kpe(t) +Kdė(t) , (17)

na qualKp=KT
p >0 é a matriz de ganho proporci-

onal, Kd=KT
d >0 é a matriz de ganho derivativo,

e(t) := ηref (t) − η(t) (18)

é o sinal de erro, ηref := [xref , yref , ψref ]
T é a po-

sição generalizada de referência que define a tra-
jetória a ser seguida.

Para reduzir o erro de rastreamento, pode-se
inserir a aceleração da trajetória η̈ref na lei de
controle (17), que resulta em

ae(t) = Kpe(t) +Kdė(t) + η̈ref (t) . (19)

4.2 Controle a estrutura variável

Uma alternativa para aumentar a robustez do sis-
tema é utilizar a lei de controle a estrutura variável
dada por (Cheng et al., 2007)

ae = ρ sign(σ) , (20)

σ = ė(t) + Λe(t) , (21)

nas quais ρ = diag{ρi}, ρi > 0, i = 1, 2, 3, e Λ =
ΛT > 0 são parâmetros de projeto. Finalmente,
a lei de controle total, que combina o controle a
estrutura variável (20) com o PD (19), resulta em

ae = Kpe(t) +Kdė(t) + ρ sign(σ) + η̈ref (t) . (22)

5 Análise de Estabilidade

Para analisar a estabilidade do sistema com a
lei de controle (22), deriva-se duas vezes a equa-
ção (18), obtendo-se

ë = η̈ref − η̈ . (23)

Combinando as equações (16), (21), (22)
e (23), com Kp = Λ e Kd = Λ + I, obtém-se

ë = −Kpė− σ − ρ sign(σ) − d , (24)

que substitúıda na derivada da eq. (21), resulta

σ̇ = −σ − ρ sign(σ) − d . (25)

Utiliza-se a função de Lyapunov V = 1
2σ

Tσ,
cuja derivada é

V̇ = σT σ̇ = −σTσ − |σT |ρ− σT d , (26)

obtida a partir de (25). Se ρi(t) > |di(t)|, ∀t > 0,
então

V̇ 6 −σTσ < 0 , (σ 6= 0) , (27)

logo, o estado atinge a superf́ıcie de deslizamento
σ = 0 ao menos assintoticamente ou em tempo
finito. A equação (21) pode ser reescrita na forma

ė(t) = −Λe(t) + σ(t) . (28)

Como σ(t) → 0 e a matriz −Λ é Hurwitz, então o
erro e(t) converge assintoticamente para a origem.
Já que V é radialmente ilimitada, pode-se concluir
que este sistema de controle é globalmente assin-
toticamente estável.

6 Sistema Experimental

O barco utilizado para os experimentos é mos-
trado na Figura 3. Ele se move com velocidade
máxima de 0, 26 m/s avante e possui 0, 48 m de
comprimento.

Para a medição da posição do barco foi utili-
zado um sistema Vicon MX, dotado de quatro câ-
meras de alta velocidade e uma unidade de proces-
samento (Figura 4). A unidade de processamento
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Figura 2: Sistema de controle com desacoplamento no sistema de coordenadas estacionário. Para sim-
plificar o diagrama, as perturbações, os propulsores e sua linearização não são mostrados.

Figura 3: Barco utilizado nos experimentos.

Figura 4: Sistema experimental.

é ligada a um computador por uma rede Gigabit
Ethernet. No mesmo, o sofware Vicon Tracker
processa as imagens. As câmeras possuem LEDs
que geram luz praticamente infravermelha, que re-
fletem nos marcadores esféricos (tags) fixados nos
objetos de interesse (Gomes et al., 2014). A uni-
dade de processamento Giganet é responsável pela
sincronização das câmeras e transmissão dos da-
dos para o computador (Gomes et al., 2014). O
Vicon Tracker cria um ambiente 3D onde é posśı-
vel manipular os dados de cada objeto, obter grá-
ficos de posição, orientação, velocidade, etc. O
sistema Vicon MX permite medir a posição de ob-
jetos com frequência de amostragem de até 1 kHz e
precisão de cerca de 1 mm num espaço de trabalho

bastante amplo (Vicon, 2006). A Vicon também
fornece um kit de desenvolvimento de software
que permite utilizar as medições no MATLAB. O
Tracker fornece ao MATLAB posição, orientação
(ângulos de Euler) e número do quadro (frame),
que serve para sincronizar precisamente a execu-
ção dos algoritmos de controle em tempo real.

Para a integração entre o microcomputador
que realiza o controle e o barco, foi utilizado um
microcontrolador Arduino e módulos ZigBee (Fi-
guras 4 e 5). O ZigBee é uma plataforma de baixo
custo e baixo consumo de potência para comu-
nicação bidirecional sem fio (ZigBee, 2006). O
MATLAB recebe a posição e a orientação do barco
medidas pelo sistema Vicon, então calcula o sinal
de controle. Este sinal é enviado por um módulo
ZigBee conectado numa interface USB do micro-
computador. Outro módulo ZigBee instalado na
embarcação recebe o sinal e o envia ao Arduino.
Este o processa para comandar pontes-H que aci-
onam os motores do barco (Figura 5).

Figura 5: Eletrônica embarcada.

Embora as câmeras do sistema Vicon possam
operar numa frequência de até 1 kHz, a frequência
de amostragem foi limitada a apenas 30 Hz, devido
a limitações da comunicação sem fio ZigBee.

7 Resultados Experimentais

Nos experimentos, o barco deve simular uma var-
redura, que é uma trajetória em zigue-zague. Foi
utilizada uma velocidade de 0, 1 m/s da embarca-
ção, para evitar a saturação dos propulsores.
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Figura 6: Experimento com controle PD.

Numa trajetória ideal que possua retas inter-
poladas com curvas, no momento em que o barco
entra numa curva haveria um salto na velocidade
angular ψ̇ref para manter a orientação do barco
tangencial à trajetória. Isso produziria impulsos
na aceleração angular de referência, no sinal de
controle e, consequentemente, deslocamentos in-
desejados na trajetória. Para superar este incon-
veniente, a referência de rumo foi suavizada por
um filtro passa-baixas de primeira ordem.

As velocidades e a derivada do erro foram es-
timadas pela da aproximação backward difference
(Åström and Wittenmark, 1997, Seção 8.2):

de(t)

dt
≈
e[k] − e[k − 1]

h
, (29)

na qual k ∈ Z é o tempo discreto e h = 1/30 s é o
peŕıodo de amostragem.

Foram comparados experimentalmente os de-
sempenhos das seguintes estratégias de controle:
(i) PD, (ii) PD com controle a estrutura variá-
vel e (iii) PD com controle a estrutura variável e
aceleração da trajetória.

Os ganhos do controlador PD, Kp = 12I e
Kd = diag{6; 18; 6}, foram ajustados experimen-
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Figura 7: Experimento com controle PD, estru-
tura variável e aceleração da trajetória.

talmente de forma sucessiva até obter o melhor
desempenho. A Figura 6.a apresenta a trajetória
e a Figura 6.b o ângulo de rumo da embarcação.

Para melhorar o desempenho, aplicam-se to-
das as estratégias de controle simultaneamente
(controle (iii)), porém com o ganho ρ da estru-
tura variável pequeno. Foram utilizados ρ = 0, 3I
e Λ = KpK

−1
d . A Figura 7.a apresenta a trajetória

e a Figura 7.b o ângulo de rumo da embarcação
com esta estratégia de controle.

Comparando-se os sinais de controle de um
dos propulsores (P2), percebe-se que o sinal de
controle a estrutura variável (Figura 7.c) resulta
um pouco mais oscilatório que o sinal de controle
PD (Figura 6.c).

A Tabela 2 exibe os valores de erro RMS, mé-
dio absoluto e de pico absoluto de x, y e ψ para
cada estratégia de controle testada. Os resultados
experimentais indicam que cada estratégia de con-
trole adicional melhorou o rastreamento de traje-
tória, porém piorou a precisão do ângulo de rumo.
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Tabela 2: Erros RMS, médio absoluto e máximo pico absoluto para cada estratégia de controle.

Estratégia Erro x (mm) y (mm) ψ (graus)

PD
RMS 19, 12 10, 95 0, 873

Médio absoluto 16, 63 9, 44 0, 658
Pico absoluto 39, 14 27, 39 3, 25

PD e estrutura variável
RMS 7, 25 5, 87 1, 23

Médio absoluto 5, 03 4, 92 1, 01
Pico absoluto 23, 52 12, 52 3, 38

PD, estrutura variável e aceleração da trajetória
RMS 8, 71 5, 27 1, 39

Médio absoluto 5, 54 3, 84 1, 16
Pico absoluto 39, 16 19 3, 22

8 Conclusões

Neste artigo foram obtidos resultados experimen-
tais de rastreamento de trajetória de uma em-
barcação usando linearização por realimentação e
controle a estrutura variável. A linearização por
realimentação foi capaz de transformar a dinâmica
da embarcação em três duplos integradores e, as-
sim, facilitar o projeto do controlador. O controle
a estrutura variável foi escolhido pela sua robus-
tez a incertezas e perturbações. Nos experimentos,
observou-se que a linearização por realimentação e
o controle PD são suficientes para que a trajetória
seja rastreada com erros pequenos. A inclusão do
controle a estrutura variável ajudou a lidar com
as imperfeições na modelagem e identificação de
parâmetros do barco, para reduzir o erro de ras-
treamento da trajetória.
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