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Abstract— This paper presents a novel method for actuator fault reconstruction under measurement delays by
means of sliding mode observers. The output delay is considered arbitrary, possibly uncertain, being constant or
time-varying. The proposed approach computes the observer gains without the necessity of appealing to specific
methods for functional differential equations or retarded systems, being totally independent of the duration of
the considered delay.

Keywords— Fault diagnostics and identification, Output time-delay, sliding mode observers.

Resumo— Este artigo apresenta um novo método para a reconstrugdo de sinais de falhas de atuador em
sistemas que apresentam atrasos de medicao, através do uso de observadores por modos deslizantes. O atraso
considerado é arbitrario, podendo conter incertezas, sendo constante ou variante no tempo. A abordagem pro-
posta tem como principal vantagem a possibilidade de se determinar os ganhos do observador sem a necessidade
da aplicacdo de métodos especificos para sistemas com atraso, sendo independente da duragdo do atraso consi-

derado.
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1 Introducao

Com o aumento da utilizacao de sistemas re-
motamente acionados, tem crescido o interesse
por métodos de deteccao e isolamento de falhas
(FDI - Fault Detection and Isolation), para per-
mitir o diagnéstico de funcionamento e conse-
quente adoc¢ao de medidas de manutencao predi-
tiva (Lafraia, 2001; Isermann, 2006).

Dentre as técnicas de reconstrugao de fa-
lhas, o uso de observadores por modos deslizan-
tes (Walcott and Zak, 1987; Edwards and Spur-
geon, 1994) vem ganhando destaque desde o ar-
tigo (Edwards et al., 2000) onde a técnica foi de-
talhada. Nesta estratégia, o sinal de injecao de
entrada descontinuo utilizado para forcar o erro
de observacao a zero é utilizado para a reconstru-
¢ao da falha. Em (Tan and Edwards, 2003; Alwi
et al., 2011), é mostrado que é possivel aumen-
tar a robustez a erros de modelagem através de
uma otimizacao dos ganhos do observador utili-
zando a condigao “Bounded Real Lemma”(Chilali
and Gahinet, 1996; Boyd et al., 1994).

Observando-se a bibliografia de observadores
para sistemas com atraso, é possivel verificar que
ainda ha poucos artigos com foco em reconstrugao
de falhas em sistemas com atraso de medigao (Han
et al., 2014). Em geral os artigos sao focados em
projeto de controle (Ahmed-Ali et al., 2012; Cou-
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tinho et al., 2014) ou se dedicam a sistemas com
atraso de estado (Seuret et al., 2007).

Este trabalho procura estabelecer um método
de reconstrucao de falhas de atuadores em siste-
mas com atrasos de saida com o objetivo de di-
agnostico. O atraso considerado podera ser re-
lativamente grande, ter incertezas, ser constante
ou variante no tempo. O método proposto é ba-
seado em observadores por modos deslizantes de-
vidamente modificados em relagdo as solucoes ja
consideradas cléssicas.

2 Formulacao do problema

Considere um sistema linear, invariante no tempo
apresentando um atraso de medigao 7. A entrada
ug(t) é suposta conhecida (mensurdvel).

{ x'o(t) = AxO(t) + Buo(t) + FfO(t) (1)
yt) = Cxolt—1)

onde ug(t) € R™, zo(t) € R™, y(t) € RP, fo(t) €
RP g<p<n.

Sao feitas as seguintes hipdteses:
(A0) O atraso 7 ¢ limitado e existe 7 com norma
limitada |7(¢)] <d <1, d € RT.
(A1) As matrizes A,B,C,F sao conhecidas.
(A2) O sistema apresenta uma perturbacao des-
conhecida fo(t), limitada por um escalar o > 0
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conhecido de forma que:

[fo@®)] < e (2)
(A3) O sistema (A, F,C) é observivel e de fase

minima.

(A4) posto(CF) = posto(F) = q.

(A5) A entrada ug(t) é conhecida para todo o
tempo passado até t — 7 e limitada em norma
segundo ||uo(t)|| < Bu/2, Bu > 0, com f
constante.

Definindo as varidveis atrasadas:

x(t) =wo(t —7), [f(t)= folt—1),
u(t) = uo(t — 7) (3)

Aplicando a regra da cadeia a @(t):

dx(t)
dt

dxo(t — 1)
d(t — )

(t) = =(1-7) (4)
Podemos escrever entao o sistema nem fun-
¢ao das varidveis atrasadas, na forma abaixo:

(1 —7)[Az(t) + Bu(t) + F f(t)]
Cz(t)

——
< 8.
T~
o~ o~
~— =
(I

(5)

Desta forma, considerando a hipdtese AO, todas
as propriedades de estabilidade das analises que
seguem sao preservadas.

O objetivo é reproduzir a perturbacao atra-
sada f(t) dispondo-se dos sinais de saida y(t) e de
entrada u(t). Tal perturbacao pode representar o
efeito de uma falha de atuador. Para tal serd pro-
posto um observador adequado baseado em modos
deslizantes (Walcott and Zak, 1987; Edwards and
Spurgeon, 1994; Edwards et al., 2000).

3 Sistemas com atrasos constantes

3.1 Atraso conhecido

Inicialmente considere-se que o atraso de medigao
T é constante e conhecido de tal forma que, asso-
ciado a hipétese (A5), é possivel trabalhar com a
entrada atrasada u(t) = ug(t — 7).

Seja o observador por modos deslizantes
abaixo:

Z(t) = Ai(t) + Bu(t) — Gie, + Gnv (©)
g(t) = Ca(t)

onde o erro de saida e, pode ser definido como
ey(t) £ g(t) — y(t) = C (2(t) — x(t)) £ Ce(t) e v
é uma parcela descontinua de injecao que leva o
observador a um modo deslizante, dada pela ex-
pressao:

Poey

V= — 7
P Pocy | @)
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onde a matriz Py > 0 serd definida posterior-
mente.

O erro de observagao de estados segue a dina-
mica:

é(t) = Age(t) + Guv — FF(2) (8)

onde A, 2 A—GiC e f(t) = fo(t — 7).

Observando-se as equagoes @ e , verifica-
se que o observador aqui proposto para a recons-
trucao de falha atrasada foi levado & mesma es-
trutura utilizada por (Edwards et al., 2000), que
serd sumarizado a seguir.

A partir da hipGtese (A4), é possivel supor que
o sistema esta ou pode ser levado a forma regular
(Utkin, 1992; Edwards and Spurgeon, 1998), onde:

(4] e[

T'T = (10)

com o bloco Ay; possuindo autovalores estaveis.

O par (A11, A211) é detectdvel e seus modos inob-

servaveis sdo os zeros invariantes de (A,F,C).
Para as matrizes de ganhos G; e G, serao ado-

tadas as hipdteses abaixo:

(A6) G; é tal que A — G,;C tem todos os autova-

lores com parte real negativa.

(A7) G, possui a estrutura:

~LTT
6= | 7

}, L=[Lo|0] (11)
P

A proposigao 4.1 da referéncia (Alwi et al.,
2011) mostra que se existe uma matriz P > 0 que
satisfaga (AT P+PAg) < 0ep > afCF||+mn0,m0 >
0, o erro de estimagdo de estados e(t) é assinto-
ticamente estdavel e que o erro de saida serd le-
vado a um modo deslizante ideal na superficie
7 = {e : Ce = 0}, sendo governado pelos au-
tovalores da matriz A1 = A1 + LoAa11.

Para a prova da proposigao citada, é adotada
a transformacao nao singular Ty, : e — € proposta
por (Edwards and Spurgeon, 1998) e que terd im-
portancia na reconstrucao da falha:

T, = [ o ] (12)

Nestas novas coordenadas, assuma que a ma-
triz de Lyapunov P possua a forma:

(13)

PP = | g

0 P

A expressao para o erro nas novas coordena-

3010



XXI Congresso Brasileiro de Automatica - CBA2016
UFES, Vitéria - ES, 3 a 7 de outubro

das se torna:

€1 (t) = Anei(t)+ (Ap — gl,l)é2(t)

éa(t) = Amer(t) + (Asx — Gro)éa(t)
+v — Fa f(t)

€y = €3

(14)

onde (A,C,F,G;) correspondem a representacao
das matrizes (4, C, F,G;) nas novas coordenadas
e A11 = Ay + LoAour.

Proposigao 1 O erro de saida do observador
(@ € levado a zero em tempo finito, estabelecendo-
se um modo deslizante. Os estados do observador
T se aproximam exponencialmente dos estados do
sistema T-atrasado @, x(t), e sua parcela descon-
tinua de injecdo de erro de saida permite a recons-
trugdo o sinal de perturbagao f(t) = fo(t — 7).

Quando o modo deslizante for atingido, o erro
de saida é»(t) e sua derivada é; serdao levados a

zero, na equagao (|14):

{ él(t) = A11él(t) (15)
0 = Azi€1(t) + veq — F2f(t)

onde V¢4 € o sinal de injecao de erro de saida, que é
o analogo em observadores ao controle equivalente
(Utkin, 1992), e que representa o controle continuo
necessario para manter o observador na superficie
de deslizamento. Como é;(t) — 0, ¢t — 0o, vemos

que:
Veq = F2f(t) (16)

O sinal v.4 pode ser estimado pela aproxima-
¢ao continua de v:

P()ey
PPoey | +0

onde o parametro 6 > 0 é um escalar pequeno
e seu valor deve ser calibrado para se obter a
exatidao desejada na reconstrucdo. A partir da
hip6tese (A4), Fo possui pseudo-inversa ]:2T =
(FFF)~tFL. A estimativa do sinal de pertur-
bagao atrasado é obtida pela expressao (Edwards
et al., 2000):

Vs = (17)

f(t) = Fivs (18)

Pode-se observar que as dinamicas do obser-
vador e do erro e(t) ndo dependem de sinais atra-
sados desconhecidos, permitindo atingir um modo
deslizante ideal, sem efeito de chattering, possibi-
litando determinar os ganhos sem a necessidade
da aplicagao de métodos especificos para siste-
mas com atraso, como os de Lyapunov-Krasovskii
ou de Lyapunov-Razumikhin (Fridman, 2014; Gu
et al., 2003) e de ser independente da duragao do
atraso. Em outras abordagens para este problema
(Han et al., 2014), o observador também é proje-
tado com a saida atrasada. A parcela desconti-
nua é, entao, funcao de um erro atrasado, levando
o observador a apresentar um chattering depen-
dente da duragao do atraso.
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3.2 Atraso constante com incerteza

Nem sempre a duracao exata do atraso de medi-
cao estd disponivel e tem-se apenas uma estima-
tiva 7. Assim, o sinal u(t) ndo estd disponivel
para aplicacao no observador, apenas sua estima-
tiva 4(t) = ug(t — 7).

Um observador por modos deslizantes similar
ao anterior pode ser implementado utilizando a
estimativa 4(t):

{ #(t) = Ai(t) + Ba(t) — Gre, + Gpv (19)

§(t) = Ci(t)
O erro de observagao neste caso segue a dinamica:
é(t) = Age(t) + Bu(t) + Gov — F f(t) (20)

onde A, £ A — G,C e u(t) = u(t) — u(t).
Considere a hipotese:

(A8) Para |7 — 7| < e, |lu(t—7) —u(t—7)|| < B(e)

onde S(€) é uma fungao classe K, de forma que

[a(®)]l < B(e).

Lema 1 Se existe uma matriz P > 0 que satis-
faga (AGP + PAg) < 0, a(®)]| < B(e) e p >
a||CF|| + no, o erro de estimagdo de estado e(t)
tende no limite ao conjunto:

Qe ={e:lell <2mpBle)/mo+et  (21)
para um € > 0 pequeno.

Prova: A prova deste lema é baseada na apresen-
tada nas referéncias (Alwi et al., 2011; Tan and
Edwards, 2003). Considere uma funcdo de Lya-
punov V(e) = eI Pe. A derivada desta funcio ao
longo das trajetorias de é dada pela expres-
sa0:
V(e) = el (AT P + PAy)e + 2¢T PBa

— 2T PFf 4 2¢T PG v (22)

Utilizando desigualdades de Rayleigh e Cauchy-

Schwarz, esta desigualdade pode entao ser escrita
como:

V(e) < —pollell + 2418(e) el
= 2[[Poey|[(p = [|CF||)
< llell(=pollell + 2m15(e)) — (23)

0 que mostra que o erro de estimacao de estado é
levado em tempo finito para €. a

Lema 2 Se a modulacdo do termo descontinuo p
satisfizer:

2 2daa| 220D 4 7B 5(6) + 17l +

0
(24)

o erro de observacdo serd levado a um modo des-
lizante ideal na superficie ¥ = {e: Ce = 0}.
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Prova: Considerando a mudanca de varidveis T, :
e — € apresentada anteriormente, a expressao
para o erro nas novas coordenadas se torna:

e1(t) = Anei(t) + (A — Gri)ea(t)
+(B1 + LBy)a(t)
ea(t) = Apei(t) + (A2 — Gio)éa(t)
+v — Faf(t) + T Boii(t)
e, = @
(25)
Utilizando uma fungao de Lyapunov

Vz,(é2) = e} Pyéy para a saida do sistema,
sua derivada ao longo da trajetéria (25) serd:

Ve, (82) = 265(t)" Py Asié:1(t)

+ 52(t)T((-A22 - gl,z)TPO + Py(Az2 — Gi2))ea(t)
+ 285 ()T Pov — 2e5(t) T Py Fa f (1)

+ 2&5(t)T PyT Bii(t) (26)

Considerando a defini¢do de p por ([24)), temos
que:

Ve, (&2) < —2[|Poéallno < —2nm0y/ Amin(Po)y/ Ve,
(27)

mostrando que o erro de saida (éa = Tes = Ce)
atinge zero em tempo finito, estabelecendo um
modo deslizante. O

Quando o modo deslizante for atingido, o erro

de safda e»(t) e sua derivada & serdo levados a
zero, pelo Lema 2, na equagao ([25):

)

{ 1(t) =

Neste caso, o erro €;(t) nao ird a zero. Para a
reconstrugao do sinal de perturbagao, passa a ser
necessario considerar a dinamica do erro durante
o modo deslizante.

Pode-se entao aplicar o método de reconstru-
¢do proposto em (Tan and Edwards, 2003; Alwi
et al., 2011), com poucas adaptacoes. Seja W uma
matriz de escala W £ [ Wy Fy ' |, onde Wy é
parametro de projeto. Esta matriz de escala sera
utilizada para reconstruir o sinal de perturbagao
através da expressao:

Allél(t) + (Bl + LBQ)ﬂ(t)
Aoy (t) + Veq — .Fgf(t) + TBQﬂ(t)
(28

S O
|

f(t)=WTTv,, (29)
Aplicando a equacao :

{ 1(t) = Anei(t) — (B + LBy)u(t)
=

—WTT Agie1(t) + W Baa(t) + f(t)
Assim, temos um sistema para a reconstrugao:

s DI

(30)

f@t) = f(t) + G(s)u(t) (31)
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onde G(s) = WTT Ay [(sI — A11) "1 (B + LBo) |+
W Bs.

O ganho da transferéncia G(s) entre a(t) e
f(t) serd limitado a v > 0, se a desigualdade
abaixo (“textitBounded Real Lemma”) for facti-
vel (Chilali and Gahinet, 1996; Boyd et al., 1994):

PAy + .AlTlP * *
—(B1 +LB)TP  —yI * <0 (32)
—WA21 _W32 —’y]

A matriz P > 0, bem como as matrizes L e W
devem ser encontradas de forma a minimizar v,
satisfazendo as hipéGteses (A6) e (A7) e aos Lemas
e [2| para os quais a matriz P deve atender a
forma especificada na equacao .

4 Atraso incerto e variante no tempo

No caso particular em que o atraso é variante no
tempo e conhecido é possivel utilizar o observador
descrito na secao 3.1 com algumas alteragoes:

(33)
A dindmica do erro de observagao passa a ser
é(t) = (1 —7)[Aoe(t) + Gnv = Ff(t)]  (34)

onde A, 2 A—G,C e f(t) = fo(t — 7). Observe-
se que o Lema [ ainda ¢ aplicdvel para a equagao
acima, com ¢ = 0, j4 que a derivada da funcédo
de Lyapunov V(e) = el Pe sera a equacao
multiplicada pelo escalar (1 — 7). Assim, pode-
mos dizer que se existe uma matriz P > 0 que
satisfaga (AT P + PAg) < 0e p > a||CF| + 1o, 0
erro de estimagao de estado e(t) tende no limite
ao conjunto Q. = {e : |le|| < e} para um ¢ arbi-
trariamente pequeno.

Da mesma forma, o Lema [2] também pode ser
aplicado aqui com a mesma ideia. Assim, se a
modulacao do termo descontinuo p > «fCF| +
1o o erro de observacao serd levado a um modo
deslizante ideal na superficie .7 = {e : Ce = 0}.

Quando o modo deslizante for atingido, o erro
de safda &»(t) e sua derivada &; serdo levados a
zero, nas equagoes de erro ja transformadas por
T :e— €

{ 1t) = (A —7)[Anen(t)]
= (1—7)[Aze1(t) + Veg — Fof ()]
(35)

S O
|

Assim, vemos que ainda é vélida a expressao:
Veq — J:Qf(t) (36)

e é possivel estimar o sinal de perturbacao f(t) =

fo(t = 7(t)) pela equacao (L8).
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Caso nao se tenha conhecimento pleno do
atraso, ainda é possivel efetuar a reconstrugao do
sinal de perturbagao. Suponha que o atraso de
medigcao 7 no sistema pode ser representado por
uma estimativa constante 7 conhecida somada a
uma parcela incerta variante no tempo 7(t) =
7+ 7,(t), de tal forma que a derivada do atraso é
continua e possui norma limitada, |7(¢)] < d < 1.

Neste caso em particular, consideraremos a hi-
potese adicional:

(A9) A matriz A é Hurwitz.

O observador tera forma similar a proposta na
segdo anterior, utilizando 4(t) = uo(t — 7):

{ 2(t) = AZ(t) + Bi(t) — Giey + Gy (37)
g(t) = Ci(t)

O erro de observagao de estados apresenta a
seguinte dinamica:

é(t) = Aoe(t) + Gpv — Ff(t) + Bu(t)
+7(t) [Ax(t)) + Bu(t) + Ff(t)] (38)

onde A, = A —G,C, f = folt —7(t) e ut) =
a(t) — u(t).

A partir da hipStese (A8) e considerando |7 —
7| = |10 (t)| < €, tem-se que ||(t)] < Bu(e,) onde
Bu(€y) é uma fungao classe K

Utilizando a hipdtese (A9), é possivel verificar
que uma vez que os estados do sistema x atinjam
o conjunto Q, = {x : ||z|]| < K + €}, para um €
arbitrariamente pequeno, eles permanecerao limi-
tados a este. Para tanto, considere-se uma fungao
de Lyapunov V,.(z) = 2T P,z. Derivando ao longo
das trajetorias do sistema e utilizando as desigual-
dades de Rayleigh e Cauchy-Schwarz, e os majo-
rantes dos sinais u e f, tem-se:

Va(z) < [lzll(=rollzll + r1Bu/2 + K2a) — (39)

mostrando que a proposicao é verdadeira para
K 2 (k1B (€y) + K2a))/Ko-
Pode-se entao definir uma fungao limitada

£(t), €@ < &():

&(t) = Bu(t) + 7(t)[Ax(t) + Bu(t) + Ff(t)]
(40)

E(t) £ [|Bl|Bu(es) + d|l B[ Bu/2
+d||AIK + d|| F|la (41)

de tal forma que o erro de observagao pode ser
escrito como:

é(t) = Avelt) + G — FF(8) +£()  (42)

Lema 3 Se a modulacdo da parcela descontinua
p > a||CF|| + no, o erro de estimagao de estado
e(t) tende no limite ao conjunto:

Qe ={e:lell <2pu&/po + e} (43)

para um escalar € arbitrariamente pequeno.
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Prova: A demonstracio segue 0s mesmos passos
da prova do Lema com (11 = Amax(P) O

Lema 4 Se a modulagao da parcela descontinua
p satisfizer:

p1€ :
p=> HAZlHE +al| Fol + | TE[ +m0  (44)

o erro de observacdo serd levado a um modo des-
lizante ideal na superficie ¥ = {e : Ce = 0}.

Prova: Seguindo o mesmo roteiro da prova do
Lema Utilizando uma funcao de Lyapunov
Ve (82) = €2 Pyés, sua derivada ao longo da traje-
téria do erro serd majorada por:

Ve, (€2) < —2[|Poéz||(p — ||«421||%.f — ol Fl

—|IT¢l) (45)

Substituindo (44)) na expressao acima, é possivel
ver que Ve, (€2) < =210/ Amin(Fo)y/Ve,, ou seja,
o erro de saida atingira zero em tempo finito, es-
tabelecendo um modo deslizante. O

Durante o modo deslizante, novamente serd
necessario considerar a dinamica do erro, utili-
zando a expressao (29) para a reconstrugao do si-
nal de falha. Aplicando a equagao do erro
durante o modo deslizante, obtemos:

{ é} (t) = Ane(t) — (& + L&)u(t)
f(t) = =WTT Ag1&:(t) + WTT & + £(t)
(46)

onde & e & sao as partigoes de & conforme a forma
regular sendo utilizada.

Assim, temos um sistema para a recons-
trucio f(t) = f(t) + G(s)(t) onde G(s)¢ =
WTTAzl[(SI—A11)71(€1 (t)+L£2 (t)]+WTT52 (t)

Novamente, para obtencao dos parametros
que limitam o ganho da funcao de transferéncia

G(s), é possivel usar o método descrito por (Tan
and Edwards, 2003).

5 Exemplo

Devido ao pouco espago restante para os exem-
plos, vamos focar nos resultados numéricos obti-
dos a partir do proposto na segao 3.2.

Considere o exemplo proposto por (Edwards
et al., 2000) de um modelo linearizado em torno
da origem para um péndulo invertido sobre um
carrinho, cujas matrizes do modelo de estados sao
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Figura 1: Comparacao entre sinais de perturba-
¢ao e suas reconstrugoes, para diversos atrasos de
medicao e com incerteza de 10% no valor do atraso

apresentadas abaixo:

[0 0 1 0
A 0 0 0 1
T 0 —1.9333 —1.9872 0.0091 ’
0 36.9771 6.2589 —0.1738
i 0 0
0 0
B= 0.3205 » F= 0.3205 |’
| —1.0095 0
C= [ Isps O } (47)
O sistema é estabilizado por realimenta-
¢ao de estados que coloca os pdlos em
{-4.2,-4.4,-4.6,—4.8}. Os ganhos G; e
G, foram calculados para que A;; = [—10]
e para que os polos de Agy fossem levados a
{-15,-16,—17}.

Um atraso de monitoracao constante foi adi-
cionado ao sistema de exemplo para validar o mé-
todo proposto neste trabalho. Para simular a in-
certeza, o atraso aplicado ao sistema era sempre
10% maior que a estimativa sendo usada. Um si-
nal u(t) = 5sen(0.5¢) foi utilizado como entrada.
Foi possivel ajustar a matriz de escala W para
que o erro de reconstrugao do sinal de perturba-
¢ao ficasse abaixo de 1%. A figura [l| apresenta os
resultados da simulacao para atrasos de 1.1s, 2.2s
e 3.3s, reconstruidos a partir de uma estimativa
de atraso de respectivamente 1s, 2s e 3s.

6 Conclusoes

Neste trabalho foi possivel estabelecer um método
para reconstrucao de sinais de falha de atuador em
sistemas com atraso de monitoracao a partir do
uso de observadores por modos deslizantes, atra-
vés da representagao do sistema em termos das
variaveis de estado atrasadas.

As dinamicas do observador e do erro de
observagao sao independentes do atraso. Desta
forma, abordagem aqui apresentada tem como
principal vantagem nao necessitar da aplicagao
de métodos especificos para sistemas com atraso
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(Fridman, 2014; Gu et al., 2003) para o projeto do
observador.

Uma vez que o erro de observagao saida nao
se apresenta atrasado, foi possivel mostrar que é
possivel ser atingido um modo deslizante ideal evi-
tando que seja necessario lidar com o problema de
chattering.
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