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Resumo— A complete characterization of the boundary of the stability region of nonlinear autonomous dyna-
mical systems is developed admitting the existence non-hyperbolic equilibrium points of type Hopf and hyperbolic
critical elements on the stability boundary. Under the assumption of transversality, it is shown that the stability
boundary is comprised of all stable manifolds of the hyperbolic critical elements lying on the stability boundary
union with the stable and\or center-stable manifolds of the type-k, k > 1, Hopf equilibrium points which belong
to the stability boundary.
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Resumo— Uma caracterizacao completa da fronteira da regido de estabilidade de uma classe de sistemas di-
namicos auténomos nao lineares é desenvolvida admitindo a existéncia de pontos de equilibrio nao-hiperbdlicos
do tipo Hopf e elementos criticos hiperbélicos na fronteira da regido de estabilidade. Sob a condicao de trans-
versalidade, mostra-se que a fronteira da regiao de estabilidade é composta pelas variedades estaveis de todos os
elementos criticos presentes na fronteira da regido de estabilidade, incluindo as variedades estéveis e/ou centro

estaveis dos pontos de equilibrio Hopf que pertencem & fronteira da regido de estabilidade.
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1 Introducao

Na teoria de regiao de estabilidade, uma carac-
terizacao completa da regidao de estabilidade para
uma classe de sistemas dinamicos nao-lineares nos
quais os conjuntos limites sao compostos por pon-
tos de equilibrios hiperbdlicos e 6rbitas periddicas
hiperbolicas, foi desenvolvida por Chiang et al.
(1988).

Neste artigo, estamos interessados em estu-
dar a caracterizagao da regiao de estabilidade e
de sua fronteira admitindo a existéncia de pontos
de equilibrio nao-hiperbélicos do tipo Hopf e ele-
mentos criticos hiperboélicos na fronteira da regiao
de estabilidade. A motivacao deste estudo decorre
da anélise de sistemas dinamicos sujeitos a varia-
¢ao de parametros. Para esses sistemas, bifurca-
¢oes locais podem ocorrer na fronteira da regiao
de estabilidade e a suposicao de hiperbolicidade
dos pontos de equilibrio pode ser violada nos pon-
tos de bifurcac¢oes. Logo, estudar a caracterizacao
da fronteira da regido de estabilidade em pontos
de bifurcacoes é de fundamental importancia e é
0 primeiro passo para entender como a regiao de
estabilidade se comporta sob variacoes de paré-
metros. O problema de bifurcagoes da regido de
estabilidade encontra aplicagoes importantes, por
exemplo, na andlise de colapso de tensao de sis-
temas elétricos de poténcia, Guedes et al. (2005)
e Gao (2004).
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Alguns avancos nesta dire¢ao ja foram obtidos
e relatados na literatura. Em Gouveia Jr. et al.
(2014), uma caracterizacdo completa da fronteira
da regiao de estabilidade na presenca de pontos
de equilibrio nao-hiperboélicos do tipo Hopf super-
critico foram desenvolvidas como o primeiro passo
para entender o comportamento da regiao de es-
tabilidade na ocorréncia de bifurcagoes locais do
tipo Hopf na fronteira da regiao de estabilidade. E
em Gouveia Jr. et al. (2015), uma caracterizagdo
da fronteira da regido de estabilidade na presenca
agora de pontos de equilibrio nao-hiperbdlicos do
tipo Hopf subcritico foram apresentadas. As ca-
racterizagoes desenvolvidas em Gouveia Jr. et al.
(2014) e Gouveia Jr. et al. (2015) admitiram ape-
nas a existéncia de pontos de equilibrios, hiperbo-
licos e/ou nao-hiperbélicos, na fronteira da regido
de estabilidade. Neste artigo, pretendemos exten-
der esses resultados acomodando 6rbitas fechadas
na fronteira da regiao de estabilidade.

Neste artigo, uma caracterizagao completa da
fronteira da regido de estabilidade é desenvolvida
admitindo a existéncia de ponto de equilibrio nao-
hiperbélico Hopf, do tipo ou supercritico ou sub-
critico, como também na presenca de elementos
criticos (pontos de equilibrio ou o6rbitas periodi-
cas) hiperbélicos na fronteira da regiao de esta-
bilidade. Condigoes necessarias e suficientes para
um ponto de equilibrio do tipo Hopf pertencer a
fronteira da regiao de estabilidade sao exploradas
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tanto para o caso de Hopf supercritico como sub-
critico. Demonstra-se que a fronteira da regiao
de estabilidade é composta pela uniao de todas
as variedades estaveis dos elementos criticos hi-
perbolicos presentes na fronteira da regido de es-
tabilidade com as variedades centro-estaveis e/ou
centrais dos pontos de equilibrios Hopf supercri-
tico na fronteira de estabilidade. Se o ponto de
equilibrio Hopf for do tipo subcritico, a fronteira
da regiao de estabilidade é composta da uniao de
todas as variedades estaveis dos elementos criticos
hiperbolicos presentes na fronteira da regido de
estabilidade com as variedades estaveis dos pon-
tos de equilibrios Hopf subcriticos na fronteira de
estabilidade. Esta caracterizacao nos ajuda a en-
tender os mecanimos da bifurcacao de Hopf e suas
implicagoes na regiao de estabilidade e suas vari-
acoes com respeito aos parametros. Este artigo é
organizado como segue. Na secao 3, uma revisao
da caracterizagao da fronteira da regiao de esta-
bilidade dos sistemas dindmicos autonomos nao
lineares é apresentada. Na secao 4, os pontos de
equilibrio Hopf e as dindmicas locais numa vizi-
nhanca destes pontos sdo estudadas. A principal
contribuicao deste trabalho é apresentado na Se-
Gao d.

2 Preliminares

Nesta secao, recordaremos alguns conceitos clas-
sicos relacionados com a teoria de sistemas dini-
micos que sao essenciais para o desenvolvimento
posterior deste trabalho. Mais detalhes sobre os
conteudos explorados nesta secao podem ser en-
contrados em Kuznetsov (1995) e Smale (1967).

Consideremos o sistema dindmico auténomo
nao linear:

& = flx) (1)

onde x € R" e f: R® — R™ é um campo vetorial
suave. A solugio de (1) iniciando em x no tempo
t = 0 é denotada por (¢, 2). Um conjunto S C
RR™ ¢é dito ser um conjunto invariante de (1) se cada
trajetoria de (1) comegando em S permanece em
S para todo t.

O ponto z* € R™ é um ponto de equilibrio
de (1) se f(z*) = 0. Define-se elemento critico
do sistema dindmico autonémo (1) como sendo ou
uma, 6rbita fechada ou um ponto de equilibrio.

Um ponto de equilibrio z* de (1) é dito ser
hiperbélico se todos os autovalores da matriz Ja-
cobiana D, f(z*) ndo tém parte real nula. Além
disso, um ponto de equilibrio hiperboélico z* é do
tipo-k se a matriz Jacobiana possui k autovalores
com parte real positiva e n — k autovalores com
parte real negativa.

A orbita fechada ¢ do sistema dindmico au-
tonomo (1) é hiperbolica, se para qualquer zy € ¢,
a matriz Jacobiana da Aplicagdo de Poincaré as-
sociada & orbita fechada ¢ em xy possui todos os
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multiplicadores caracteristicos com modulo dife-
rente de 1, com excecao apenas de um multipli-
cador caracteristico que tém moédulo igual a 1. A
orbita fechada ¢ do sistema din&mico (1) é do tipo-
k se a matriz Jacobiana da Aplicacdo de Poin-
caré associada a orbita ¢ possui k£ multiplicado-
res caracteristicos com moédulo maior que 1, com
0<k<n-—1,en—k—1 multiplicadores carac-
teristicos com médulo menor que 1.

Seja x* um ponto de equilibrio nao-
hiperbélico do sistema dindmico autonémo nao
linear (1). Existem variedades invariantes sua-
ves locais W#(z*), We(a*), We(z*), WH(x*) e
Wer(2*) em a*, veja Hirsch et al. (1970) e Perko
(1991). Estas variedades sdo chamadas de vari-
edades estavel, centro estavel, central, instavel e
centro instavel, respectivamente. As variedades
estavel e instavel sao tnicas, mas as variedades
centro estavel, central e centro instavel podem nao
ser.

Transversalidade é um conceito geométrico
que trata das intersecoes das variedades e tém de-
sempenhado um papel muito importante no de-
senvolvimento da teoria de sistemas din&dmicos.
Definicao 1: Sejam ¥; e ¥; variedades de dimen-
soes n e l. Dizemos que as variedades W*(;) e
W3 (¥;) em R™ de classe C” (r > 1) sdo transver-
sais, se W (¥, )NW*(¥;) = 0; ouse x € W*(¥;)N
We(¥;) # 0, entdo dim (W*(¥;) NW*(¥;)) >
1+ max{n, I} e T,(W"(¥;))+T,(W*(¥;)) = R",
onde T,(W*(¥;)) e T,(W?*(¥;)) denotam o es-
paco tangente de W*(¥;) e W*(¥;), respectiva-
mente, no ponto x.

A definicdo de transversalidade acima im-
plica na definicao de transversalidade enunciada
em Smale (1967). Por exemplo, se ¥; e ¥;
sao pontos de equilibrios hiperbélicos e que sa-
tisfazem a condicdo de transversalidade definida
acima, entao W*(¥,;,) N W*(¥;) = 0 ou se = €
Wu(¥;) N Ws(¥;) # 0, entao T,(W*“(¥;)) +
T(W*(1;)) = B e dim (W(¥,) N W*(¥,)) >
1, pois dim(¥;) = dim(¥,) = 0.

3 Caracterizagao da Fronteira da Regiao
de Estabilidade

Nesta secao, apresentaremos uma visao geral da
teoria existente sobre a caracterizacao da fronteira
da regiao de estabilidade de sistemas din&micos
nao-lineares.

Suponha que z° seja um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel do sistema (1). A regiao
de estabilidade (ou regido de atracdo) de z® é o
conjunto

A(z®) = {z € R"|p(t, ) = 2° quando t — +o0}.

A regido de estabilidade A(z®) é um conjunto
aberto e invariante. Seu fecho A(z*) é invariante e
a fronteira da regigo de estabilidade OA(x®) é um
conjunto fechado e invariante, veja Amaral (2010).
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Com o intuito de compreender melhor a fron-
teira da regiao de estabilidade e obter melhores
estimativas da regiao de estabilidade, foram de-
senvolvidos caracterizagoes da fronteira da regiao
de estabilidade.

Uma caracterizacao completa da fronteira da
regiao de estabilidade de um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel z° do sistema (1) foi de-
senvolvida em Chiang et al. (1987) sob as seguin-
tes hipoteses:

(B1) Todos os elementos criticos em JA(z*) sdo
hiperboélicos;

(B2) As variedades estével e instavel dos elemen-
tos criticos em JA(x®) satisfazem a condigdo de
transversalidade;

(B3) Trajetorias em 0A(z®) aproximam-se de um
dos seus elementos critico quando t — oo.

A fronteira da regido de estabilidade de um
ponto de equilibrio assintoticamente estavel x°
do sistema (1), satisfazendo as hipoteses (B1),
(B2) e (B3), é a unido das variedades estéveis
de todos elementos criticos na fronteira 0A(z®) =
U; W*(¥;), onde ;, i = 1,2,... sdo os elemen-
tos criticos hiperbdlicos na fronteira da regiao de
estabilidade 0A(x*).

As hipoteses (B1) e (B2) sdo propriedades
genéricas de sistemas dinamicos na forma de (1),
veja Palis (1969). Condigoes suficientes para a ve-
rificac@o da hipotese (B3) foram dadas em Chiang
et al. (1988).

Neste artigo, estudaremos uma generalizacao
da caracterizacao da fronteira da regiao de esta-
bilidade quando a suposigao (B1) é violada. Em
particular, estudaremos a caracterizagao da fron-
teira da regiao de estabilidade quando um ponto
de equilibrio nao hiperbolico do tipo Hopf é en-
contrado na fronteira da regidao de estabilidade.
Embora a suposigao (B1) seja genérica, o estudo
da caracterizacao da fronteira da regiao de esta-
bilidade na presenca de pontos de equilibrio nao-
hiperbélicos é importante para entender o com-
portamento da regiao de estabilidade a variagoes
de parametros. Essas mudancas ji foram investi-
gadas na ocorréncia de bifurcagoes sela-né6 do tipo-
zero na fronteira da regido de estabilidade Ama-
ral e Alberto (2010) e Amaral e Alberto (2011),
e na ocorréncia de pontos de equilibrio Hopf su-
percriticos do tipo k, com 1 < k < n — 2, Gou-
veia Jr. et al. (2013), e subcriticos do tipo k, com
1 <k <n-—2, Gouveia Jr. et al. (2015).

4 Ponto de Equilibrio Hopf

Nesta secao, um determinado tipo de ponto de
equilibrio nao-hiperbélico, ou seja, o ponto de
equilibrio Hopf, é estudado. Em particular, o com-
portamento dindmico em uma vizinhanca deste
equilibrio é explorada em detalhes e o compor-
tamento assintotico das solugdes nas variedades
locais invariantes é discutido.
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Considere o sistema dindmico ndo linear (1).
Um ponto de equilibrio nao hiperbélico p € R™ de
(1) é chamado um ponto de equilibrio de Hopf se
as seguintes condicoes forem satisfeitas:

(i) D,f(p) tem um par simples de autovalores
imaginéarios puros, +iw, e nenhum outro autova-
lor com parte real nula;

(#4) I3 # 0, onde I3 é o Primeiro Coeficiente de
Lyapunov, veja Gouveia Jr. et al. (2014).

Coeficientes de Lyapunov indicam o nivel de
degeneracao do campo vetorial. Se o primeiro co-
eficiente de Lyapunov é diferente de zero, entao
o campo vetorial possui uma degeneragao de or-
dem cubica mostrando que termos ctibicos sao os
que determinam o tipo de comportamento diné-
mico local na vizinhanca do ponto de equilibrio
nao hiperboélico na variedade central, ver Kuznet-
sov (1995) para mais detalhes.

Pontos de equilibrio de Hopf podem ser clas-
sificados de acordo com o sinal do primeiro coe-
ficiente de Lyapunov. Um ponto de equilibrio de
Hopfp € R™ de (1) é chamado um ponto de equili-
brio Hopf supercritico se o primeiro coeficiente de
Lyapunov l; < 0 e é chamado um ponto de equi-
librio de Hopf subcritico se o primeiro coeficiente
de Lyapunov I; > 0.

Pontos de equilibrio de Hopf podem também
ser classificados em tipos de acordo com o niimero
de autovalores de D, f(p) com parte real positiva.
Um ponto de equilibrio de Hopf p de (1) é cha-
mado um ponto de equilibrio de Hopf do tipo-k se
D, f(p) tem k (k < n — 2) autovalores com parte
real positiva e n — k — 2 com parte real negativa.

Neste artigo, estamos interessados nos dois ti-
pos de pontos de equilibrio de Hopf, os supercriti-
cos e os subcriticos. Se p é um ponto de equilibrio
de Hopf supercritico do tipo-k, entdo as seguin-
tes propriedades sdo satisfeitas, veja Kuznetsov
(1995) e Sotomayor (1973):

(7) A variedade instavel k-dimensional W*(p) de p
existe, é tnica, e se ¢ € W*(p) entdo o(t,q) — p
quando t — —o0.

(74) A variedade estavel (n — k — 2)-dimensional
W#(p) de p existe, é tnica, e se ¢ € W*(p) entdo
(t,q) — p quando t — +o0.

(#i1) A variedade centro estavel (n — k)-
dimensional W (p) de p existe, é tunica, e se
q € W (p) entdo ¢(t,q) — p quando t — +o0.

A Figura 1(a) ilustra as variedades invariantes
para um ponto de equilibrio de Hopf supercritico
do tipo-zero em R? e a Figura 1(b) ilustra estas
variedades invariantes para um ponto de equilibrio
de Hopf supercritico do tipo-1 em R3.

Se p é um ponto de equilibrio de Hopf sub-
critico do tipo-k, entao as seguintes propriedades
sao satisfeitas, veja Kuznetsov (1995) e Sotomayor
(1973):

(i) A variedade instavel k-dimensional W*(p) de p
existe, é unica, e se ¢ € W¥(p) entdo p(t,q) — p
quando t — —oo0.
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>Wﬁ)c (p)
Y

(b) Ponto de equilibrio Hopf Subcritico do tipo-0

Figura 1: 1(a) Variedades W _(p) e W _(p) para
um ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-
zero p do sistema (1) em R3®. W (p) ndo é tnica.
Trés possiveis escolhas para W (p) sdo mostradas
nesta figura. 1(b) Variedades W (p) e W%, (p)
para um ponto de equilibrio Hopf supercritico do
tipo-1 p do sistema (1) em R3. Neste caso, W¢,.(p)
é tnico.

(#4) A variedade estavel (n — k — 2)-dimensional
W#(p) de p existe, é unica, e se ¢ € W*(p) entao
o(t,q) — p quando t — +o0.
(#5i) A variedade centro instavel (kK + 2)-
dimensional W< (p) de p existe, é tnica, e se
q € We(p) entao o(t,q) — p quando t — —o0.
A Figura 2(a) ilustra as variedades invarian-
tes para um ponto de equilibrio de Hopf subcritico
do tipo-1 no R3 e a Figura 2(b) ilustra estas vari-
edades invariantes para um ponto de equilibrio de
Hopf subcritico do tipo-0 no R3.

5 Pontos de Equilibrio de Hopf na
fronteira da regiao de estabilidade

Nesta secao, resultados inéditos de caracterizagao
de equilibrios na fronteira da regido de estabili-
dade sdo apresentados. Generalizaremos a carac-
terizacao da fronteira da regido de estabilidade na
presenca de um ponto de equilibrio Hopf, do tipo
supercritico ou subcritico, na fronteira da regiao
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(a) Ponto de equilibrio Hopf Subcritico do tipo-1

We(p) /

X

(b) Ponto de equilibrio Hopf Subcritico do tipo-0

Figura 2: 2(a) Variedades W¢(p) e W*(p) para
um ponto de equilibrio Hopf Subcritico p do tipo-
1 do sistema (1) no R3. W _(p) ndo € tnica. Trés
possiveis escolhas para W¢(p) sdo mostradas nesta
figura. 2(b) Variedades W¢(p) e W?*(p) para um
ponto de equilibrio Hopf Subcritico p do tipo-0 do
sistema (1) no R3. Neste caso, W¢(p) é tnica.

de estabilidade admitindo também na fronteira a
existéncia de orbitas periddicas.

A caracterizagdo da fronteira da regido de es-
tabilidade na presenca de um ponto de equilibrio
Hopf sera desenvolvida em dois passos. Primeira-
mente, estudaremos uma caracterizacao dos ele-
mentos criticos e os pontos de equilibrio Hopf Su-
percriticos que pertencem a fronteira da regiao de
estabilidade, e em seguida, estudaremos esta ca-
racterizacdo para pontos de equilibrio Hopf Sub-
criticos.

Seja z® um ponto de equilibrio assintotica-
mente estavel e considere as seguintes afirmagcdes:
(B1’) Todos os elementos criticos em 0A(z®)
sao elementos criticos hiperboélicos ou pontos de
equilibrio Hopf supercriticos;

(B2?) As variedades estaveis, centro-estaveis e/ou
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centrais e as variedades instaveis dos elementos
criticos em OA(xz®) satisfazem a condi¢do de
transversalidade da definicao 1.

O préximo teorema mostra a caracterizagao
dos elementos criticos hiperbélicos e pontos de
equilibrio Hopf supercriticos na fronteira da regiao
de estabilidade para tipo-k, com 1 < k <n — 3.

Teorema 1 (Elementos criticos do tipo-k na
fronteira da regido de estabilidade) Seja A(x®) a
regiao de estabilidade de um ponto de equilibrio
assintoticamente estdvel x* de (1). Sejam p um
ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-k,
com 1l < k < n-—3, e un elemento critico
hiperbdlico do tipo-k', com k' < n, de (1). Se as
suposi¢oes (B17), (B2’) e (B3) sdio satisfeitas,
entao:
(1) Se b é um elemento critico do tipo-k', com
1 <k <n, entao

Y estd na fronteira 0A(x?)
Az®) #0

P estd na fronteira 0A(z®) <= W?*(¢) C
0A(x*)
(13) Se p é um ponto de equilbrio Hopf supercritico
do tipo-k, com 1 < k <n — 3, entdo

p € QA(x®) <= W"(p) N A(x®) £ 0

p € 0A(z®) < W*(p) C JA(x?)
(i4i) Se p é um ponto de equilbrio Hopf supercri-
tico do tipo-(n — 2), entio

p € 0A(x®) <= W¥(p) N A(x®) £ 0

p € 0A(z®) <= W<(p) C JA(x?®)

— W) N

A prova completa do Teorema 1 é longa e seré
omitida. Em seguida, discutiremos as principais
ideias desta prova. A prova deste teorema con-
siste inicialmente da caracterizacao dos elementos
criticos do tipo-1 na fronteira da regiao de esta-
bilidade. A caracterizacao para elementos criticos
de tipos superiores a 1 segue por argumentos de
inducdo. A prova de que a intersecao nao vazia
da variedade instavel do elemento critico com a
regiao de estabilidade do ponto de equilibrio as-
sintoticamente estavel é uma condicao necessaria e
suficiente para garantir que o elemento critico per-
tenga a fronteira da regido de estabilidade, resulta
como uma, consequéncia do A-lemma para pontos
de equilibrio nao hiperbolicos, veja Palis (1969),
e de resultados de dimensao das variedades ins-
taveis dos elemento criticos. A prova de que as
variedades estaveis, centro-estaveis e/ou centrais
dos elementos criticos em OA(z®) intersectam a
regiao de estabilidade se o elemento critico per-
tence a 0A(p) é muito similar & demonstragao da
primeira parte.

O proximo teorema oferece uma caracteriza-
¢do completa da fronteira da regidao de estabili-
dade quando pontos de equilibrio Hopf supercri-
tico encontram-se em 9OA(z?).
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Teorema 2 (Caracterizac¢do da Fronteira de
Estabilidade para Elementos Criticos) Seja
z® um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel
de (1) e A(z®) sua regigo de estabilidade. Se as
suposi¢oes (B1’) e (B3) sdo satisfeitas, entdo

0A(x") < (W (z) W (o) W o) U W (@)
7 k j l

J

onde x; sao os pontos de equilibrio hiperbdlicos,
@i sGo as orbitas fechadas hiperbdlicas, p; os pon-
tos de equilibrio Hopf supercriticos do tipo-k, com
1 <k<n-3, eq os pontos de equilibrio Hopf
supercriticos do tipo-(n—2) em 0A(z®), i, k, 4,1 =
1, 2, .... Se a suposi¢io (B2’) é satisfeita, entdo

9A(*) = W @) JW* @) JW o) W (@).
i k j l

Considere agora as seguintes afirmacoes:

(B1”) Todos os elementos criticos em OA(z®)
sao elementos criticos hiperboélicos ou pontos de
equilibrio Hopf subcriticos;
(B2”) As variedades estdveis e as variedades
instaveis, centro-instéveis e/ou centrais dos ele-
mentos criticos em JA(x®) satisfazem a condicao
de transversalidade da definicao 1.

O proximo teorema oferece condigoes necessa-
rias e suficientes para garantir que elementos criti-
cos hiperbolicos e pontos de equilibrio Hopf Sub-
criticos pertencam a fronteira da regido de estabi-
lidade em termos das propriedades das suas vari-
edades estavel local, centro instavel local e centro
local.

Teorema 3 (Elementos criticos tipo-k na
fronteira da regiao de estabilidade) Seja
A(x®) a regido de estabilidade de um ponto de
equilibrio assintoticamente estdvel x° de (1)
e suponha que as sequintes suposi¢ées (B17),
(B2”) e (B3) sejam satisfeitas. Sejam p um
ponto equilibrio Hopf subcritico do tipo-k, com
1<k <n-3, ey um elemento critico do tipo-k',
com k' <n, de (1). Entao:
(i) Se v é um elemento critico do tipo-k', com
1 <k < n, entio

P € 0A(x®) <= Wu(y) N A(z®) # 0

P € 0A(x®) < W*(¢) C DA(x®)
(i) Se p é um ponto de equilibrio Hopf subcritico
do tipo-0, entdo

p € DA(x®) <= W°(p) N A(z®) # 0

p € 0A(z®) <= W*(p) C OA(z®)
(i) Se p é um ponto equilibrio Hopf subcritico do
tipo-k, com 1 < k <n — 3, entdo

p € 0A(z®) <= W (p) N A(z®) # 0

p € 0A(z®) <= W*(p) C DA(z®)
ii. Se p é um ponto de equilibrio Hopf subcritico
do tipo-n — 2, entdo

p € DA(*) = W(p) N A(c*) £ 0
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O proximo teorema oferece uma caracteriza-
¢ao completa da fronteira da regiao de estabilidade
quando existem pontos de equilibrio Hopf subcri-
ticos em OA(z®).

Teorema 4 (Caracteriza¢cgo da Fronteira
da Regiao de Estabilidade): Seja x* um ponto
de equilibrio assintoticamente estdvel de (1) e
A(x®) sua regiao de estabilidade. Se as suposigoes
(B1”), e (B3) sdo satisfeitas, entio

dA(z*) C Uwswi) UWS(pj)

onde ; sao os elementos criticos hiperbolico e
pj 0s pontos de equilibrio Hopf subcriticos em
0A(x%), i, j =1, 2, .... Se a suposi¢io (B2”) é
satisfeita, entao

04" = W) W ().

6 Conclusao

Neste artigo estudamos a caracterizagdo da fron-
teira da regiao de estabilidade de sistemas dinami-
cos nao lineares autonomos na presenga de pon-
tos de equilibrio Hopf tanto para caso supercri-
tico quanto para o caso subcritico. Foram ofere-
cidas condicbes necessarias e suficientes para que
um ponto de equilibrio hiperboélico e um ponto de
equilibrio Hopf, supercritico ou subcritico, per-
tencam & fronteira da regido de estabilidade. A
caracterizagdo da fronteira da regido de estabili-
dade proposta neste trabalho é uma generalizagao
das caracterizacoes encontradas na literatura per-
mitindo a presenca de pontos de equilibrio nao-
hiperbélicos do tipo Hopf na fronteira da regiao
de estabilidade. Explorando as caracterizacoes de-
senvolvidas neste trabalho, esperamos, no futuro
proximo, entender como a regiao de estabilidade se
comporta quando bifurcacoes locais do tipo Hopf
ocorrem na fronteira da regiao de estabilidade.
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