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Abstract— The electron identification is of fundamental importance for the physics demanded by ATLAS
experiment due to the presence of these in the final process of interest particles decay. In particle physics
environment, the occurrence probability of relevant electrons are very low compared to particles considered
background, requiring algorithms with detection efficiency index and background rejection each time better. In
this work, the methods applied in the electron identification in ATLAS experiment will be reviewed and possible
optimizations will be evaluated from the data produced by the ATLAS experiment. Concentrated in the offline
context, the work reproduces the method based on Likelihood and proposes an improvement with the use of
multivariate technique MKDE (Multivariate Kernel Density Estimation), capable of mitigate the error inserted
in consideration of independence between discriminating variables entered by the method Likelihood as is the
case of ATLAS.
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Resumo— A identificação de elétrons é de fundamental importância para a f́ısica que se deseja observar no
experimento ATLAS, devido à presença destes no processo final de decaimento de part́ıculas de interesse. Nesse
ambiente de f́ısica de part́ıculas, a probabilidade de ocorrência de elétrons, que são de interesse, são baix́ıssimas
em relação à part́ıculas consideradas rúıdo de fundo, exigindo algoritmos com ı́ndices de eficiência de detecção e
rejeição de rúıdo de fundo cada vez melhores. Nesse trabalho, os métodos aplicados na identificação de elétrons no
Experimento ATLAS serão revisados e posśıveis otimizações serão avaliadas. Concentrado no contexto offline, o
trabalho reproduz o método baseado em verossimilhança e propõe uma melhoria com o uso da técnica multivariada
MKDE (do inglês, Multivariate Kernel Density Estimation), capaz de mitigar o erro inserido na consideração de
independência entre as variáveis discriminantes, inserida em aplicações do método de verossimilhança, como é o
caso no ATLAS.

Palavras-chave— Identificação de Elétrons, Verossimilhança, KDE Multivariado.

1 Introdução

Em ambientes industriais ou em laboratórios de
pesquisa, a análise multivariada tem se mostrado
uma ferramenta poderosa na resolução de vários
problemas ligados a estimação e seleção de even-
tos. Problemas que requerem soluções deste tipo
ocorrem em várias áreas do conhecimento.

Nas últimas décadas, vários experimentos ge-
radores de enorme quantidade de dados foram ini-
ciados, fazendo com que a importância da estima-
ção de densidade, utilizando-se de métodos não
paramétricos, crescesse consideravelmente. Os
Experimentos ligados ao acelerador de part́ıcu-
las, conhecido como LHC (do inglês Large Ha-
dron Collider), representam alguns deles (CERN,
2015). Em geral, a f́ısica experimental de altas
energias é um dos ramos da ciência que mais exige
dos sistemas de processamento, tendo em vista
que os eventos de interesse são muito raros e conta-
minados com alto ńıvel de rúıdo de fundo, devendo
o sistema ser capaz de eliminar a maior quanti-
dade posśıvel dos eventos de rúıdo de fundo sem

descartar os raros eventos de interesse. Isso faz
com que o desempenho dos algoritmos aplicados
para este fim seja essencial e uma busca cont́ınua
pela otimização dos mesmos faz-se indispensável.

Nos anos de 2013 (Collaboration et al., 2013)
e 2014 (Collaboration et al., 2014), a colabora-
ção ATLAS publicou análises e resultados da téc-
nica de verossimilhança aplicada na identificação
de elétrons. Contudo, o grupo utiliza uma simpli-
ficação da formulação matemática desse método,
assumindo independência entre as variáveis. Por-
tanto, possibilita a investigação do impacto desta
simplificação no desempenho do método.

Este trabalho se concentra na identificação de
elétrons, no detector ATLAS, analisando os sub-
produtos das colisões geradas no LHC. Mais es-
pecificamente, na estimação de densidades con-
juntas não-paramétricas, no intuito de mitigar o
problema de dependência entre as variáveis utili-
zadas pelo algoritmo de identificação por veros-
similhança. Foi desenvolvido um algoritmo para
estimação de densidades uni e multidimensional,
efetuando a comparação dos mesmos.
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Este documento está organizado da seguinte
maneira: a Seção 2 apresenta uma śıntese da iden-
tificação de elétrons no detector ATLAS, na Seção
3 uma discussão sobre estimação de densidades de
Núcleo (KDE) será apresentada, a Seção 4 apon-
tará os resultados e análises; e finalmente na Seção
5 as conclusões serão pontuadas.

2 Identificação de elétrons no
experimento ATLAS

Com 46 metros de comprimento, 25 metros de al-
tura, 25 metros de largura e 7 mil toneladas, o
detector ATLAS é o maior detector de part́ıculas
já constrúıdo (Figura 1). Situa-se em uma caverna
a 100 metros, no CERN, como pode ser visto na
Figura 2, próximo da cidade de Meyrin, na Súıça.

Figura 1: Detector ATLAS. Extráıdo de (CERN,
2016).

Figura 2: Vista subterrânea do detector ATLAS.
Extráıdo de (CERN, 2016).

Feixes de prótons são acelerados em direções
opostas pelo LHC e colidem no centro do Detector
ATLAS, gerando subptrodutos sob a forma de no-
vas part́ıculas, que se espalham em todas as dire-
ções. Por ser um detector de uso geral , o ATLAS
deve ser capaz de identificar os mais diversos ti-
pos de part́ıculas assim como medir suas energias
e trajetórias. Para isto, seis subsistemas de de-
tecção diferentes foram dispostos em camadas ao
redor do ponto de colisão, fazendo com que a re-
construção completa dos eventos fosse posśıvel.

2.1 Perfil dos eventos do ATLAS

O perfil dos eventos de interesse do ATLAS e
suas particularidades ditaram as caracteŕısticas de
construção e modulação do detector. Cada com-
ponente deste equipamento foi especificado para
medir um conjunto de propriedades das part́ıculas

geradas na colisão (Lippmann, 2012). Um exem-
plo do processo de interação das principais part́ı-
culas com o detector pode ser visto na Figura 3.
Os múons, prótons e elétrons deixam sinal no de-
tector de traço; os múons, elétrons, fótons e pró-
tons no caloŕımetro eletromagnético; os múons,
prótons, nêutrons no caloŕımetro hadrônico; e a
câmara de múons somente detecta os múons.

Figura 3: Assinatura das part́ıculas no detector
ATLAS. Extráıdo de (Landua, 2009).

2.2 Sistema de filtragem do ATLAS

No intuito de alcançar novas descobertas,
utilizando-se de eventos raros, o experimento efe-
tua colisões com uma taxa muito alta de operação,
gerando um conjunto muito grande de informa-
ções, onde grande parte desses eventos podem ser
descartados a fim de evitar o armazenamento de
dados não relevantes (Watts, 2003).

Nesse contexto, faz-se necessário um Sistema
de Filtragem Online, capaz de separar os even-
tos considerados importantes e armazená-los para
uma análise Offline. Essas análises utilizam algo-
ritmos mais complexos e criteriosos para selecio-
nar as part́ıculas de interesse da análise proposta.

2.3 Algoritmos de identificação de elétrons

Uma boa performance dos algoritmos na recons-
trução e identificação de elétrons é um requisito
fundamental para o sucesso do programa cient́ı-
fico do experimento ATLAS, uma vez que as prin-
cipais assinaturas dos processos eletrofracos são os
léptons (Alison, 2014), sendo utilizados para inú-
meras análises, como, por exemplo, as medidas de
precisão do modelo padrão, a descoberta do bóson
de Higgs e a busca por uma nova f́ısica além do
Modelo Padrão.

Os elétrons isolados produzidos nos processos
f́ısicos de interesse estão sujeitos a uma grande
quantidade de rúıdos de fundo provenientes de há-
drons identificados equivocadamente, fótons con-
vertidos e elétrons não-isolados. Por essa razão, é
de primordial importância alcançar uma eficiente
identificação de elétrons, sobre todo o detector, e
manter uma grande rejeição de rúıdo de fundo.
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A colaboração ATLAS utiliza dois algoritmos
para identificação de elétrons: O T2Calo, que atua
na parte rápida da seleção, usando a informação
de calorimetria, que é combinada com a de traço,
e um algoritmo baseado em verossimilhança, que
atua na parte de precisão.

O T2Calo efetua a identificação de elétrons
utilizando cortes nas PDFs (do inglês Probability
Density Function) de variáveis altamente discri-
minantes provenientes do detector. Já o algoritmo
baseado em verossimilhança consiste na estimação
das densidades dessas variáveis e cálculo do discri-
minante utilizando a PDF conjunta.

3 Estimação de densidade

O KDE (do inglês Kernel Density Estimation) é
uma técnica não-paramétrica para estimação de
densidades de distribuição onde cada observação
é ponderada pela distância em relação a um valor
central, o núcleo. Após a estimação da densidade
de um conjunto de dados, tem-se, supostamente,
conhecimento sobre a probabilidade de ocorrência
de eventos futuros, podendo ser usado em proble-
mas de classificação (Scott, 2015).

3.1 Estimação de densidade univariada

Uma das maneiras mais simples de abordar esse
problema é a estimação por histograma, equacio-
nado como segue:

f̂h (x) =
1

nh

n∑
i=1

∑
j

I (xi ∈ Bj) I (x ∈ Bj) (1)

onde,
Bj = [xo + (j − 1)h, xo + jh)
j ∈ Z

(2)

Esse método lida com os parâmetros de ori-
gem (xo) e tamanho do bin (h), sendo que am-
bos, se escolhidos de maneira errada, podem re-
sultar em uma má estimação. No intuito de di-
minuir esse problema, é posśıvel efetuar a esti-
mação pela média de sub-histogramas desloca-
dos, tornando o método independente da origem
(Seather, 1992). Entretanto, o problema de oti-
mização do parâmetro h continua e sua otimiza-
ção foi considerada em vários trabalhos, como por
exemplo: (Abramson, 1982), (Silverman, 1986) e
(Comaniciu et al., 2001).

Outra forma de estimação de densidades
muito utilizada na literatura é o uso de um es-
timador por núcleo, que de forma direta, aplica
uma função Kernel em cada evento, considerando
a contagem de eventos em sua vizinhança. O esti-
mador é dado pela Equação 3 e foi Rosenblatt em
1956 o primeiro autor que considerou esse modelo.

f̂ (xi) =
1

nh

n∑
k=1

K

(
(xi −Xk)

h

)
(3)

onde K(u) é a função Kernel, h é a largura de
banda e n é o número de eventos em torno de
xi. Para garantir que esse modelo retorne uma
função de densidade, o Kernel deve satisfazer
+∞
∫
−∞

K (u) du = 1 e K (u) ≥ 0 ∀ u ∈ < (Fun-

ções Kernels de ordem maiores que 2 não satisfa-
zem a última propriedade).

Alguns exemplos de funções kernel de segunda
ordem são (Scott, 2015): Triangular, Epanechni-
kov, Quartic, Triweight e Gaussiana, sendo que a
última foi a escolhida para esse trabalho.

Em ambas as abordagens, histogramação e
KDE, fica clara a dependência da estimação em
relação ao parâmetro h de largura de banda. Na
literatura existem algumas formas de otimização
da estimação de densidades por meio da escolha
ótima do parâmetro h. Nesse trabalho, a escolha
do parâmetro h foi feita utilizando o método Lp,
que é uma ideia bastante comum para medir a di-
ferença entre duas funções, dado pela Equação 4:

Lp =

(∫
|f − g|p

)1/p
(4)

onde p é o parâmetro a ser escolhido. Quando
p = 2 na Equação 4, temos:

ISE
(
f̂h

)
=

∫ [
f̂h (x)− f (x)

]2
dx (5)

que é, então, chamada de Integral do Erro
Quadrático (do inglês, Integrated Squared Error
(ISE)), sendo assim, para o cálculo da Integral
do Erro Quadrático Médio (do inglês, Mean Inte-
grated Squared Error (MISE)), utiliza-se o valor
esperado de f (x), obtendo a Equação 6.

MISE
(
f̂h

)
=

∫
E
{
f̂h (x)− f (x)

}2
dx (6)

Do mesmo modo que o Erro Quadrático Mé-
dio (do inglês, Mean Squared Error (MSE)), que é
a medida do erro médio de um certo ponto x, a ex-
pressão do MISE pode ser decomposta em termos
de bias e variância, como mostrada na Equação 7.

MSE
(
f̂h

)
= E

{
f̂h (x)− f (x)

}2

= Bias
(
f̂h (x)

)2
+ var

(
f̂ (x)

)
'

(
1
2
f ′′ (x)h2µ2(K)

)2
+

+
f(x)R(K)

nh
+ o

(
1
nh

+ h4
)

(7)

Na Equação 7, o último termo é devido ao erro
de truncamento da expansão de Taylor, como su-
gerido em (Hansen, 2004) faz-se uma aproximação
assintótica no MSE, desconsiderando esse termo,
a equação recebe o nome de AMSE . Quando se
trata de distribuições e não de pontos, a medida
de erro é chamada de MISE, e sua aproximação
assintótica AMISE, dada pela Equação 8.

AMISE =
∫
AMSE

(
f̂ (x)

)
dx

= 1
4
h4µ2(K)2R (f ′′) + 1

nh
R (K)

(8)
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onde µ2 representa a variância do Kernel de se-
gunda ordem e R(.) a rugosidade.

Temos então que o primeiro termo (bias) au-
menta proporcionalmente ao parâmetro h, já o se-
gundo termo (variância) diminui de maneira inver-
samente proporcional ao aumento de h, com isso
observa-se claramente um conflito entre reduzir a
variância e o bias de forma simultânea, visto que a
escolha de um h pequeno para garantir um menor
bias ocasiona uma variância grande (Scott, 2015).

Na Equação 8, fazendo a primeira derivada
igual a zero, pode-se calcular a largura de banda
ótima, dada pela Equação 9.

hAMISE =

[
R (K)

µ2(K)2R
(
f ′′
)
n

]1/5
(9)

Como a Equação 9 mostra, o problema de cal-
cular a largura de banda ótima via AMISE, com o
conhecimento somente da distribuição, é circular.
Assumiu-se uma distribuição normal com variân-
cia σ2 para a escolha automática desse parâmetro
(Silverman, 1986). Com isso o parâmetro de lar-
gura de banda fixa h que minimiza o AMISE é:

h = 1, 06σn−1/5 (10)

A largura de banda h, como foi abordado, é
um parâmetro crucial, e pode ser utilizado de duas
formas, fixa ou variável. A segunda abordagem
possibilita a utilização de uma largura de banda
h(xi) para cada ponto de xi em que desejamos
estimar a probabilidade fhi

(xi). Esse estimador é
conhecido como balloon estimator e tem a forma:

f̂hi (xi) =
1

nh(xi)

n∑
k=1

K

(
(xi −Xk)

h(xi)

)
(11)

onde h(xi) é uma largura de banda que varia de
acordo com o ponto xi.

Para calcular o parâmetro de largura de banda
variável h(xi) utiliza-se a Equação 12, como suge-
rido por (Abramson, 1982).

h (xi) =
h√
fp(xi)

(12)

onde, h é uma largura de banda fixa e fp(xi) é
a probabilidade de xi na PDF. Para estimar esse
último parâmetro fez-se um estudo sobre méto-
dos de validação cruzada, que utilizam os critérios
de ISE e MISE; e então utilizando um algoritmo
proposto por (Shimazaki and Shinomoto, 2007) de
estimação da binagem ótima para um histograma,
que aborda o problema fazendo uso de uma função
custo que minimiza o critério MISE. Entretanto,
essa escolha não mostrou um bom resultado de-
vido as variedades nas formas das distribuições
analisadas nesse trabalho. Para contornar este
problema foi necessário inserir outro parâmetro,
o λ, chamado de constante de proporcionalidade
proposto por (Comaniciu et al., 2001), como mos-
tram as equações 13 e 14:

h (xi) = h

[
λ

fp(xi)

] 1
2

(13)

sendo λ dado por:

λ = e
n−1

n∑
i=1

log(fp(xi))

(14)

3.2 Estimação de densidade Multivariada

O conceito de KDE univariado precisa ser am-
pliado quando precisa-se investigar a dependência
entre as variáveis do problema. Tendo como base
a teoria univariada, uma generalização do KDE é
mostrada na Equação 15:

fh1,h2,...,hv (x1,2,...,v) =

= 1
n

N∑
k=1

1
h1

1
h2
... 1

hv
K
(

(x1−Xk1
)

h1

)
K
(

(x2−Xk2
)

h2

)
...K

(
(xv−Xkv )

hv

) (15)

O racioćınio é análogo e, em nosso algoritmo,
foi utilizado a forma generalizada matricial. Pri-
meiro, a largura de banda foi modelada como:

H = diag(h1, h2, ..., hv) (16)

Foi escolhida a largura de banda fixa como
proposto por (Wand and Jones, 1995), sendo uma
generalização multidimensional de h.

hj =

(
4

d+ 2

) 1
(d+4)

n
−1

(d+4) σj (17)

onde, d representa o número de dimensões do pro-
blema, j é o sub́ındice da respectiva dimensão, n
é o número de eventos e σj é o desvio padrão dos
eventos da dimensão j. Note-se que, para d=1, a
Equação 17 coincide com o método proposto por
Silverman, dado pela Equação 10.

Sendo x = x1, x2, ..., xv , tem-se a fór-
mula para o KDE Multivariado, denominado de
MKDE:

fH (x) = 1
n

n∑
k=1

1
det(H)

K
{
H−1(x−Xk)

}
= 1

n

n∑
k=1

KH(x−Xk)
(18)

com,

KH (a) =
1

det(H)
K
(
H−1a

)
, a = (x−Xk) (19)

4 Resultados

Uma boa estimação da densidade conjunta das va-
riáveis discriminantes é central para o método de
Verossimilhança e, devido a isto, este trabalho se
concentrou principalmente neste tópico. Para tal,
dados de Monte Carlo gerados pela Colaboração
ATLAS foram utilizados.
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O menu utilizado contempla 13 variáveis dis-
criminantes e os dados foram divididos em 12 re-
giões, três em Et e quatro em η, ponderando so-
bre a estat́ıstica dispońıvel e regiões de interesse,
sendo que os resultados aqui mostrado são refe-
rentes a região 1, que compreende os dados com
Et < 20GeV e |η| < 0.8, interessantes por ser
onde mais existe contaminação de rúıdo de fundo.

O conjunto de dados foi dividido igualmente
em treinamento e validação. O conjunto de trei-
namento é utilizado para estimar as PDFs e no
cálculo de parâmetros (por exemplo, a matrix de
AUC (do inglês, Area Under the Curve) na Fi-
gura 6) utilizados na verossimilhança, já o con-
junto de validação é utilizado para avaliar o de-
sempenho dos algoritmos constrúıdos.

A implementação do algoritmo de estimação
de densidades foi efetuado em conformidade com
as formulações matemáticas descritas na Seção 3.1
e seu resultado pode ser visto na Figura 4, onde
são mostradas 4 distribuições, duas de sinal e duas
de rúıdo de fundo, sendo que a escolha da melhor
binagem para visualização do histograma foi feita
utilizando a medida do χ2.

Variável 12 - Sinal

P
ro

b
a

b
ili

d
a

d
e

 N
o

rm
a

liz
a

d
a

Variável 12
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a

d
e
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o
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liz
a

d
a

Variável 11
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b
a

b
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d
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o
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a

d
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Figura 4: Histograma da variável e a sua PDF
estimada pelo KDE. (Sup. Esq.) Variável 12 de
sinal; (Sup. Dir.) Variável 11 de sinal; (Inf. Esq.)
Variável 12 de rúıdo de fundo; (Inf. Dir.) Variável
11 de rúıdo de fundo.

De forma análoga, o resultado da implementa-
ção do algoritmo de estimação de densidades mul-
tivariadas, para o caso bidimensional, pode ser ob-
servado na Figura 5, trazendo ao lado das mesmas,
para fins de comparação, as densidades estimadas
a partir do método univariado, utilizando-se de
suas marginais (do inglês, Marginal) e do histo-
grama normalizado da distribuição.

Uma vez com as densidades estimadas, pode-
se utilizá-las no algoritmo de identificação de elé-
trons, baseado no método de verossimilhança, e
efetuar uma comparação entre o uso das PDFs
constrúıdas de forma marginal e conjunta. En-
tretanto a escolha dos pares de variáveis discri-
minantes que serão utilizados para estimação de
densidade bivariada é de suma importância, sendo
que o método de análise aqui proposto é obser-
var a diferença entre AUC (do inglês, Area Under
the Curve) das análises conjunta (multivariada) e

Figura 5: Gráfico que ilustra para um par de va-
riáveis a diferença entre a estimação de densidade
conjunta (Joint) e marginal (Marginal), com o
histograma normalizado da distribuição. (Supe-
rior) Sinal; (Inferior) Rúıdo de Fundo

.

marginal (univariada) para todos os pares de va-
riáveis e então escolher as que apresentarem os
maiores ı́ndices de melhoria, no intuito de otimi-
zar a performance do algoritmo de classificação de
eventos multivariado.

A Figura 6 apresenta a diferença de AUC das
ROCs obtidas a partir dos algoritmos de estima-
ção unidimensional e bidimensional aplicados a
cada um dos pares posśıveis entre as 13 variáveis
discriminantes. Observa-se que os pares 4 e 7; 10 e
12; 5 e 6; 9 e 11 são posśıveis escolhas baseando-se
nessa proposta.

Figura 6: Gráfico de AUC com a combinação de
todos os pares de variáveis, para a Região 1.

A Figura 7 mostra a comparação, via curva
ROC, entre a utilização da análise Univariada e
Bivariada para os dados de validação da região 1.
Observando esses resultados, tem-se um indicativo
que o método de análise multivariada apresenta
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Figura 7: Curva ROC da Região 1 comparando a
análise Univariada com a Bivariada para os even-
tos de CC. (Sup. Esq.) Par de variáveis - 9 e
11; (Sup. Dir.) Par de variáveis - 10 e 12; (Inf.
Esq.) Par de variáveis - 5 e 6 e (Inf. Dir.) Par de
variáveis - 4 e 7.

um pequeno ganho de performance, uma vez que
este método diminui o impacto dos eventuais erros
causados pela consideração de independência das
variáveis discriminantes.

5 Conclusões

Este trabalho apresentou resumo dos estudos, im-
plementação e análise relacionados a um algoritmo
de estimação de densidade não-paramétrico base-
ado no MKDE aplicado à seleção de elétrons para
o Experimento ATLAS usando a técnica de veros-
similhança. A identificação de elétrons é de suma
importância para o programa de f́ısica do ATLAS.

Os resultados apresentados indicam uma pe-
quena melhora no uso de PDFs bidimensionais
estimadas pelo método de MKDE na Verossimi-
lhança. Atualmente há um novo conjunto de da-
dos dispońıvel para análise e será usado para con-
firmação desses resultados. Ressalta-se que os Ex-
perimentos do LHC estão em evolução e novas fa-
ses com energia e luminosidade maiores são pre-
vistas. Com isso, o aprofundamento deste traba-
lho pode levar a um aprimoramento do sistema de
seleção de eventos com impacto direto nos resul-
tados das pesquisas desenvolvidas nesse ambiente.
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