XXI Congresso Brasileiro de Automatica - CBA2016
UFES, Vitéria - ES, 3 a 7 de outubro

SUPER-TWISTING ALGORITHM MULTIVARIAVEL PARA UMA
CLASSE DE SISTEMAS COM MATRIZ DE ENTRADA INCERTA

Pauro VicTor N. M. VipaL*, EDUARDO V. L. NuUNES*, Liu Hsu*

*Programa de Eng. Elétrica, COPPE/Universidade Federal do Rio de Janeiro

Emails: paulovictornmv@poli.ufrj.br, eduardo@coep.ufrj.br, liu@coep.ufrj.br

Abstract— In this paper, we propose a new design for a recently proposed multivariable super-twisting al-
gorithm in order to deal with MIMO systems with uncertain symmetric positive definite input matrix. Global
finite-time convergence properties are demonstrated using a Lyapunov approach. In addition, motivated by the
problem of stabilizing the motion of a satellite, a nonlinear state-dependent time scaling is used to obtain a
modified algorithm based on variable gains which is able to present global finite-time convergence properties in
the presence of a wider class of nonlinear disturbances. Simulations illustrate the theoretical results.
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Resumo— Neste artigo, é proposta uma nova implementacdo para um super-twisting algorithm multivaridvel
recentemente proposto, permitindo lidar com sistemas MIMO com matriz de entrada incerta simétrica e positiva
definida. Propriedades de convergéncia global em tempo finito sdo demonstradas utilizando uma abordagem
de Lyapunov. Além disso, motivado pelo problema de estabilizar o movimento de um satélite, uma mudanca
néo-linear e dependente do estado da escala de tempo é utilizada para obter um algoritmo modificado baseado
em ganhos varidveis capaz de apresentar propriedades de convergéncia global em tempo finito na presencga de

uma classe maior de perturbagoes nao-lineares. Simulagoes ilustram os resultados tedricos.

Palavras-chave— Super-twisting, modos deslizantes de ordem superior, controle multivaridvel, sistemas in-

certos.

1 Introducao

O Super-Twisting Algorithm (STA) (Levant,
1993) é um controlador por modos deslizantes
de ordem superior que vem atraindo consideravel
atengao recentemente. Baseado em modos desli-
zantes de segunda ordem, este algoritmo destaca-
se por fornecer convergéncia em tempo finito por
meio de um sinal de controle continuo sem a ne-
cessidade de se utilizar a derivada da varidvel de
deslizamento. Inicialmente, a teoria do STA era
baseada em métodos geométricos (Levant, 1993)
ou em homogeneidade (Levant, 2005). Recente-
mente, a abordagem de Lyapunov foi introduzida
por Moreno and Osorio (2008; 2012), o que permi-
tiu novos avancos. No entanto, os trabalhos eram
até entao restritos a sistemas SISO.

Em alguns casos, é possivel aplicar técnicas
de controle SISO a sistemas multivaridveis con-
siderando uma decomposicao apropriada em ma-
lhas de controle SISO. Entretanto, essa aborda-
gem desacoplada pode falhar se a interacao en-
tre as variaveis de estado do sistema for suficien-
temente forte. Para resolver esse problema, foi
proposta em (Nagesh and Edwards, 2014) uma
extensao multivaridavel para o STA baseada em
controle vetorial unitario, obtida utilizando uma,
abordagem de Lyapunov similar & de Moreno and
Osorio (2008; 2012). Embora uma classe de incer-
tezas/perturbagoes seja considerada em (Nagesh
and Edwards, 2014), é necessério o conhecimento
completo da matriz de entrada do sistema para a
implementagao da lei de controle.

Este artigo representa uma tentativa prelimi-
nar de contornar a necessidade do conhecimento
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exato da matriz de entrada do sistema para a im-
plementacdo do STA multivaridvel. Aqui, o pro-
blema sera restrito a sistemas com matriz de en-
trada simétrica e positiva definida. Usando uma
abordagem de Lyapunov, mostra-se que sao ne-
cessarios apenas limitantes inferior e superior dos
autovalores da matriz de entrada para que a lei de
controle seja implementada. Além disso, motivado
pelo problema do controle do movimento de um
satélite, é proposta uma modificacao para o STA
multivaridvel baseada em ganhos varidveis. Para
isso, é utilizada uma mudanca de escala de tempo
de modo que o novo algoritmo com ganhos varia-
veis possa ser tratado utilizando a mesma analise
tedrica desenvolvida para ganhos constantes. As-
sim, a estratégia modificada pode lidar com uma
classe maior de incertezas/perturbagoes, e resul-
tados globais de estabilidade podem ser obtidos
para casos em que apenas propriedades locais sao
garantidas com ganhos constantes.

2 Definigao do Problema

Em sistemas de controle por modos deslizantes de
segunda ordem, o objetivo é assegurar a conver-
géncia das trajetorias de estado para uma super-
ficie de deslizamento o(z) = ¢(z) = 0 especifi-
cada conforme o comportamento dinamico dese-
jado, sendo que z € R™ é o estado de um sistema
dindmico e ¢ : R™ — R™ ¢é a varidvel de desli-
zamento. Assuma que a dindmica da varidvel de
deslizamento seja descrita por

o = Kplu+~(t,0)] + f(1), (1)
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onde u € R™ é a acao de controle, v : Rt x R™
R™ representa as incertezas do sistema, e f € R™
é uma perturbagao variante no tempo absoluta-
mente continua. Suponha que as seguintes hipé-
teses sejam satisfeitas:

(A1) A matriz de entrada constante K, é simétrica
e positiva definida, isto é, K, = KpT > 0.

(A2) As seguintes desigualdades sdo satisfeitas:
(& o) <dilloll,  llo@) < b,

onde ¢(t) = K, 1df(t e 01,02 > 0. Isso im-
plica que f(t) possm denvada uniformemente
limitada, e v(¢,0) = 0.

(A3) A matriz de entrada K, ¢ incerta. Porém,
limitantes superior (Ay) e inferior (\,,) para
os autovalores de K, sao conhecidos.

O objetivo é projetar uma lei de controle u tal
que a superficie de deslizamento o = ¢ = 0 seja
alcancada em tempo finito.

3 STA Multivariavel com Ganhos
Constantes

Para alcancar o objetivo, a extensao multivaridvel
para o STA proposta em (Nagesh and Edwards,
2014) é considerada. A lei de controle é dada por

w= k- kpote, = kgL

HO’H llorl
A principal vantagem desta extensao em relacdo a
abordagem super-twisting convencional é que ela
permite lidar com incertezas nao-desacopladas e
perturbacoes dependentes do estado, aumentando
a robustez e ampliando a aplicabilidade do STA.
Assim, a dinamica do sistema em malha-fechada
pode ser escrita como

k/’40’. (2)

o
kK W ko Kpo + Kpz + Kpy(t,0),
o

m - k40 + ¢(t)a
3)

onde z = £ + K ! f(t). Note que, ao contrario do
caso considerado em (Nagesh and Edwards, 2014),
a matriz de entrada K, nao pode ser cancelada
pela lei de controle, uma vez que € incerta e por-
tanto nao exatamente conhecida, o que torna o
problema mais desafiador. Além disso, como es-
tamos lidando com equagoes diferenciais com lado
direito descontinuo, a definicao de solucao de Fi-
lippov é assumida (Filippov, 1964). O resultado
principal é dado pelo teorema a seguir.

—ks

Teorema 1 Considere o sistema (3), e suponha
que as hipdteses (A1)-(A3) sejam satisfeitas. Se
0s ganhos ki, ko, ks, e k4 forem escolhidos de
acordo com (6)-(7), entao a superficie de desliza-
mento ¢ = 0 = 0 serd alcancada em tempo finito
para quaisquer condi¢oes iniciais [ag zOT}T.
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Prova: Considere a seguinte fungao candidata:

V= (2k3 = ||a|| + (ka + 532 ) 070

T
z° Kpo

+ z

TK »—k .
o1} LT
4

Note que no caso em que K, é a matriz identidade
e Ay = A = 1, a funcéo candidata (4) é equiva-
lente & proposta em (Nagesh and Edwards, 2014).
E facil verificar que V (o, z) é positiva definida e
radialmente ilimitada, uma vez que

1 1
V > 2ks|lo|| + ksoTo + 2T K,z + §§TKPC,

2

onde ( = k; ” 1 + koo — z. Além disso, a fun-

¢ao é continua em todo ponto, e diferencidvel
em todo ponto com excecao do subespago S =
{(0,2) € R?™|o = 0}. Derivando (4) ao longo das
solucoes do sistema, tem-se

-

) 'ﬁ%ﬁ' + (ks + K3Ar) 076

+22 (z"Kyo64+0"K,z2)
|| || ? ?
2TK,o ky (2T K,0)(aT6) o sz
— T T3 5 -
lloll 2 lloll 2 o2

Entao, segue que

V= —kl(kzg—i— k3 )\jy[)G'TKgo'

lloll2
k Am O sz

+ R - Rk

k (k3+k ,\M)JTKPU

llell

)\]\/10' K g

|||
G’KO’

lol
3k1k2A]\/j o Kpa'

+ k2)\MO' K Z*k1k4 7]€2k40' K g

_ kaszM O'TKpO' 3kika A UTKPZ

N T 2 el?
+k1k2 | H Jrk KQZ koz K2z+k22”6”
(e
TK2 TKyz: k2 (TK, K
n k1k2z qa _ klz ” 2 (z ﬂgﬁ‘i p0)

1 1
llell2 llell2
_ Ekiko (ZTKPU)(UTKPU)

2 5
el

2 T
(2 + E ) TR (kB +2k) 0Ty

k1 (ZTKP‘T)(‘TTKPZ)

2 5
lloll2

vy
+ 22K ¢+73k1’“5wﬁﬂ ko2 K 2y — koo 'K 0

T 12
_ 1z Koy ky (2 KPU)(UTKP’Y) —k O'TKP¢
2 1
HUH2 HUH2 lloll=
e também
y kT A oTK,o oTK,o
V:*kl(kerl—M) 5= — koks— =
ol llell
oTKyo | Kiam 0TKpz  5kikidm oTKyo

— 2 ¥ . o
2Amkrke T+ 75T o 2 ol

— kiky "H wa — k3 0T Kpo — koksoT Kpo

+ k2>\MO' K Z+k%0’TK2Z+ Bk1kady o7 Kpz

1
2 oz
K T2
2k1k2 —kQZK Z+k2z 7 1‘Z plz
llo H Tol llol 2
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k2 (2T K,0)(cTK,o) kike (2T Kpo)(oT Kyo)

2 ol 2 loli %
K K kIX K
/€21 (z pU)(Z po) + (2]{?3 + M) o pY
lol 3 el

(kg/\M+2k4) TKp’y+22TKp¢+ 3k1k2/\M <T|| ITJ

— ko2 K}y — koo T Kpop — ky 2K
llell 2
+ 142_1(7; K 0)(0 Kpv) _k UTKZd)-
llo)l llell 2

Considerando a Proposigéo 1 (ver o Apéndice)
e os limitantes superiores da Hipdtese (A2) para
as perturbagdes (¢, o) < é1llo]] e ()] < &2,
pode ser verificado que

y ki cTK,o cTK,o
V <k (g + K3 ) a2 gyt
llell2 7
T 2 T 2 T
2 o Ko kidnm 0" Kpz 5k1k;Am 0" Kpo
Paikike o=+ el — T 3
T
o' K,o 3 T T
— k1ky | = — ksA o’ Kpo — kakyo” Kpo

loll2

K
+ k3ol Kpz + kjo" K2z + 3kl s
2
kQZ K L T TKﬁz
Tl

2k1k2 — kQZ K2Z +

—T
M loll3
_ kK ETKp0) (0T Kpo)  kiks (ZTEpo) (0T Kpo)

lloll2

+ )\M(ka + kl)\M) S1llo ||+ Ana(k3 A +2k4) 04| o ||

2AM<$2||Z|\+M§J”;|’” + ko X281 2] ||o |

+ ks oo+ kA% 81 |2 o]| F 4 Rge bzl

B} T
llo]| 2

3
ol

e portanto

V < —kiAm (k:3 n

|

klxM) llo |l
2 /) o2

— )\ (kgkg + 2)\Mk2k2) ||O'|| + 2]€2A2 llz][llo

1
lloll2

. /\m(5k1k§)\M +l€1k4) ||“0'||‘§ 7/\m(]€2k4+k§)\M)”0'”2

+ 26202, lo|ll|z]| + 4k1ka N3, H|TH||\‘*H
— kl;‘m H” ll‘l_ + A\ ( M) 1 |o||

+ Aar (B2Aar + 2k4) 01 [|o]|% + 22000 12 H””(\T‘” :

1
2

kA7 |21

TELL L l"*j"u +haA3 61 2l o |+ k2 Aar b2 |
2
+ Bz o] + ke Ang Sy Lol

T
Assim, deﬁnindoxz[uaué o] ||z|@ , tem-se

1
T x — xT0y, (5)

V<
(fed{

Q11 0 Qi3 Wi 0 Wipg
onde )= 0 Qo2 Qo3| e U= 0 Woo Uo3 [, CcOM
Q13 Qo3 Q33 W3 oz Ws3
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elementos dados por

k3
Q1= (klks + %AM) — k1A 62,
3 = —kIN3, — Asda,
5, 3
Qoo = Ay, | krka + §/€1k2)\M k?1k2)\ o1,

k1 F1y2

Qo3 = —2k1ka N2, 5 Ams

Q33 =

Ui =Ap (k2k3+2k/’%k32)\M) — A (2/€3+ kM /\M) 01

— kaAndo,
3. 12
Vi3 =— Z/ﬁ)\M(Sl,
oo = A (koka + k3 M) — A (B3 s + 2k4) 01,
k
Wos =~ I3NY — SN0 Was =k,

A prova apresentada aqui segue de perto os
passos da prova apresentada em (Nagesh and
Edwards, 2014). Entretanto, é considerada uma
abordagem diferente para derivar as condicoes so-
bre os ganhos do controlador, de modo a assegurar
que Q=0T >0e ¥ =TT > 0. A ideia é selecio-
nar os ganhos de modo que os elementos diagonais
e os determinantes de ambas as matrizes sejam po-
sitivos. O objetivo é obter relacoes mais diretas.
Portanto, pode se verificar que 2 = QT > 0 se

20 3 M
ki > )\—j, k2>3)\—Z51, k4>16k§)\—3M,
AN /\2 62
kg > 4k2 M 4 8—M62 +4M 2
Y3, A3, k3

(6)

eque U =07 >0 se

AM 9 /\?V[
9 M | 2 M
k1>0, k2>max{ )\mél, 01 14)\,;,;1 s

kg > kQ}\M(SQ

Ko Am — 2An101
Lo BEBNLGL 4 3Ra A 07 4 kA (223, — %)
4 )\2 (kaAm — 2A2101) '

(7)
Considerando que os ganhos do controlador
sao escolhidos de modo a satisfazer as desigualda-

des (6)-(7), segue de (5) que

T

onde Amin(2), Amin (¥) > 0 sdo os menores au-
tovalores das matrizes simétricas e positivas de-
finidas e U. Além disso, como a funcdo (4)
pode ser reescrita na forma V (o, z) = ¥ Py, onde

IXI* = Amin (D) ]2, (8)

T
X = [ ot T ZT:| e P=PT >0, tem-se

lloll=

Amin(PIXI* <V < Amax (P)[[ X%,
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onde [[X[| = [IxIl € Amin(P), Amax(P) > 0 sdo res-
pectivamente o menor e maior autovalores da ma-
triz P. Entdo, de (8) e do fato de que ||o||z <

x| < %(P), segue que
V<—aqVE—anV, 9)
V(o(t), z(t)) € R*™\S, onde
)\min(P)Amin(Q) Amin(\Ij)
o] = , g = ——.
)\maX(P) )\max(P)

De (9) e do fato de que as trajetérias do sis-
tema em malha-fechada nao podem permanecer
em S\{0}, segue que V (o, z) é uma funcao conti-
nuamente decrescente. Logo, o Teorema de Lya-
punov generalizado em (Deimling, 1992, Proposi-
tion 14.1) para inclusoes diferenciais pode ser uti-
lizado, como em (Gonzalez et al., 2012; Nagesh
and Edwards, 2014), para concluir que o ponto de
equilibrio na origem (o, z) = 0 e a superficie de
deslizamento o = ¢ = 0 sao alcangados em tempo
finito partindo de qualquer condicao inicial. Além
disso, resolvendo a equagao de comparagao

D= —av? — Qav, v(tg) >0,

pode ser verificado que (o, z) converge para zero
no maximo apds um intervalo de tempo finito

Ty — a% In (Z—jv%(o(to),z(to)) + 1>.

8.1 Resultados de Simulagao

Considere o problema de estabilizar o movimento
de um satélite controlador por propulsores, com
dinamica descrita pelas equagoes de corpo ri-
gido nao-lineares apresentadas em (Nagesh and
Edwards, 2014; Sidi, 1997). O sistema é dado por

w=J YT +75—wx Juw),

onde T € R? é o torque fornecido pelos propulso-
res, J € R3*3 é uma matriz de inércia simétrica e
positiva definida, w € R3? é a velocidade angular
inercial do satélite, ¥ = ||w||Jw é uma perturba-
¢ao nao-linear dependente do estado, e o simbolo
x denota o produto vetorial. O objetivo é pro-
jetar T" baseado no STA multivaridvel tal que a
superficie de deslizamento w = w = 0 seja alcan-
cada em tempo finito, estabilizando o movimento
do satélite. A lei de controle é definida como

T = —ki—— — kow+¢, [

1 I kqw.
[[wl]z

(10)
A dinamica em malha-fechada é entao dada por

[[w]]

W= —ky S
[[w]z
w

]

ko w24+ Ty (t, w),

z= 7]{33 k4w,

(11)
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onde Y(t,w) =5 —w x Jw e z = £ Note que
a Hipdtese (A2) nao é globalmente vilida, j& que
~(t,w) depende quadraticamente da norma de w.
Considerando o caso local em que |w| < 1, tem-se

It W)l < Nl < 5= llofl, (] < 1),
m m
(12)
onde \,, é o autovalor minimo de J~!. En-
tao, a Hipdtese (A2) é vélida localmente onde
[|w] < 1 para é; = % e 0o = 0. Além disso,
de (4) e do fato de que V(w,z) é uma funcao
continuamente decrescente do tempo, segue que
2ks||w(®)|| < V(w, z) < V(wy, 20), Vt. Logo, a Hi-
pétese (A2) serd valida Vit se as condigdes iniciais
wop e zq satisfizerem V (wp, z0) < 2ks.
Neste exemplo de simulagao, é considerada
uma matriz de inércia referente a um pequeno sa-
télite (Goeree and Fasse, 2000), dada por

J=J,+kD, (13)
onde
2.7388 —0.0031 —0.0269
J, = |—0.0031 2.7924 0.0136 |,
—0.0269 0.0136 2.1741

é a matriz de inércia nominal, e

0.05 0.04 0.04
D= 10.04 0.05 0.04
0.04 0.04 0.05

O termo kD representa a incerteza, com Kk €
[-3,3]. Para realizar as simulagoes considera-se
o valor nominal de J, de modo que o valor real
é k = 0. Para satisfazer a Hipdtese (A3), os se-
guintes limitantes para os autovalores de J ! es-
tao disponiveis para fins de controle, e sao validos
considerando todas as matrizes de inércia obtidas
variando « no intervalo considerado: A\, = 0.3
e Ay = 0.5. Considerando as desigualdades (6)-
(7), os ganhos do controlador sio escolhidos como:
k/’l = 3, kQ = 27, kg = 84, e k/’4 = 27000. Além
disso, o método de Euler com passo 107° ¢ utili-
zado para integracao numérica.

A Fig. 1 mostra os resultados de simulagao
para w(0) = [—0.002 —0.007 0.03]", ¢ z(0) =
£(0) = 0. Observe que o sinal de controle conti-
nuo fornecido pelo torque permite a convergéncia
em tempo finito da velocidade angular para zero,
apesar da perturbacao nao-linear dependente do
estado v(t,w) e do fato de que J~! é incerta. En-
tretanto, neste caso, o resultado obtido é valido
apenas localmente no espaco de estado. Isso é
ilustrado pela Fig. 2, que mostra que o sistema
se torna instdvel para condigoes iniciais w(0) =
[-1 —3.5 15]" e 2(0) = £(0) = 0.
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0.04

0.02

< 0 N7
=
-0.02
-0.04 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t
10
5k
—
Qo 0 WA
-5
-10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

t

Figura 1: Performance do STA multivariavel no
controle de um satélite com matriz de inércia in-
certa e w(0) = [~0.002 —0.007 0.03]7: (a) com-
ponentes do vetor velocidade angular inercial (e)
wi, (®) wa, (@) ws; (b) componentes do vetor de
torque (o) T1, (o) T3, (®) T5.

1000

800 -

600 -

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
t

Figura 2: Performance do STA multivariavel no
controle de um satélite com matriz de inércia in-
certa e w(0) = [-1 —3.5 15]": componentes do
vetor velocidade angular inercial (o) wy, () wa,

(O) ws.
4 STA Multivariavel com Ganhos
Varidveis

Para um resultado global, uma abordagem super-
twisting modificada pode ser considerada, com lei
de controle dada por

T= (14 Jul) [ki - k2w+s] ,

[|w]|=
€=(1+|uw|) [—%ﬁ _ /W] ,

que leva a seguinte dinamica em malha-fechada:

W= (1+||w|)J " [—kzl L —kzgw—l—z} +J 71,

1
llwll2

5= (14 lwl) [—hspy = kaw]

Considerando uma mudanga de escala de tempo
dependente do estado (Hsu et al., 1999, Section
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Figura 3: Performance do STA multivaridvel mo-
dificado no controle de um satélite com matriz de
inéreia incerta e w(0) = [-1 —3.5 15" compo-
nentes do vetor velocidade angular inercial (o) wy,
(0) w2, (O) ws.

IV) definido por

dr

dt=——
1+ [Jw]

T(to) = to,

tem-se a seguinte dinamica em malha-fechada:

dw — J=1 |- o UIJ\% — kow + 2z + 7 (¢(7),w) | ,
dz __ w
ar — *kgm — k4w,
t
onde ~,(t(7),w) = %ﬁ’lﬁ) Na nova escala de
w

tempo, a perturbagao é limitada linearmente por
lw]|, um vez que

2wl in”

7+t (1), w)|| < (L [w]) = A

e portanto a HipGtese (A2) é satisfeita global-
mente no espago de estado para §; = % edy =0.

O resultado de estabilidade na nova escala de
tempo é equivalente ao da escala de tempo origi-
nal se a nova variavel de tempo crescer ilimitada-
mente com t (Liapunov et al.; 1967, p. 149)(Hsu
et al., 1999). Isso obviamente acontecerd se ||w(¢)||
for uniformemente limitada por alguma constante
Vt > 0, o que é verdade para qualquer condicao
inicial como consequéncia do fato de que V é ne-
gativa definida, como demonstrado na analise an-
terior. Portanto, considerando os mesmos para-
metros de simulagao e ganhos do controlador do
exemplo de simulagao anterior, o controlador mo-
dificado fornece convergéncia global e em tempo fi-
nito para a superficie de deslizamento w = w = 0.
A Fig. 3 mostra os resultados de simulacao para o
STA multivariavel modificado considerando con-
digdes iniciais w(0) = [-1 —3.5 15]" e 2(0) =
£(0)=0.

5 Conclusoes

Neste artigo, foi proposta uma nova implemen-
tacdo para o STA multivaridvel, permitindo li-
dar com sistemas MIMO com matriz de entrada
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incerta simétrica e positiva definida. Utilizando
uma abordagem de Lyapunov, foi mostrado que
apenas o conhecimento de limitantes superior e in-
ferior para os autovalores da matriz de entrada é
necessario para o ajuste dos ganhos do controlador
de modo a obter convergéncia global em tempo
finito para a superficie de deslizamento. Além
disso, motivado pelo problema de estabilizar o mo-
vimento de um satélite controlado por propulso-
res, foi mostrado através de uma mudanca de es-
cala de tempo nao-linear e dependente do estado
que um STA multivaridvel modificado utilizando
ganhos variaveis é capaz de garantir proprieda-
des de convergéncia global em tempo finito para
uma classe maior de incertezas/perturbagoes em
relacao ao algoritmo com ganhos constantes. Si-
mulagoes ilustram os resultados tedricos obtidos.
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Apéndice

Proposicao 1 Se K, = KPT > 0, entao

(zTKpo) (2T Kpo) < ZTK:EZ
5 > I
lo]l2 o]
onde o,z € R™.
Prova: Seja ¢ = Z; um vetor unitario. Entao

lo]l

Ko < |[ZTK|| = /2T K2z,

onde a desigualdade é consequéncia da Desigual-
dade de Cauchy-Schwarz para produtos internos.
Portanto, segue que

(=" Kpo) (2T Kpo) _ (=" Kpo) (2T Kpo) < zTng
lorf|2 o]z o]l
O
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