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Abstract— In this paper, we propose a new design for a recently proposed multivariable super-twisting al-

gorithm in order to deal with MIMO systems with uncertain symmetric positive definite input matrix. Global

finite-time convergence properties are demonstrated using a Lyapunov approach. In addition, motivated by the

problem of stabilizing the motion of a satellite, a nonlinear state-dependent time scaling is used to obtain a

modified algorithm based on variable gains which is able to present global finite-time convergence properties in

the presence of a wider class of nonlinear disturbances. Simulations illustrate the theoretical results.

Keywords— Super-twisting, higher-order sliding modes, multivariable control, uncertain systems.

Resumo— Neste artigo, é proposta uma nova implementação para um super-twisting algorithm multivariável

recentemente proposto, permitindo lidar com sistemas MIMO com matriz de entrada incerta simétrica e positiva

definida. Propriedades de convergência global em tempo finito são demonstradas utilizando uma abordagem

de Lyapunov. Além disso, motivado pelo problema de estabilizar o movimento de um satélite, uma mudança

não-linear e dependente do estado da escala de tempo é utilizada para obter um algoritmo modificado baseado

em ganhos variáveis capaz de apresentar propriedades de convergência global em tempo finito na presença de

uma classe maior de perturbações não-lineares. Simulações ilustram os resultados teóricos.

Palavras-chave— Super-twisting, modos deslizantes de ordem superior, controle multivariável, sistemas in-

certos.

1 Introdução

O Super-Twisting Algorithm (STA) (Levant,
1993) é um controlador por modos deslizantes
de ordem superior que vem atraindo considerável
atenção recentemente. Baseado em modos desli-
zantes de segunda ordem, este algoritmo destaca-
se por fornecer convergência em tempo finito por
meio de um sinal de controle cont́ınuo sem a ne-
cessidade de se utilizar a derivada da variável de
deslizamento. Inicialmente, a teoria do STA era
baseada em métodos geométricos (Levant, 1993)
ou em homogeneidade (Levant, 2005). Recente-
mente, a abordagem de Lyapunov foi introduzida
por Moreno and Osorio (2008; 2012), o que permi-
tiu novos avanços. No entanto, os trabalhos eram
até então restritos a sistemas SISO.

Em alguns casos, é posśıvel aplicar técnicas
de controle SISO a sistemas multivariáveis con-
siderando uma decomposição apropriada em ma-
lhas de controle SISO. Entretanto, essa aborda-
gem desacoplada pode falhar se a interação en-
tre as variáveis de estado do sistema for suficien-
temente forte. Para resolver esse problema, foi
proposta em (Nagesh and Edwards, 2014) uma
extensão multivariável para o STA baseada em
controle vetorial unitário, obtida utilizando uma
abordagem de Lyapunov similar à de Moreno and
Osorio (2008; 2012). Embora uma classe de incer-
tezas/perturbações seja considerada em (Nagesh
and Edwards, 2014), é necessário o conhecimento
completo da matriz de entrada do sistema para a
implementação da lei de controle.

Este artigo representa uma tentativa prelimi-
nar de contornar a necessidade do conhecimento

exato da matriz de entrada do sistema para a im-
plementação do STA multivariável. Aqui, o pro-
blema será restrito a sistemas com matriz de en-
trada simétrica e positiva definida. Usando uma
abordagem de Lyapunov, mostra-se que são ne-
cessários apenas limitantes inferior e superior dos
autovalores da matriz de entrada para que a lei de
controle seja implementada. Além disso, motivado
pelo problema do controle do movimento de um
satélite, é proposta uma modificação para o STA
multivariável baseada em ganhos variáveis. Para
isso, é utilizada uma mudança de escala de tempo
de modo que o novo algoritmo com ganhos variá-
veis possa ser tratado utilizando a mesma análise
teórica desenvolvida para ganhos constantes. As-
sim, a estratégia modificada pode lidar com uma
classe maior de incertezas/perturbações, e resul-
tados globais de estabilidade podem ser obtidos
para casos em que apenas propriedades locais são
garantidas com ganhos constantes.

2 Definição do Problema

Em sistemas de controle por modos deslizantes de
segunda ordem, o objetivo é assegurar a conver-
gência das trajetórias de estado para uma super-
f́ıcie de deslizamento σ(x) = σ̇(x) = 0 especifi-
cada conforme o comportamento dinâmico dese-
jado, sendo que x ∈ R

n é o estado de um sistema
dinâmico e σ : Rn 7→ R

m é a variável de desli-
zamento. Assuma que a dinâmica da variável de
deslizamento seja descrita por

σ̇ = Kp[u+ γ(t, σ)] + f(t), (1)
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onde u ∈ R
m é a ação de controle, γ : R+×R

m 7→
R

m representa as incertezas do sistema, e f ∈ R
m

é uma perturbação variante no tempo absoluta-
mente cont́ınua. Suponha que as seguintes hipó-
teses sejam satisfeitas:

(A1) A matriz de entrada constanteKp é simétrica
e positiva definida, isto é, Kp = KT

p > 0.

(A2) As seguintes desigualdades são satisfeitas:

‖γ(t, σ)‖ ≤ δ1‖σ‖, ‖φ(t)‖ ≤ δ2,

onde φ(t) = K−1
p

df(t)
dt

e δ1, δ2 ≥ 0. Isso im-
plica que f(t) possui derivada uniformemente
limitada, e γ(t, 0) = 0.

(A3) A matriz de entrada Kp é incerta. Porém,
limitantes superior (λM ) e inferior (λm) para
os autovalores de Kp são conhecidos.

O objetivo é projetar uma lei de controle u tal
que a superf́ıcie de deslizamento σ = σ̇ = 0 seja
alcançada em tempo finito.

3 STA Multivariável com Ganhos
Constantes

Para alcançar o objetivo, a extensão multivariável
para o STA proposta em (Nagesh and Edwards,
2014) é considerada. A lei de controle é dada por

u = −k1
σ

‖σ‖ 1

2

−k2σ+ξ, ξ̇ = −k3
σ

‖σ‖−k4σ. (2)

A principal vantagem desta extensão em relação à
abordagem super-twisting convencional é que ela
permite lidar com incertezas não-desacopladas e
perturbações dependentes do estado, aumentando
a robustez e ampliando a aplicabilidade do STA.
Assim, a dinâmica do sistema em malha-fechada
pode ser escrita como

σ̇ = −k1Kp

σ

‖σ‖ 1

2

− k2Kpσ +Kpz +Kpγ(t, σ),

ż = −k3
σ

‖σ‖ − k4σ + φ(t),

(3)
onde z = ξ +K−1

p f(t). Note que, ao contrário do
caso considerado em (Nagesh and Edwards, 2014),
a matriz de entrada Kp não pode ser cancelada
pela lei de controle, uma vez que é incerta e por-
tanto não exatamente conhecida, o que torna o
problema mais desafiador. Além disso, como es-
tamos lidando com equações diferenciais com lado
direito descont́ınuo, a definição de solução de Fi-
lippov é assumida (Filippov, 1964). O resultado
principal é dado pelo teorema a seguir.

Teorema 1 Considere o sistema (3), e suponha
que as hipóteses (A1)-(A3) sejam satisfeitas. Se
os ganhos k1, k2, k3, e k4 forem escolhidos de
acordo com (6)-(7), então a superf́ıcie de desliza-
mento σ̇ = σ = 0 será alcançada em tempo finito

para quaisquer condições iniciais
[

σT
0 zT0

]T
.

Prova: Considere a seguinte função candidata:

V =
(

2k3 +
k2

1
λM

2

)

‖σ‖+
(

k4 +
k2

2
λM

2

)

σTσ

+ zTKpz+k1k2λM
σTσ

‖σ‖
1

2

−k2σ
TKpz−k1

zTKpσ

‖σ‖
1

2

.

(4)
Note que no caso em que Kp é a matriz identidade
e λM = λm = 1, a função candidata (4) é equiva-
lente à proposta em (Nagesh and Edwards, 2014).

É fácil verificar que V (σ, z) é positiva definida e
radialmente ilimitada, uma vez que

V ≥ 2k3‖σ‖+ k4σ
Tσ +

1

2
zTKpz +

1

2
ζTKpζ,

onde ζ = k1
σ

‖σ‖
1

2

+ k2σ − z. Além disso, a fun-

ção é cont́ınua em todo ponto, e diferenciável
em todo ponto com exceção do subespaço S =
{

(σ, z) ∈ R
2m|σ = 0

}

. Derivando (4) ao longo das
soluções do sistema, tem-se

V̇ =
(

2k3 +
k2

1
λM

2

)

σT σ̇
‖σ‖ +

(

2k4 + k22λM

)

σT σ̇

+ 2zTKpż+
3
2k1k2λM

σT σ̇

‖σ‖
1

2

−k2
(

zTKpσ̇+σTKpż
)

− k1
zTKpσ̇

‖σ‖
1

2

+ k1

2
(zTKpσ)(σ

T σ̇)

‖σ‖
5

2

− k1
σTKpż

‖σ‖
1

2

.

Então, segue que

V̇ =−k1

(

k3+
k2

1
λM

2

)

σTKpσ

‖σ‖
3

2

−k2

(

k3+
k2

1
λM

2

)

σT Kpσ

‖σ‖

+
k2

1
λM

2
σTKpz

‖σ‖ − k1k
2
2λM

σTKpσ

‖σ‖
1

2

− k32λMσTKpσ

+ k22λMσTKpz − k1k4
σTKpσ

‖σ‖
1

2

− k2k4σ
TKpσ

− 3k2

1
k2λM

2
σTKpσ

‖σ‖ − 3k1k
2

2
λM

2
σTKpσ

‖σ‖
1

2

+ 3k1k2λM

2
σTKpz

‖σ‖
1

2

+ k1k2
zTK2

pσ

‖σ‖
1

2

+k22σ
TK2

pz−k2z
TK2

pz+k21
zTK2

pσ

‖σ‖

+ k1k2
zTK2

pσ

‖σ‖
1

2

− k1
zTK2

pz

‖σ‖
1

2

− k2

1

2
(zTKpσ)(σ

T Kpσ)
‖σ‖3

− k1k2

2
(zTKpσ)(σ

T Kpσ)

‖σ‖
5

2

+ k1

2
(zTKpσ)(σ

T Kpz)

‖σ‖
5

2

+
(

2k3+
k2

1
λM

2

)

σTKpγ

‖σ‖ +
(

k22λM+2k4
)

σTKpγ

+ 2zTKpφ+
3k1k2λM

2
σTKpγ

‖σ‖
1

2

−k2z
TK2

pγ−k2σ
TKpφ

− k1
zTK2

pγ

‖σ‖
1

2

+ k1

2
(zTKpσ)(σ

T Kpγ)

‖σ‖
5

2

− k1
σT Kpφ

‖σ‖
1

2

,

e também

V̇ = −k1

(

k3 +
k2

1
λM

2

)

σT Kpσ

‖σ‖
3

2

− k2k3
σT Kpσ

‖σ‖

− 2λMk21k2
σTKpσ

‖σ‖ +
k2

1
λM

2
σTKpz

‖σ‖ − 5k1k
2

2
λM

2
σTKpσ

‖σ‖
1

2

− k1k4
σTKpσ

‖σ‖
1

2

− k32λMσTKpσ − k2k4σ
TKpσ

+ k22λMσTKpz + k22σ
TK2

pz +
3k1k2λM

2
σT Kpz

‖σ‖
1

2

+ 2k1k2
σTK2

pz

‖σ‖
1

2

− k2z
TK2

pz + k21
zTK2

pσ

‖σ‖ − k1
zTK2

pz

‖σ‖
1

2
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− k2

1

2
(zTKpσ)(σ

T Kpσ)
‖σ‖3 − k1k2

2
(zTKpσ)(σ

T Kpσ)

‖σ‖
5

2

+ k1

2
(zTKpσ)(z

TKpσ)

‖σ‖
5

2

+
(

2k3 +
k2

1
λM

2

)

σTKpγ

‖σ‖

+
(

k22λM+2k4
)

σTKpγ+2zTKpφ+
3k1k2λM

2
σTKpγ

‖σ‖
1

2

− k2z
TK2

pγ − k2σ
TKpφ− k1

zTK2

pγ

‖σ‖
1

2

+ k1

2
(zTKpσ)(σ

T Kpγ)

‖σ‖
5

2

− k1
σTKpφ

‖σ‖
1

2

.

Considerando a Proposição 1 (ver o Apêndice)
e os limitantes superiores da Hipótese (A2) para
as perturbações ‖γ(t, σ)‖ ≤ δ1‖σ‖ e ‖φ(t)‖ ≤ δ2,
pode ser verificado que

V̇ ≤ −k1

(

k3 +
k2

1
λM

2

)

σT Kpσ

‖σ‖
3

2

− k2k3
σT Kpσ

‖σ‖

− 2λMk21k2
σTKpσ

‖σ‖ +
k2

1
λM

2
σTKpz

‖σ‖ − 5k1k
2

2
λM

2
σTKpσ

‖σ‖
1

2

− k1k4
σT Kpσ

‖σ‖
1

2

− k32λMσTKpσ − k2k4σ
TKpσ

+ k22λMσTKpz + k22σ
TK2

pz +
3k1k2λM

2
σTKpz

‖σ‖
1

2

+ 2k1k2
σTK2

pz

‖σ‖
1

2

− k2z
TK2

pz + k21
zTK2

pσ

‖σ‖ − k1

2

zTK2

pz

‖σ‖
1

2

− k2

1

2
(zTKpσ)(σ

T Kpσ)
‖σ‖3 − k1k2

2
(zTKpσ)(σ

T Kpσ)

‖σ‖
5

2

+ λM

(

2k3+
k2

1
λM

2

)

δ1‖σ‖+λM

(

k22λM+2k4
)

δ1‖σ‖2

+ 2λMδ2‖z‖+ 3k1k2λ
2

M

2
δ1‖σ‖

2

‖σ‖
1

2

+ k2λ
2
Mδ1‖z‖‖σ‖

+ k2λM δ2‖σ‖+k1λ
2
M δ1‖z‖‖σ‖

1

2 +
k1λ

2

M

2
δ1‖z‖‖σ‖

‖σ‖
1

2

+ k1λM
δ2‖σ‖

‖σ‖
1

2

,

e portanto

V̇ ≤ −k1λm

(

k3 +
k2

1
λM

2

)

‖σ‖

‖σ‖
1

2

− λm

(

k2k3 + 2λMk21k2
)

‖σ‖+ 2k21λ
2
M

‖z‖‖σ‖
1

2

‖σ‖
1

2

−λm

(

5k1k
2

2
λM

2 +k1k4

)

‖σ‖2

‖σ‖
1

2

−λm

(

k2k4+k32λM

)

‖σ‖2

+ 2k22λ
2
M‖σ‖‖z‖+ 4k1k2λ

2
M

‖σ‖‖z‖

‖σ‖
1

2

− k2λ
2
m‖z‖2

− k1λ
2

m

2
‖z‖2

‖σ‖
1

2

+ λM

(

2k3 +
k2

1
λM

2

)

δ1‖σ‖

+ λM

(

k22λM + 2k4
)

δ1‖σ‖2 + 2λMδ2
‖z‖‖σ‖

1

2

‖σ‖
1

2

+
3k1k2λ

2

Mδ1
2

‖σ‖2

‖σ‖
1

2

+k2λ
2
Mδ1‖z‖‖σ‖+k2λM δ2‖σ‖

+
3k1λ

2

Mδ1
2 ‖z‖‖σ‖ 1

2 + k1λMδ2
‖σ‖

‖σ‖
1

2

.

Assim, definindo χ =
[

‖σ‖ 1

2 ‖σ‖ ‖z‖
]T

, tem-se

V̇ ≤ − 1

‖σ‖ 1

2

χTΩχ− χTΨχ, (5)

onde Ω=

[

Ω11 0 Ω13

0 Ω22 Ω23

Ω13 Ω23 Ω33

]

e Ψ=

[

Ψ11 0 Ψ13

0 Ψ22 Ψ23

Ψ13 Ψ23 Ψ33

]

, com

elementos dados por

Ω11 = λm

(

k1k3 +
k31
2
λM

)

− k1λMδ2,

Ω13 = −k21λ
2
M − λM δ2,

Ω22 = λm

(

k1k4 +
5

2
k1k

2
2λM

)

− 3

2
k1k2λ

2
Mδ1,

Ω23 = −2k1k2λ
2
M , Ω33 =

k1

2
λ2
m,

Ψ11 = λm

(

k2k3+2k21k2λM

)

−λM

(

2k3+
k2

1
λM

2

)

δ1

− k2λMδ2,

Ψ13 =− 3

4
k1λ

2
Mδ1,

Ψ22 = λm(k2k4 + k32λM )− λM (k22λM + 2k4)δ1,

Ψ23 =− k22λ
2
M − k2

2
λ2
Mδ1, Ψ33 = k2λ

2
m.

A prova apresentada aqui segue de perto os
passos da prova apresentada em (Nagesh and
Edwards, 2014). Entretanto, é considerada uma
abordagem diferente para derivar as condições so-
bre os ganhos do controlador, de modo a assegurar
que Ω = ΩT > 0 e Ψ = ΨT > 0. A ideia é selecio-
nar os ganhos de modo que os elementos diagonais
e os determinantes de ambas as matrizes sejam po-
sitivos. O objetivo é obter relações mais diretas.
Portanto, pode se verificar que Ω = ΩT > 0 se

k1 >

√

2δ2
λm

, k2 >
3

5

λM

λm

δ1, k4 > 16k22
λ4
M

λ3
m

,

k3 > 4k21
λ4
M

λ3
m

+ 8
λ3
M

λ3
m

δ2 + 4
λ2
M

λ3
m

δ22
k21

,

(6)
e que Ψ = ΨT > 0 se

k1 > 0, k2 > max

{

2
λM

λm

δ1, δ1

√

9

14

λ3
M

λ3
m

}

,

k3 >
k2λMδ2

k2λm − 2λMδ1
,

k4 >
3k22λ

4
Mδ1 +

1
2k2λ

4
M δ21 + k32λM

(

2λ3
M − λ3

m

)

λ2
m (k2λm − 2λMδ1)

.

(7)
Considerando que os ganhos do controlador

são escolhidos de modo a satisfazer as desigualda-
des (6)-(7), segue de (5) que

V̇ ≤ −λmin(Ω)

‖σ‖ 1

2

‖χ‖2 − λmin(Ψ)‖χ‖2, (8)

onde λmin(Ω), λmin(Ψ) > 0 são os menores au-
tovalores das matrizes simétricas e positivas de-
finidas Ω e Ψ. Além disso, como a função (4)
pode ser reescrita na forma V (σ, z) = χ̄TPχ̄, onde

χ̄ =

[

σT

‖σ‖
1

2

σT zT
]T

e P = PT > 0, tem-se

λmin(P )‖χ̄‖2 ≤ V ≤ λmax(P )‖χ̄‖2,

XXI Congresso Brasileiro de Automática - CBA2016 
UFES, Vitória - ES, 3 a 7 de outubro

ISSN 2525-8311 2874



onde ‖χ̄‖ = ‖χ‖ e λmin(P ), λmax(P ) > 0 são res-
pectivamente o menor e maior autovalores da ma-
triz P . Então, de (8) e do fato de que ‖σ‖ 1

2 ≤
‖χ‖ ≤ V

1

2√
λmin(P )

, segue que

V̇ ≤ −α1V
1

2 − α2V, (9)

∀(σ(t), z(t)) ∈ R
2m\S, onde

α1 =

√

λmin(P )λmin(Ω)

λmax(P )
, α2 =

λmin(Ψ)

λmax(P )
.

De (9) e do fato de que as trajetórias do sis-
tema em malha-fechada não podem permanecer
em S\{0}, segue que V (σ, z) é uma função conti-
nuamente decrescente. Logo, o Teorema de Lya-
punov generalizado em (Deimling, 1992, Proposi-
tion 14.1) para inclusões diferenciais pode ser uti-
lizado, como em (Gonzalez et al., 2012; Nagesh
and Edwards, 2014), para concluir que o ponto de
equiĺıbrio na origem (σ, z) = 0 e a superf́ıcie de
deslizamento σ = σ̇ = 0 são alcançados em tempo
finito partindo de qualquer condição inicial. Além
disso, resolvendo a equação de comparação

v̇ = −α1v
1

2 − α2v, v(t0) ≥ 0,

pode ser verificado que (σ, z) converge para zero
no máximo após um intervalo de tempo finito

Tf =
2

α2
ln

(

α2

α1
V

1

2 (σ(t0), z(t0)) + 1

)

.

✷

3.1 Resultados de Simulação

Considere o problema de estabilizar o movimento
de um satélite controlador por propulsores, com
dinâmica descrita pelas equações de corpo ŕı-
gido não-lineares apresentadas em (Nagesh and
Edwards, 2014; Sidi, 1997). O sistema é dado por

ẇ = J−1(T + γ̄ − w × Jw),

onde T ∈ R
3 é o torque fornecido pelos propulso-

res, J ∈ R
3×3 é uma matriz de inércia simétrica e

positiva definida, w ∈ R
3 é a velocidade angular

inercial do satélite, γ̄ = ‖w‖Jw é uma perturba-
ção não-linear dependente do estado, e o śımbolo
× denota o produto vetorial. O objetivo é pro-
jetar T baseado no STA multivariável tal que a
superf́ıcie de deslizamento w = ẇ = 0 seja alcan-
çada em tempo finito, estabilizando o movimento
do satélite. A lei de controle é definida como

T = −k1
w

‖w‖ 1

2

−k2w+ξ, ξ̇ = −k3
w

‖w‖ −k4w.

(10)
A dinâmica em malha-fechada é então dada por

ẇ = −k1J
−1 w

‖w‖ 1

2

−k2J
−1w+J−1z+J−1γ(t, w),

ż = −k3
w

‖w‖ − k4w,

(11)

onde γ(t, w) = γ̄ − w × Jw e z = ξ. Note que
a Hipótese (A2) não é globalmente válida, já que
γ(t, w) depende quadraticamente da norma de w.
Considerando o caso local em que ‖w‖ ≤ 1, tem-se

‖γ(t, w)‖ ≤ 2

λm

‖w‖2 ≤ 2

λm

‖w‖, (‖w‖ ≤ 1),

(12)
onde λm é o autovalor mı́nimo de J−1. En-
tão, a Hipótese (A2) é válida localmente onde
‖w‖ ≤ 1 para δ1 = 2

λm
e δ2 = 0. Além disso,

de (4) e do fato de que V (w, z) é uma função
continuamente decrescente do tempo, segue que
2k3‖w(t)‖ ≤ V (w, z) ≤ V (w0, z0), ∀t. Logo, a Hi-
pótese (A2) será válida ∀t se as condições iniciais
w0 e z0 satisfizerem V (w0, z0) ≤ 2k3.

Neste exemplo de simulação, é considerada
uma matriz de inércia referente a um pequeno sa-
télite (Goeree and Fasse, 2000), dada por

J = Jn + κD, (13)

onde

Jn =





2.7388 −0.0031 −0.0269
−0.0031 2.7924 0.0136
−0.0269 0.0136 2.1741



 ,

é a matriz de inércia nominal, e

D =





0.05 0.04 0.04
0.04 0.05 0.04
0.04 0.04 0.05



 .

O termo κD representa a incerteza, com κ ∈
[−3, 3]. Para realizar as simulações considera-se
o valor nominal de J , de modo que o valor real
é κ = 0. Para satisfazer a Hipótese (A3), os se-
guintes limitantes para os autovalores de J−1 es-
tão dispońıveis para fins de controle, e são válidos
considerando todas as matrizes de inércia obtidas
variando κ no intervalo considerado: λm = 0.3
e λM = 0.5. Considerando as desigualdades (6)-
(7), os ganhos do controlador são escolhidos como:
k1 = 3, k2 = 27, k3 = 84, e k4 = 27000. Além
disso, o método de Euler com passo 10−6 é utili-
zado para integração numérica.

A Fig. 1 mostra os resultados de simulação
para w(0) = [−0.002 − 0.007 0.03]

T
, e z(0) =

ξ(0) = 0. Observe que o sinal de controle cont́ı-
nuo fornecido pelo torque permite a convergência
em tempo finito da velocidade angular para zero,
apesar da perturbação não-linear dependente do
estado γ(t, w) e do fato de que J−1 é incerta. En-
tretanto, neste caso, o resultado obtido é válido
apenas localmente no espaço de estado. Isso é
ilustrado pela Fig. 2, que mostra que o sistema
se torna instável para condições iniciais w(0) =

[−1 − 3.5 15]T e z(0) = ξ(0) = 0.
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Figura 1: Performance do STA multivariável no
controle de um satélite com matriz de inércia in-
certa e w(0) = [−0.002 −0.007 0.03]T : (a) com-
ponentes do vetor velocidade angular inercial (•)
w1, (•) w2, (•) w3; (b) componentes do vetor de
torque (•) T1, (•) T2, (•) T3.
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Figura 2: Performance do STA multivariável no
controle de um satélite com matriz de inércia in-
certa e w(0) = [−1 −3.5 15]T : componentes do
vetor velocidade angular inercial (•) w1, (•) w2,
(•) w3.

4 STA Multivariável com Ganhos
Variáveis

Para um resultado global, uma abordagem super-
twisting modificada pode ser considerada, com lei
de controle dada por

T = (1 + ‖w‖)
[

−k1
w

‖w‖ 1

2

− k2w + ξ

]

,

ξ̇ = (1 + ‖w‖)
[

−k3
w

‖w‖ − k4w

]

,

que leva à seguinte dinâmica em malha-fechada:

ẇ = (1+‖w‖)J−1

[

−k1
w

‖w‖
1

2

−k2w+z

]

+J−1γ,

ż = (1 + ‖w‖)
[

−k3
w

‖w‖ − k4w
]

.

Considerando uma mudança de escala de tempo
dependente do estado (Hsu et al., 1999, Section

t

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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15

Figura 3: Performance do STA multivariável mo-
dificado no controle de um satélite com matriz de
inércia incerta e w(0) = [−1 −3.5 15]

T
: compo-

nentes do vetor velocidade angular inercial (•) w1,
(•) w2, (•) w3.

IV) definido por

dt =
dτ

1 + ‖w‖ , τ(t0) = t0,

tem-se a seguinte dinâmica em malha-fechada:

dw
dτ

= J−1

[

−k1
w

‖w‖
1

2

− k2w + z + γτ (t(τ), w)

]

,

dz
dτ

= −k3
w

‖w‖ − k4w,

onde γτ (t(τ), w) =
γ(t(τ), w)

1 + ‖w‖ . Na nova escala de

tempo, a perturbação é limitada linearmente por
‖w‖, um vez que

‖γτ (t(τ), w)‖ ≤ 2‖w‖2
λm(1 + ‖w‖) ≤ 2

λm

‖w‖,

e portanto a Hipótese (A2) é satisfeita global-
mente no espaço de estado para δ1 = 2

λm
e δ2 = 0.

O resultado de estabilidade na nova escala de
tempo é equivalente ao da escala de tempo origi-
nal se a nova variável de tempo crescer ilimitada-
mente com t (Liapunov et al., 1967, p. 149)(Hsu
et al., 1999). Isso obviamente acontecerá se ‖ω(t)‖
for uniformemente limitada por alguma constante
∀t ≥ 0, o que é verdade para qualquer condição
inicial como consequência do fato de que V̇ é ne-
gativa definida, como demonstrado na análise an-
terior. Portanto, considerando os mesmos parâ-
metros de simulação e ganhos do controlador do
exemplo de simulação anterior, o controlador mo-
dificado fornece convergência global e em tempo fi-
nito para a superf́ıcie de deslizamento w = ẇ = 0.
A Fig. 3 mostra os resultados de simulação para o
STA multivariável modificado considerando con-
dições iniciais w(0) = [−1 − 3.5 15]T e z(0) =
ξ(0) = 0.

5 Conclusões

Neste artigo, foi proposta uma nova implemen-
tação para o STA multivariável, permitindo li-
dar com sistemas MIMO com matriz de entrada
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incerta simétrica e positiva definida. Utilizando
uma abordagem de Lyapunov, foi mostrado que
apenas o conhecimento de limitantes superior e in-
ferior para os autovalores da matriz de entrada é
necessário para o ajuste dos ganhos do controlador
de modo a obter convergência global em tempo
finito para a superf́ıcie de deslizamento. Além
disso, motivado pelo problema de estabilizar o mo-
vimento de um satélite controlado por propulso-
res, foi mostrado através de uma mudança de es-
cala de tempo não-linear e dependente do estado
que um STA multivariável modificado utilizando
ganhos variáveis é capaz de garantir proprieda-
des de convergência global em tempo finito para
uma classe maior de incertezas/perturbações em
relação ao algoritmo com ganhos constantes. Si-
mulações ilustram os resultados teóricos obtidos.
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Apêndice

Proposição 1 Se Kp = KT
p > 0, então

(zTKpσ)(z
TKpσ)

‖σ‖ 5

2

≤
zTK2

pz

‖σ‖ 1

2

,

onde σ, z ∈ R
m.

Prova: Seja σ̄ = σ
‖σ‖ um vetor unitário. Então

zTKpσ̄ ≤ ||zTKp|| =
√

zTK2
pz,

onde a desigualdade é consequência da Desigual-
dade de Cauchy-Schwarz para produtos internos.
Portanto, segue que

(zTKpσ)(z
TKpσ)

‖σ‖ 5

2

=
(zTKpσ̄)(z

TKpσ̄)

‖σ‖ 1

2

≤
zTK2

pz

‖σ‖ 1

2

.

✷
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