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Abstract— A methodology of zeros placement for open loop SISO continuous-time dynamic systems is proposed in this work.

A parallel controller with the plant is used in order to modify the overall position of the zeros associated with augmented system. In
other words, the controller parameters modifify the zero positions. Consequently, by tunning these parameters, the positions of the
zeros can be modified. The tunning technique is formulated in terms of Linear Matrix Inequalities (LMIs). A numerical example,
that illustrates how the overall performance can be degenerated by the position of the open loop zeros, shows the effectiveness of
the proposed condition, as well as its importance.

Keywords— Zeros placement, LMIs, Open Loop, Control system.

Resumo— Neste trabalho é proposto uma metodologia de alocagdo dos zeros em malha aberta aplicada em sistemas dinamicos
SISO continuos no tempo. Neste contexto estuda-se situagdes no qual as posi¢des destes zeros afetem o desempenho especificado
em projeto para elaboracéo de controladores. Utiliza-se um controlador em paralelo com a planta para que por meio de sintonia do
mesmo, a posi¢cao dos zeros sejam alteradas e com isso 0s requisitos de projeto sejam obtidos na resposta do sistema. A técnica é
formulada em termos de desigualdades matriciais lineares. Um exemplo numérico, que ilustra como o desempenho da saida pode
ser afetado pela posicéo dos zeros de malha aberta, demonstra a potencialidade da metodologia de sistema de controle proposta,
bem como sua importancia.

Palavras-chave— Alocacao de Zeros, LMIs, Malha Aberta, Sistema de Controle.

1 Introducado Entretanto, as posi¢cdes dos zeros da planta ndo
podem ser alteradas por meio de técnicas de projeto
Em sistemas de controle a estabilidade € o obje-de controladores. Dessa forma, nos casos em que as
tivo principal durante o projeto do controlador (Chen, posicées dos zeros interferem no desempenho do sis-
1995). Em conjunto com a estabilidade, tem-se o errotema de controle malha fechada, necessita-se de uma
de regime em estado estacionario como outro fator im-maneira alternativa para modificar as posicées dos ze-
portante na regulacéo de saida de sistemas de controles. Em (Assuncéo et al., 2007a), € abordada uma me-
em malha fechada. Neste contexto, pode-se tambémodologia de alocacéo de zeros aplicada ao sistema de
inserir ao projeto indices de desempenho na regulacontrole via LMI. Neste caso a modificacdo dos zeros
¢ao da resposta, tais como: tempo de pico, porcen{oi proposta para solucionar o problema de zeros que
tagem de overshoot e tempo de estabelecimento, vid&urgem quando se utiliza a realimentagéo dinamica da
(Nise, 2012) para maiores detalhes sobre estes indicesaida. E tal trabalho ndo possibilita solucionar os efei-
Usando a teoria de sistemas lineares, sabe-se queps de perda de desempenho do sinal de saida que po-
caso o sistema seja controlavel, é possivel alocar oglem ser causados pela presenca de zeros de plantas
polos de malha fechada em qualquer posi¢éo do plangréximo aos polos dominantes do sistema de controle.
complexos (em geral, para obter estabilidade assinté- Os zeros também apresentam funcédo importante
tica e desempenho do sistema de controle, aloca-se oem algumas metodologias de sistemas de controle. Em
polos no semiplano esquerdo). Na condicdo da pre-(Moura, 2012) é abordada a andlise dos zeros da fun-
senga de zeros ou outros polos proximos aos poloszdo de transferéncia de malha aberta e ajuste de pa-
de malha fechada de projeto, o desempenho pode setdmetros de controladores suplementares de amorte-
comprometido (Ogata, 2010). cimento acoplado ao dispositivo FACTS (do inglés,
Neste contexto os zeros presentes no sistema poFlexible AC Transmission Systems). A utilizagdo da
dem ser oriundos da insercé@o de controladores de reposi¢cdo dos zeros para o projeto de rastreamento de
alimentacé@o dindmica da saida, ou pela utilizagdo desinais foi proposto em (Assuncéo et al., 2007b) e em
estimadores de estados ou zeros da planta. Na situacddiollmann, 2015), a alocacdo de zeros foi utilizada
no qual as posi¢des destes zeros interfiram no desempara projeto de filtros digitais.
penho da resposta do sistema, deve-se refazer o projeto  Neste trabalho é proposta uma metodologia de
dos controladores de modo a obter um mapeamento denodificagéo da posicéo dos zeros de malha aberta cujo
zeros em malha fechada adequado. objetivo é atingir especificacdes de projeto nos casos
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em que os zeros de malha aberta limitam o desem-Problema 1 Projetar um controlador que permita ob-
penhodo sistema de malha fechada. Assim, no tra- ter regulacdo da resposta para plantas com zeros nas
balho aborda-se a modificagc&o de zeros no semiplanwizinhangas dos polos dominantes de malha fechada.
complexos esquerdo, mas o método proposto também As posicdes dos polos de malha fechada séo definidas
pode ser aplicado para zeros no semiplano complexca partir das especificacbes de transitério, tais como:

s direito. A metodologia proposta ndo possibilita a tempo de estabelecimento, tempo de pico e porcenta-
modificacdo dos zeros da planta, os quais estéo relacigem de overshoot.

onados com a estrutura da mesma.

No projeto insere-se um controlador em paralelo Observagdo 20 diagrama de blocos do sistema de
com a planta de modo que os zeros do arranjo apresenCOﬂtrO|e usado para resolver o Problema 1 é ilustrado
tem posicdo compativel com o mapeamento de polosha Figura 1. Tal sistema possibilita a modificagédo da
de malha fechada, e consequentemente ndo afetand@osicdo dos zeros no semiplano complexsquerdo
a regulacdo da saida do sistema. A metodologia ¢do sistema em malha aberta, impedindo que a posi¢éo
descrita na forma de LMIs (do inglés, Linear Matrix dos zeros da planta interfira na regulacéo da saida da
Inequalities). Posteriormente, por meio de simulacdo planta.
computacional demonstra-se potencialidade e viabili-

dade da metodologia de sistema de controle proposta. Alocador de Zeros
ic(t) = Azc(t) + Beu(t)
2 Defini¢do do Problema Ye(t) = Cze(t) + Deu(t)
Considere um sistema linear e invariante nd(t) Syt
tempo descrito na forma de espaco de estado como, Planta *
#(t) = Az(t) + Bu(t) 2(t) = Az(t) + Bu(?)
y(t) = Calt)+ Du(t), () y(t) = Ox() + Du()

sendo matrizest € R"*", B € R"*!, C € R*"
eD € R, xz(t) o vetor de estados do sistemd) é
a entrada de controle de atuacag(é) é a saida do
sistema.

Figura 1: Sistema de controle para modificacdo dos
Zeros.

Para o diagrama de blocos ilustrado na Figura 1
adota-se a variavel de estadgt) = z(t) + z.(¢),

Observacdo 1Admite-se neste trabalho que o sis- assim tal sistema pode ser descrito na forma de espaco
tema dindmico dado em (1) apresente zero(s) no semi- P pag

plano esquerdo do plano complexoos quais podem de estado como,
ser calculados por (Franklin et al., 2013): #(t) = Axy(t) + (B + B.)u(t), (3)

ye(t) = Cay(t) + (D + D )u(t),

det[sjaA _lf}:o. @)
sendoB, € R"*' e D, € R.
Na literatura de sistema de controle existem di- Reescrevendo-se (3) obtém-se,
versas metodologias para regular o sinal de saida, tais .
como: realimentacdo dos estados, realimentacdo da 4(t) Ayay(t) + Bru(t), (4)
saida, controle preditivo, controle adaptativo, controle ye(t) = Cray(t) + Dyu(t),

com modos deslizantes, entre outros. Em um sistema
X o sendo,

controlavel pode-se atingir em malha fechada as es-

pecificacbes de projeto utilizando teorias de controle 4, = A, B, =B+ B., C,=C e D, =D + D,.

com alocagéo dos polos. ) ) )

No projeto do sistema de controle com alocagéo Dessa forma, o polindmio caracteristico de (4) é:
_de polos, fixa-se um par de polos complexos con- p(s) = det(sI — A)~L, (5)
jugados em um ponto do semiplano complexes-
querdo que proporcione especificacfes de desempee para obter os polos deste sistema deve-se resolver a
nho a saida do sistema de controle. Neste procedi-equac¢é@(s) = 0. Note que os polos do sistema (4)
mento deve ser garantida a dominancia dos polos deapresenta os mesmos polos da planta. Entretanto, a
segunda ordem de projeto para que a resposta do sigosicdo dos zeros para o sistema resultante da associ-
tema em malha fechada atenda as especificagGes estagdo em paralelo é diferente em relacédo a posi¢éo dos
belecidas. zeros da planta.

Entretanto ndo sdo todas as metodologias de sis-  Na situacdo no qual a posi¢ao dos zeros da planta
temas de controle que permitem ao projetista garantirinterfere do desempenho da saida em malha fechada
dominancia de polos em malha fechada. Um fator quepode-se utilizar o sistema de controle ilustrado na Fi-
pode dificultar o projeto de um sistema de controle é agura 1 para modificar o mapeamento de zeros. A mo-
presenca de zeros proximos a posic¢ao do polos domidificacdo da posi¢do dos zeros € realizada pela es-
nantes. Neste contexto considere o seguinte problemacolha adequada dos parametigs D, descritos em
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(3). Neste trabalho propde-se o Teorema 1 para o pro-  Substituindo-se a matriz pela matriz4; em (9),
jeto via LMIs da modificacdo da posi¢cdo dos zeros com a manipulagdo de variav@l = Q) B;, obtém-se
objetivando-se atingir especificacdes de transitorio ema LMI descrita em (6). |

projeto solucionando-se o Problema 1. O Teorema 1 possibilita a alocacdo de zeros do

Teorema 1 Suponha que o sistema descrito em (1) & sistema descrito em (4) visando a regulacéo do sinal
assintoticamente estavel, e considere o Problema 1.d€ Saida da planta. Note que teoria descrita neste tra-

Suponha que a matrip. e os escalareg, e p, S40 balho néo realiza a alocagdo de zeros do sistema fi-
dados, comD, # 0. Dessa forma, se existir uma ma- sico, os quais representam caracteristicas dinamicas

triz Q = Q' € R™*™, tal que do mesmo.
—p:Q QA-WD'CHa:Q| _ o _
A'Q-C'DyYW 4+ ¢.Q —p2Q ’ 3 Exemplo de Aplicacao
sendoV = @B, € R"*'. Entdo, 0s zeros do sis- Considere o seguinte sistema descrito na forma de

tema (4) s&o alocados em uma regiéo limitada por um espaco de estado:
circulo de raiop, com centro enf—q., 0), como ilus-

trado na Figura 2. i(t) = [ —40 —80 } x(t) + { é } u(t), (10)

10
Imag(s) y(t) = [ 1 20 Ja(1).

Para a regulagéo da saida em malha fechada con-
P siderando uma entrada degrau unitaria do sistema
dado em (10) tem-se como especificacdes de projeto

4 Real(s) 0s seguintes itens,

e Tempo de estabelecimento: 0,16 segundos.

e Porcentagem de overshoot: 15%.

Adota-se a realimentacdo de estado$;) =
Figura2: Regido para alocagdo dos zeros compgio  —Kx(t), como opgdo para sistema de controle vi-
e centro en{q., 0) no plano complexa. sando obter a resposta especificada em projeto.
Ressalta-se que a correcdo de erro de regime néo foi
abordada como requisito para o sistema de controle. O

Prova: A determinacdo da posicao dos zeros de umasjstema de controle é apresentado no diagrama a blo-
dado sistema descrito em espaco de estado pode Sgps da Figura 3.

obtido solucionando-se (2). Os zeros do sistema dado

em (4) pode ser determinado por, u(t) - x(t) y(t)
z(t) = Az(t) + Bu(t) ¢ —
sl — At —Bt o
det [ c, D, } =0. @)
Multiplicando a dltima coluna poD; !, sendo -K

que det[D.] # 0 por consideragdo inicial, e
adicionando-se a primeira coluna o produt@igela

dltima coluna, tem-se: Figura 3: Sistema de controle de realimentacdo dos
estados.
sI — Ay + ByD;*C; —DB;D;* e . . ,
det [ ! 0 e tl i =0,(8) As especificacBes de projeto sdo atingidas via re-
o alimentacdo de estados com alocacdo de polos em
det [s] — Ay + B:Dy 'Cy] = 0. s12 = —25 £ j41,38. Assim utilizando a Férmula

. . . . de Ackermann determina-se o0 seguinte controlador.
Assim, determina-se a posi¢cdo dos zeros do sis-

temas calculando-se os autovalores da mattiz= K= [ 10 2257,31 ] . (11)
Ay — B,D;'C,. _ _ o
Para que os autovalores de uma dada matriz A Figura 4 ilustra a resposta ao degrau unitario
estejam alocados em uma regido do plananita- do sistema de controle de realimentagdo de estados
dos por uma circunferéncia de raig com centro em projetado. Para aplicagéo da entrada do tipo degrau,
(—¢a,0), deve existir uma matrig), Q = Q' > 0, tal alterou-se a lei de controle ilustrada na Figura 3 para
que a seguinte inequagio seja satisfeita (Chilali andu(t) = r(t) — Kz(t), sendor(¢) a entrada degrau.
Gahinet, 1996): A resposta do sistema de controle ilustrada na Fi-

gura 4 para a entrada degrau unitaria apresenta tempo
—paQ QA+ q.Q 9 de estabelecimento de 0,153 segundos. A porcenta-
AQ+ _ <0 ©) d hoot deste sistema é de B6,8Nest
qaQ PaQ gem de overshoot deste sistema é de %6,Neste
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2 ‘ ‘ ; ‘ ‘ Ackermann determina-se o controlador, o qual é dado

| ] por,
§ ol ] K=1[-3952 —5877]. (14)
g
Eomr i A Figura 6 ilustra o sistema de realimentacdo de
. 1 estados utilizando a metodologia proposta de modifi-
02 1 cacao dos zeros.
Tempo [seg] bo(t) = Aze(t) + Beu(t)| zo(t)
Figura 4: Resposta normalizada ao degrau unitario. Ye(t) = Cxc(t) + Deu(t)
r(t) +_ u(t) ve®) | + _ye(t)
caso o tempo de estabelecimento de projeto foi atin- - y(®)] +
gido, mas a porcentagem de overshoot foi diferente do @(t) = Az(t) + Bu(t)

especificado em projeto, que foi de 15%.

Para entender o motivo da diferencga entre a espe-
cificacéo e o resultado da Figura 4, é necessario ava-
liar a posicdo dos zeros do sistema (10) para o va- -K
lor de K dado em (11). Note que o sistema em ma-
Iha fechada apresenta um zero em -20 e polos=  Figyra 6: Sistema de controle com modificagéo dos
—25 £ j41,38. Com isso, essa diferenca deve-se a0 o oo
fato da proximidade entre as partes reais do polos e do

y(t) = Cx(t) + Du(t)

zero, como pode ser visualizado na Figura 5. A Figura 7 ilustra a resposta ao degrau unitério do
sistema de controle de realimentacéo de estados pro-
5 ‘ ‘ jetado para o sistema com modificacdo da posi¢éo dos
L X 4 . ~
| | zeros de malha aberta e a inser¢do de um zero com o
ol i controlador dado em (14).
& o o 1 .
= ] '
1.
i ,
—30f- 4 1.1
- y ,

- L L
51%0 -25 -20 -15

Real(s)

Am plitude

Figura 5: Mapeamento de polos e zeros.

Ent&o, utiliza-se o Teorema 1 para alocar o . " s Tg'}npo [Seg_]““‘ o
distante dos polos de malha-fechada. Considera-se a
regido do circulo para alocacdo dos zeros com centro Figura 7: Resposta ao degrau unitario.
q. = 50 0 p, = 15. Utiliza-se também o parametro
D. =1 e obtém o seguinte resultado, A resposta do sistema de controle ilustrada na Fi-
—4.96 gura 7 para a entrada degrau unitaria apresenta tempo
B. = [ 9 49 } (12) de estabelecimento de 0,153 segundos. A porcenta-

gem de overshoot deste sistema é de %5,Neste
Neste cenério, os zeros de malha direta do sistemaaso, com os zeros mais distantes dos polos dominan-
ilustrado na Figura 1 considerando-se a planta dada entes de malha fechada, pode ser considerado que tanto

(10), séo: 0 tempo de estabelecimento quanto a porcentagem de
overshoot de projeto foram atingidos.
2 = —3597 € 23 = —50 (13) pro] g
Observa-se que inicialmente a planta apresenta 4 Conclusdo

um zero de malha aberta. Entretanto, a solucdo do

Teorema 1 apresenta dois zeros de malha aberta parao Neste trabalho foi proposto uma metodologia para
sistema ilustrado na Figura 1. Este fator acontece poisalocacéo de zeros em malha aberta para sintonia de
D, ndo pode ser nulo ou possuir determinante igual acontroladores em regulacéo de variaveis de saida. Por
zero. Apés a determinacéo @& projeta-se o contro- meio da analise dos resultados, verifica-se que esta
lador de realimentacdo de estado para o sistema desnetodologia pode ser utilizada para projeto de sistema
crito em (4). Neste contexto utiliza-se as mesmas es-de controle em plantas que tenham zero em sua mo-
pecificacbes de projeto para determinacéo do contro-delagem e que de algum modo a posicdo deste zero
lador K. Assim, por meio da utilizacdo da formula de dificulte o0 desempenho do sistema de controle.
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A metodologia é descrita na forma de LMls, e
guanddfactivel, pode ser facilmente solucionados por
meio de algoritmos de convergéncia polinomial dis-
poniveis na literatura (Boyd et al., 1994), (Gahinet, P.
and Nemirovski, A., 1997).
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