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Abstract— This paper shows the assembly of a servo-controlled platform, with two degrees of freedom, in order to identify em-
pirically the mathematical model of the system. For that, the step response has been parsed, and were found first and second-
order models. The MATLAB software was used to provide the step response of the model obtained empirically and so, compare
it with the experimental data. The measurement of the angular position of the platform was performed by means of accelerome-
ters and gyroscopes from MPU-6050 sensor. To obtain more accurate measuring results and eliminate the noise effect, we im-
plemented the Complementary filter to the firmware of the system, which uses the Arduino platform for controlling servomotors
and perform data acquisition.
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Resumo— Neste trabalho foi realizado a montagem de uma plataforma servo-controlada, com dois graus de liberdade, com o ob-
jetivo de identificar de forma empirica 0 modelo matematico do sistema. Para isso, a resposta ao degrau foi analisada, e foram
encontrados modelos de primeira e segunda ordem. O software MATLAB foi utilizado para fornecer a resposta ao degrau do
modelo obtido empiricamente e, assim, compara-la com os dados experimentais. A medicéo da posicdo angular da plataforma foi
realizada por meio de acelerdmetros e giroscopios do sensor MPU-6050. Para se obter resultados de medigdo mais precisos e
eliminar o efeito de ruidos, foi implementado o filtro Complementar ao firmware do sistema, que utiliza a plataforma Arduino
para controlar os servomotores e realizar a aquisicéo de dados.

Palavras-chave— plataforma equilibrada, sensor MPU-6050, filtro Complementar, filtro de Kalman, Arduino.

1 Introducdo

Sistemas de controle de posicdo e estabilidade
sdo vastamente encontrados nos dias de hoje. Exis-
tem desde veiculos modernos, que utilizam suspen-
sOes inteligentes para manter os passageiros sempre
em posicdo horizontal, como também aeronaves ndo
tripuladas (drones), que possuem cameras instaladas
em sistemas inteligentes em suas bases (conhecidos
como gimbals), para manter a cdmera sempre estabi-
lizada, o que torna a filmagem estavel e muito mais
atraente para os telespectadores.

O Google, recentemente, adquiriu a startup Le-
vante Lab, que criou o Liftware - colher que usa uma
série de algoritmos e conta com tecnologia que esta-
biliza o acessério quando a mao da pessoa esta tre-
mendo. Essa ferramenta é muito Util para pessoas
com Parkinson. Segundo o Google, o uso do disposi-
tivo reduziu em 76% a queda de alimentos em testes
préprios (EXAME, 2015).

Para que tais sistemas de controle sejam desen-
volvidos de forma eficaz, é essencial que se identifi-
que o modelo matemético do mecanismo. O célculo
desses modelos podem se tornar muito complexos
quando o sistema é composto por diferentes partes e
pecas, cada uma com diversas propriedades distintas
e dificeis de se medir, como por exemplo: momento
de inércia, atrito, peso, volume, entre outras.
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Existem métodos praticos para o calculo do mo-
delo matematico de sistemas dindmicos complexos
sem a necessidade de se estudar cada parte separa-
damente, pois se estuda o sistema como um todo.
Esses métodos calculam modelos tedricos que repre-
sentam muito bem a din&mica real dos sistemas, e se
tornam excelentes técnicas praticas e aplicaveis
(NISE, 2011).

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvi-
mento do modelo matematico de uma plataforma de
dois graus de liberdade por meio de experimentos
praticos e da avaliacdo das respostas do sistema.

2 Teoria

2.1 Acelerdmetros e Giroscopios

O circuito integrado MPU-6050 é um sensor fa-
bricado pela empresa IvenSense Inc., que relne trés
sensores giroscopio (1 para cada eixo X, Y e Z), trés
sensores acelerdmetros (também um para cada €ixo)
e um Processador Digital de Movimentos (Digital
Motion Processor ou DMP) em um Unico chip
(DATASHEET MPU-6050, 2015). Ele utiliza a co-
municacdo 12C para a transmissdo dos dados, possui
internamente trés conversores analogico/digital de 16
bits para a discretizacdo dos valores dos acelerobme-
tros e dos giroscopios internos. O sensor possui boa
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precisdo para movimentos rapidos ou lentos. O gi-
roscopio possui escalas de +250, +500, +1000 ou
+2000 graus por segundo (muitas vezes chamados de
dps - degrees per second). J& os acelerbmetros pos-
suem faixas de medicdo de +2g, +4g, £8g ou +16g,
sendo 1g a aceleracdo da gravidade, que corresponde
a aproximadamente 9,81 m/s?.

Os acelerémetros sdo equipamentos que medem
a aceleracdo propria de um corpo (TEXAS
INSTRUMENTS, 2015). Eles s&o utilizados princi-
palmente em sistemas de posicionamento, sensores
de inclinagdo, bem como sensores de vibracdo. Um
exemplo prético e bastante conhecido de aceleréme-
tros sdo as telas dos aparelhos celulares: elas se ajus-
tam de acordo com o angulo que fazem em relacdo a
aceleracdo da gravidade.

Quando o acelerémetro é colocado em posicédo
horizontal, em uma mesa, por exemplo, ele ira medir
uma forca de 1g em um dos seus eixos. Porém,
quando o sensor esta inclinado, a forga g € distribui-
da em dois eixos. Logo, é possivel medir os angulos
por meio da trigonometria.

A Figura 1 mostra algumas disposicGes possiveis
para o sensor e, as EquagBes 1, 2 e 3 sdo utilizadas
para calcular os angulos, sendo Ay, Ay e A; os valores
fornecidos pelos acelerdbmetros para os eixos X, Y e
Z

Figura 1. Angulos através dos acelerdmetros para 3 eixos
Fonte: PAULA, F. O, 2015

p = arctan /L\ (1)
\ /Ayz +4,° /

¢ = arctan \\/ﬁ / 2

0 = arctan <ﬂ> ®)
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Para a plataforma seréo utilizados apenas os ei-
xo0s X e Y, algumas vezes chamados de roll (p) e
pitch (¢).

O MPU-6050 fornece valores adimensionais,
chamados raw values, que devem ser convertidos
para m/s? ou em multiplos de forcas “g” (9,81m/s?).
O datasheet informa que deve-se dividir o valor
medido por 16,384 para uma faixa de medicdo de
+2g de leitura. Logo, se o sensor retorna um valor de
16,384 no eixo X, significa que existe 1g naquele
eixo. Essa divisdo pode ser feita antes ou depois de
se calcular os angulos.

O valor obtido ndo é real quando se tem um mo-
vimento acelerado, por exemplo horizontalmente,
mesmo sem modificar a orientagdo angular, pois o
movimento gera novas forcas além da gravitacional
nos acelerdbmetros. Utilizam-se os giroscopios como
auxilio para minimizar esse efeito.

Os giroscopios sdo utilizados para manter ou pa-
ra medir orientacdo. Um giroscopio mecanico consis-
te de um disco rotativo no qual os eixos ligados a ele
sdo capazes de se deslocar livremente em qualquer
direcdo (PAULA, F. O, 2015).

Um giroscopio microeletronico mede a veloci-
dade angular (graus por segundo), a partir da qual se
pode calcular o deslocamento angular.

Para processar a orientacdo, € preciso inicializar
0 sensor com uma posicdo conhecida (utilizando o
acelerémetro) e, entdo, medir a velocidade angular
nos eixos X, Y e Z por meio dos giroscopios, dentro
de um intervalo de tempo conhecido.

O valor do deslocamento angular Gy, calculado
por meio do giroscopio, é fornecido pela Equaco 4.

6= o (4)

O MPU-6050 disponibiliza valores adimensio-
nais para os giroscopios. Para se chegar a medi¢des
expressas em graus por segundo, o datasheet informa
gue deve-se dividir os valores obtidos por 131, con-
siderando uma faixa de medicdo de +250 graus por
segundo.

O giroscopio sofre um efeito de desvio do valor
real, que deveria ser medido ao longo do tempo.
Quando ele estd em posicdo estavel, sem movimen-
tacdo, seu valor cresce ou decresce devido aos erros
inerentes a integracdo. Essa taxa de desvio € conhe-
cida como bias, que deve ser levada em consideracdo
nos calculos.

A solucdo para reduzir os desvios, obter valores
mais precisos e diminuir a propaga¢do dos erros de
calculos, é utilizar o acelerdmetro e o giroscopio em
conjunto. Para isso, utiliza-se o filtro Complementar.

2.2 Filtro Complementar

O Filtro Complementar ou Complementary Fil-
ter é uma combinacdo linear matematica simples, na
qual se define um peso para cada varidvel de entrada,
neste caso uma para o acelerdmetro e outra para o
giroscdpio, em que a soma desses pesos deve ser
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igual a 1. As EquacBes 5, 6 e 7 expressam as relagdes
matematicas utilizadas por esse filtro.

0= aG,+(1—-a)i., 5)
B

a_ﬁ+dt ©)

G, =6+ wdt @)

Sendo: dt o tempo de amostragem, em segundos; S a
constante de tempo, em segundos;  a velocidade
angular medida pelo giroscopio, em graus por segun-
do; e A 0 angulo medido pelo acelerémetro, em
graus.

Para se obter resultados satisfatérios, a constante
de tempo £ deve ser maior do que a escala de tempo
tipica do ruido do acelerdmetro. Neste trabalho, foi
utilizado tempo de amostragem dt = 0,04s e constan-
te de tempo 7 = 1s, obtendo-se um valor de o = 0.96.

2.3 Modelagem Matematica

Um sistema pode ser modelado empiricamente
por meio da andlise da resposta a um degrau. Se o
sistema apresentar comportamento de primeira or-
dem, ele pode ser descrito pela Equacdo 8 (OGATA,
2003).

1
() = s+ 1 ®)

Sendo: s a varidvel de Laplace; e r a constante de
tempo.

A constante de tempo z de um sistema de primei-
ra ordem corresponde a 63,2% do tempo de subida.

Se o sistema apresentar comportamento de se-
gunda ordem, ele pode ser descrito pela Equacdo 10
(OGATA, 2003).

wy?

2+ 20wy, s+ w,?

T(s) = (10)
Sendo: w,, a frequéncia natural; e § o fator de amor-
tecimento.

Para calcular os pardmetros do modelo de se-
gunda ordem é necessario determinar o tempo de
acomodacdo Ts, a porcentagem de sobressinal Os
(overshoot) e o tempo de pico T,, de acordo com as
Equacgdes 11, 12, e 13, respectivamente. O fator de
amortecimento & é calculado por meio da Equagédo
14 (OGATA, 2003).

(11)
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—im
%0s = 100 e(‘/ 1—<2> (12)
VA
Tp = ———
p o 10 (13)
%0s
= -In(T55) "
0, 2
-+ In (55

3 Materiais e Métodos

A montagem mecénica da plataforma foi feita
com materiais de baixo custo e facilmente encontra-
dos no mercado nacional, sendo realizada de forma
rapida e com baixa complexidade. Para isso, foram
utilizados: uma placa de carbonato alveolar, com
dimensfes 20cm x 10cm; um tubo de PVC de 5cm
de didmetro e 1m de comprimento; uma cantoneira
de aluminio, com 70cm de comprimento; uma barra
de aluminio com 70cm de comprimento de 1cm de
largura; dois servomotores de 3kg-cm de torque, um
sensor MPU-6050; e um Arduino Nano versdo 3.0.

Para a medicdo dos angulos da plataforma, em
tempo real, foi utilizado o sensor MPU-6050. A
comunicacdo com o sensor ¢ feita por meio do proto-
colo de comunicacdo 12C para a aquisi¢do dos valo-
res dos acelerdbmetros e dos giroscopios. Apos esse
processo é possivel fazer o célculo do angulo. Para
melhorar a precisdo das medicg@es e para a rejei¢do de
ruidos e distarbios, foi utilizado o filtro Complemen-
tar.

A posigdo angular da plataforma € controlada
por meio de dois servomotores - um para cada grau
de liberdade. Eles sdo acionados utilizando sinais
PWM, que séo gerados pelo Arduino Nano.

A modelagem matematica da plataforma foi rea-
lizada com o auxilio do software MATLAB. A aqui-
sicdo dos dados do sensor foi feita por meio da co-
municacdo USB entre o Arduino e um microcompu-
tador.

Com objetivo de estudo e de comparacédo dos re-
sultados, foram realizados dois ajustes de modelos:
um de primeira ordem (desconsiderando-se o overs-
hoot); e outro de segunda ordem.

Para a modelagem da plataforma, foi aplicado
um degrau de +45 graus, partindo de O grau (plata-
forma na horizontal). Verificou-se a resposta para
ambos os eixos, X e Y, de modo independente. Dessa
forma, foi possivel avaliar se o processo seria melhor
representado por um modelo de primeira ou segunda
ordem.

A resposta ao degrau no eixo X e Y foram simi-
lares. Entdo, tomou-se como referéncia para este
trabalho apenas a curva obtida para o eixo Y.
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4 Resultados e Discussao

A Figura 2 mostra a plataforma apds sua monta-
gem, sendo possivel visualizar o sensor na parte
inferior, 0s servomotores, bem como um pequeno
contra peso na parte lateral esquerda.

Figura 2. Plataforma ap6s a montagem

A Figura 3 mostra que a aplicacdo do filtro
Complementar melhorou os resultados de medic&o,
visto que os dados do acelerdbmetro e do giroscépio
sdo ruidosos e fornecem valores do angulo do eixo Y
da plataforma com muita variacdo. Observou-se que
o filtro Complementar rejeita muito bem os ruidos e
as variagOes ocorridas. Além disso, também foi im-
plementado e analisado o filtro de Kalman, que é um
método matematico criado por Rudolf Kalman, e
apareceu na literatura em 1960 (GREWAL, M. S,
ANDREWS, A. P., 2008). Trata-se de um conjunto
de equacgbes matematicas em forma de um algoritmo
computacional iterativo, com a finalidade de realizar
previsdes futuras e estimar variancias de modelos
para séries temporais, que podem ser escritas em
formas de espacos de estados (HARVEY, A. C.,
2001). O filtro de Kalman também se mostrou muito
eficiente. Porém, ele nédo foi adotado durante as me-
dicBes e ensaios realizados neste trabalho. Embora
seu comportamento tenha sido muito préximo ao do
filtro Complementar, ele apresenta implementacéo
mais complexa e possui custo computacional maior.

— AccY
Gyro ¥
Comp. Y
——— Kalman Y|

Angulo (graus)

Tempo (s)

Figura 3. Implementagéo do filtro complementar
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A Figura 4 mostra a resposta real do sistema ob-
tida ao se aplicar um degrau de +45 graus no eixo Y
da plataforma.

50

Degrau de +45 graus no eixo ¥

Angulo (graus)

Tempo (s)

Figura 4. Resposta real ao degrau de +45 graus no eixo Y

Analisando a resposta do sistema a partir da Fi-
gura 4, pode-se aproximar o comportamento da pla-
taforma a um modelo de primeira ordem, desconside-
rando o overshoot. Porém, espera-se que um modelo
de segunda ordem represente melhor o sistema.

Para a aproximacdo de primeira ordem, a curva
fornece constante de tempo © = 0.167 segundos.
Obtém-se, entdo, 0 modelo matematico para a plata-
forma, como mostra a Equacéo 9:

1

T = S1e7s+1 ©

Entdo, utilizando o MATLAB, obteve-se a res-
postado modelo da Equacdo 9 a um degrau de +45
graus e com atraso de 7 segundos, com a finalidade
de comparar com a resposta obtida no experimento.
Vale ressaltar que, na pratica, o degrau também foi
aplicado com atraso de 7 segundos. A Figura 5 mos-
tra o resultado tedrico encontrado.

Step Response

50

Modelo tedrico de primeira ordem |

40

30

20

Angulo (graus)

Tempo (s)

Figura 5. Modelo teérico de primeira ordem
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Ao se analisar a Figura 5, percebe-se que o re-
sultado tedrico ficou bastante proximo da resposta
real, ao se desconsiderar o overshoot observado na
prética.

Quando a resposta da plataforma ao degrau foi
considerada de segunda ordem, foram obtidos os
seguintes parametros:

e Tempo de acomodacdo Ts= 1,61s;
e Overshoot Os= 4,43 graus, ou 10,7%;
e Tempo de pico Ty = 0,35s;

Logo, os valores do fator de amortecimento { e
da frequéncia natural do sistema wn, Chega-se aos
seguintes resultados:

e (=0,59;
e ,=4720;

Portanto, o modelo de segunda ordem é dado pe-
la Equacéo 15:

17,66

15
s24+4,97s+ 17,66 (15)

T(s) =

A resposta ao degrau de +45 graus, com atraso
de 7 segundos, foi obtido por meio do MATLAB, de
acordo com a Figura 6.

Step Response

Modelo tedrico de segunda ordem ‘

Angulo (graus)
r

Tempo (s)
Figura 6. Modelo teérico de segunda ordem

O resultado foi muito satisfatério, visto que o
comportamento do modelo tedrico de segunda ordem
ficou ainda melhor do que o de primeira ordem, ja
que aquele representa o overshoot, assim como veri-
ficado na dindmica real da plataforma.

5 Conclusoes

A modelagem matematica a partir de experimen-
tos e analises praticas mostrou-se um método muito
eficaz e aplicavel em processos reais. Normalmente,
os modelos matematicos de sistemas dindmicos s&o
calculados a partir de parametros nominais, tais co-
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mo momento de inércia, peso, entre outros, que sao
varidveis, muitas vezes, dificeis de mensurar com
precisdo. Essas medidas ficam ainda mais dificeis de
serem aferidas quando um sistema é composto por
diversos mecanismos e elementos distintos.

O modelo matematico encontrado neste trabalho
mostrou-se muito préximo da dinamica real do sis-
tema da plataforma, mesmo sem informagdes preci-
sas dos parametros que seriam necessarios para se
calcular matematicamente o modelo.

Os dois modelos encontrados, principalmente o
de segunda ordem, podem ser considerados para
descrever o comportamento da plataforma, visto a
proximidade de ambos em relagdo a dindmica real do
sistema.
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