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Abstract— In this paper we develop an output-feedback control system for uncertain single-input-single-
output linear systems with arbitrary delay in the output signal. The state of the system is estimated by observers
connected in cascade. Differently from previous works, parametric uncertainties in the plant are allowed. Their
effects are analyzed by using the Small Gain Theorem. The proposed control strategy guarantees global stability
of the closed-loop system. A numerical example illustrates the effectiveness of the proposed control strategy
applied to compensate arbitrary delays and bounded uncertainties.
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Resumo— Neste artigo propoe-se o desenvolvimento de um sistema de controle por realimentacao de saida para
sistemas lineares incertos monovariaveis com atraso arbitrario no sinal de saida. O estado do sistema é estimado
por observadores conectados em cascata. Distintamente de trabalhos anteriores, as incertezas paramétricas
presentes na planta sdo consideradas e seus efeitos na estabilidade sdo analisados aplicando-se o Teorema de
Pequenos Ganhos. A estratégia de controle proposta garante a estabilidade global do sistema em malha fechada.
Um exemplo numérico ilustra a eficicia da abordagem proposta para compensar atrasos arbitririos e incertezas

limitadas nos parametros do sistema.

Palavras-chave— Sistemas lineares, Sistemas com atraso, Realimentagao de saida, Observadores em Cascata,

Estabilizagao global.

1 Introducao

Atrasos e incertezas paramétricas sao frequente-
mente causadoras de instabilidade e baixo desem-
penho de sistemas de controle. Por isso, hd um
crescente interesse no estudo de sistemas incer-
tos com atrasos (Niculescu et al., 1998; Fridman
et al., 2001; Liu et al., 2006; Yan et al., 2010; Je-
ong et al., 2012; Coutinho et al., 2013; Hui,
Zhang, Kong and Zhou, 2015; Hui, Zhang and
Kong, 2015).

Uma alternativa para o controle de sistemas
com atraso em que nem todas as varidveis de es-
tado sao medidas é o uso de observadores de es-
tado (Yan et al., 2010; Coutinho et al., 2014). No
entanto, incertezas paramétricas e a presenca do
atraso arbitrario no sinal de saida dificultam a
convergéncia do valor estimado das variaveis para
o valor real e, consequentemente, prejudicam o
controle do sistema.

Por outro lado, algumas abordagens para sis-
temas com incertezas paramétricas consideram
uma compensacao para o atraso, por exemplo as-
sumindo incertezas limitadas em norma (Fridman
et al., 2001; Zhong and Rees, 2005). Yan et al.
(2010) e Coutinho et al. (2013) aplicaram controle
por modo deslizante em sistemas incertos com
atraso no estado. Técnicas de projeto baseadas
em desigualdades lineares matriciais (LMIs) para
garantir a estabilidade robusta de sistemas incer-
tos estao entre as mais utilizadas (Hui, Zhang and
Kong, 2015; Hui, Zhang, Kong and Zhou, 2015).

Assim, motivado pela discussdo acima, neste
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artigo é desenvolvido um controlador para siste-
mas monovariaveis com atraso arbitrario na saida
em que se utilizam observadores em cascata adap-
tados de (Ahmed-Ali et al., 2012) para estima-
¢ao do estado. Esse observador foi utilizado na
estratégia de controle a estrutura variavel de-
senvolvida por Coutinho et al. (2014) para sis-
temas nao-lineares sem incertezas. A principal
diferenga em relagdo aos trabalhos (Ahmed-Ali
et al., 2012; Coutinho et al., 2014) é que agora sao
analisados os efeitos de incertezas paramétricas no
observador e no sistema de controle em malha fe-
chada (Marques, 2016).

A estabilidade do sistema perante incertezas
paramétricas é analisada com auxilio do Teorema
de Pequenos Ganhos (Isidori, 1999), que permite
determinar limites das magnitudes das incertezas
para garantir a estabilizacao global do sistema.

1.1 Notagao

Ao longo do texto, a norma Euclidiana de um ve-
tor x e a norma induzida de uma matriz A sao
denotadas por ||z|| e ||A||, respectivamente. Além
disso, ¢;’s e \;’s denotam constantes escalares es-
tritamente positivas.

2 Formulacao do Problema
Considera-se a estabilizacao por realimentacao da

saida atrasada (y(t) € R) de sistemas lineares,
invariantes no tempo, observaveis e controlaveis,
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descritos pela equacao de estado:

#(t) = (A+ AA)z(t) + (B + AB)u(t),
y(t) = Cx(t —d), (1)

7

na qual z(t) € R™ é o estado e u(t) € R é o sinal
de controle. A condi¢ao inicial é definida por (Gu
et al., 2003, Secao 1.2):

2(0) = z0(0), 0 € [~d,0]. 2)

As seguintes hipdteses devem ser satisfeitas:
(H1) As matrizes A, B e C sao conhecidas.

(H2) O atraso d > 0 ¢ arbitrdrio, conhecido e
constante.

(H3) As normas das incertezas paramétricas sa-
tisfazem as desigualdades

[AA <éas  [[AB[ <&,  (3)

para valores suficientemente pequenos de
6, >0edp > 0.

3 Observadores em Cascata

Nesta secao é revisado o uso de observadores em
cascata desenvolvidos por Ahmed-Ali et al. (2012)
e Coutinho et al. (2014) para sistemas nao-lineares
com atraso, mas sem incertezas. Aqui, sao apli-
cados a estimacao do estado de sistemas lineares
incertos descritos pela equagao de estado (1).

Dessa forma, para estimar o estado atual x(t)
do sistema com atraso na saida (1), serao utiliza-
dos observadores conectados em cascata. Assim
sendo, quanto maior for o atraso d, maior serd o
numero m de observadores necessarios, de forma
que m satisfaca a seguinte desigualdade:

m > 4 , (4)
dy

na qual d; é o médximo atraso admissivel por ob-
servador unico (Ahmed-Ali et al., 2012). Cada
observador estimard um vetor de estado atrasado,
cujo valor do atraso é dado por d/m, ou seja, o
atraso é dividido em partes iguais para cada ob-
servador.

Deste modo, considera-se a seguinte notacao
para representar o estado do sistema e o sinal de
controle, ambos atrasados, em cada observador

je{l,...,m}:
.d
xj(t):x t*d+]a 5 (5)
.d
w(®) =u(t—d+j) (6)
e para o estado do observador:

:%j(t)zﬁs(t—d—i—ji) . (7)
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O observador de estado é da seguinte forma:

&1(t)= A1 (t)+Bua (t)— L {cae1 (t— %) —y(t)} ,

& (t)= Az (t)+Bu;(t)— L {Ca:«j (t—%) —Z}jfl(t):| ;

9;(t)=C;(1),

G (8) = A (£) + Bu(t)— L {cg@m (t— %) —ym,l(t)] :

Im (1) =C2m(t) . (8)

O vetor &;(t) é uma estimativa do estado atra-
sado x;(t) do sistema (1). O vetor de estado do
ultimo observador, @, (t) = Z(t), é uma estimativa
para o estado atual z(t) do sistema (1). Nota-se
que todos os observadores (8) tém a mesma estru-
tura.

Apos provar a convergéncia do estado de um
observador tinico para um pequeno atraso d; e um
vetor L € R™ de realimentagao do erro de obser-
vacao escolhido adequadamente, Ahmed-Ali et al.
(2012) demonstraram que uma quantidade m su-
ficientemente grande de observadores conectados
em cascata (8) é capaz de reconstruir o estado do
sistema (1), para um atraso longo, constante mas
sem incertezas. Assim, pode-se admitir a presenga
de atraso com valor arbitrario na saida.

4 Lei de Controle

Uma forma de controle por realimentacao de saida
consiste em utilizar as varidveis medidas para es-
timar o estado por meio de um observador e cons-
truir o sinal de controle pela realimentacao do es-
tado estimado. Assim sendo, se &(t) é uma esti-
mativa de z(t), a lei de controle serd:

u(t) = —Ki(t) = —Kim(t), 9)

na qual K € R'*™ é o vetor de ganhos da reali-
mentagao de estado.

5 Erros de Estimacao de Estado

A andlise da estabilidade do sistema de controle
em malha fechada composto pelo sistema (1), pe-
los observadores em cascata (8) e pela lei de con-
trole (9) ¢é iniciada pela andlise dos erros de es-
timagao de estado. Conforme demonstrado em
(Ahmed-Ali et al., 2012, Teorema 1), hd uma
quantidade m de observadores em cascata sufici-
ente para que o erro de estimagao definido como

() = a(t) — (1), (10)
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convirja exponencialmente para zero quando nao
hé incertezas.

A convergéncia dos observadores em cascata
serd provada passo a passo pelo método de in-
dugdo matemdtica. Assim, considere Z(t) :=
x1(t) — &1(t) como o primeiro erro de estimagcao
para o passo ¢ = 1, obtido da diferenca entre as
equagoes (1) e (8):

Z1(t) =(A+ AA)z1(t)+(B + AB)uy (t) — Ady (t)
—Bul(t)—|—L |:C.f31 (ﬁ—:i) —y(t):l s (11)

na qual @1 (t) = (A+ AA)z(t)+(B + AB)uy(t) é
a representagao do sistema (1) com sinais atrasa-
dos que foi representado com o indice 7 = 1, para
propésitos de analise. Assim, obtém-se:

T1(t) = Az, (t) + LC {jl (t — i) —x(t— d)}
+ AAzy(t) + ABuy (1) . (12)

A lei de controle (9) para o passo i = 1 é
reescrita como

ui(t) = —Ki(t) = —K [21(t) — 31(8)] . (13)

Da equagao (5) pode-se concluir que

d
t—— ) =xz(t—-d). 14
o (1= 5) =ale-a) (1)
Dessa forma, a equacao (12) se torna:

71(t) = (A + ABK)i, (t) — LC# (t - T‘i)
+ (AA — ABK)xz(t). (15)

A convergéncia exponencial neste caso é enun-
ciada no seguinte lema obtido de (Niculescu et al.,
1998, Teorema 2).

Lema 1 Considere o sistema (15), assumindo-se
que a matriz (A + ABK — LC') seja Hurwitz tal
que a desigualdade:

He[(AJrABK)fLC]t <ke

vt>0, (16)

seja satisfeita para k > 1 e n > 0 conhecidos.
Dessa forma, para um atraso dy (= d/m) se a
desigualdade:

%dl ([ILC(A+ ABK)| + [[(LC)?|)) <1, (17)

for atendida, entao o ponto de equilibrio x1 = 0
da equagdo (15) homogénea (x1(t) = 0) serd glo-
balmente exponencialmente estdvel.

As desigualdades (16) e (17) permitem a de-
terminacao do atraso maximo admissivel (d;) e a
escolha do nidmero mdximo de observadores (m)
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tais que a desigualdade (4) seja satisfeita para um
atraso arbitrario d.

A solugao da equagao diferencial (15) pode ser
expressa para t > 0 por:

.’)~31(t) = @1(7575710)4'

+ Gt 1A - ABK)mi(r)dr, (13)
0

na qual ®q(t,%1,) € R™ é a solugdo homogénea
(z1(t) = 0) com condigdo inicial #(6) = Z1,(0),
0 € [—d,0]. A resposta impulsiva Gy (¢t,7) € R"*"
é a solucao da equacao diferencial homogeénea
#1(t) = (A+ ABK)#(t) — LC#,(t — d) com con-
digao inicial Z1(7) =1, Z1(t) =0 (t <71)eT é o0
instante no qual o impulso é aplicado.

Para analisar a dindmica da equacao (18),
considera-se os majorantes (Coutinho et al., 2013,
Secdo 3.3):

[@1(t, &1y)| < cre” ™ @7, Vt>0, (19)
1Gr(t, T < coe™ 2077 W > 7, (20
I(AA=ABK)z1 ()| < esllz (D), V=0, (21

nos quais 77, = sup |[|Z1,(0)] e
¢ = b+ &K > [AA— ABK|.  (22)

Dessa forma baseando-se nas equagoes (19),
(20), (21) e na relagao acima definida, reescreve-
se uma nova equagao para (18):

1Z1(8)]] < cre™ 7], +eae™ 2 wesl|aa (B)], (23)

na qual para a convolugao pode ser afirmado, con-
forme (Desoer and Vidyasagar, 1975):

|cae™2 s csllar ()] ||, < lleze™ 1 e ||5E1(t)||oo)»
(24
na qual

~ fee c
|c2e )‘ﬂHl :/0 |coe >‘2t|dt=)\—22. (25)

Dessa forma, a equacao (23) poderd ser rees-
crita na forma:

C2

120 (2)]] < cre™™ 75, +
A2

ez |z (f)lloo - (26)

De forma a validar a recorréncia da conver-
géncia do erro, baseado em (10) considere &;(t) :=
xj(t)—2;(t) como o erro de estimagao para o passo
i = j. Assim, o erro de estimagio 7;(t) é obtido
da diferenga das equagoes (1) e (8):

Zi(t) =(A+ AA)x;(t)+(B + AB)u;(t)— Ad; (1)
—BUj(t)+L l:Oi‘] (t - i) - :gj—l(t):l )
(27)

na qual &;(t) = (A+ AA)z;(t)+(B + AB)u,;(t) é
a representacao do sistema (1) com o {ndice i = j,
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para propésitos de analise. A condicao inicial é
z;(0) = 2;,(0), 0 € [—d,0]. Assim, obtém-se:

i‘j(t) :A(Ej(t) + Lij (t — i) - LC@j,l(t)
+ AAJJJ (t) + ABUJ (t) . (28)
A lei de controle (9) para o passo i = j é

reescrita como u;(t) = —K&;(t) = —Klz;(¢)
Z;(t)] . Assim, é possivel reescrever (28):

by6) = Ady (1) - 103, (12 )

d X
+ LCl‘] (t—m) — LCl‘j_l(t)

+ AAx;(t) — ABK[z;(t)—Z;(t)]. (29)
Baseado em (5) tem-se:
d d d
(el et

Por outro lado, o erro de estimagao para o
passo ¢ = j —1 é definido por Z,;_1(t) := z;_1(t) —
Zj_1(t). Dessa forma, a equacdo (29) pode ser
reescrita como:

5(t) =(A+ ABK)Z;(t) — LCE, <t _ i)
+ LCE;_1(t) + (AA — ABK)z;(t). (31)

Entao, pode-se concluir que o erro de estima-
cao satisfaz:

125 ()] < cre™" 75

Jo
C2 -
5, (CllFim@llee +esllz; i)
(32)
na qual ¢y > [|[LC| e &} := sup |[|Z;,(0)]-

0€[—d,0]
Assume-se a seguinte hipdtese adicional para
o projeto do observador:

(H4) Baseado na hipétese (H3), onde assume-se
que a incerteza 0, > ||AB|| seja pequena o
suficiente, escolhe-se a matriz L para que a
matriz (A + ABK — LC) seja Hurwitz.

Se a quantidade escolhida m de observado-
res em cascata resultar num atraso fracionado
dy > d/m que satisfaga a condi¢ao (17) para apli-
cacao do Lema 1, entao d\; > 0 tal que os termos
transitérios cle_Alti“;‘-o, Vi e {l,...,m}, em (26)
e (32) convirjam para a origem.

A partir de (26) e (32), é possivel obter por
inducao um majorante para a solugao da equagao
do erro de estimacao total, dado por:

2] < cae™ 3G + cscnllz)]loc,  (33)

com constantes c,, ¢y, A\, > 0 apropriadas. Nota-
se que a constante ¢z dada por (22) tende a zero
na medida que as incertezas paramétricas sao re-
duzidas (vide hipétese (H3)).
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6 Analise da Estabilidade em Malha
Fechada

De forma a garantir a estabilizagao do sistema,
utiliza-se a lei de controle de realimentacao do es-
tado estimado (9), que pode ser reescrita usando-
se o erro de estimagao (10):

u(t) = —Kuz(t) + Kz(t) , (34)

que, aplicada ao sistema (1), resulta na equacao
de estado:

sendo reduzida a:
(t) = (A— BK + AA— ABK)zx(t)
+ (BK + ABK)Z(t). (36)

A correta escolha da matriz de realimentacao
K permitira que este sistema dinamico seja expo-
nencialmente estdvel quando Z(t) = 0. Para isto,
considere a hipotese:

(H5) Baseado na hipétese (H3), onde assume-se
que as incertezas &, > ||AA| e & > ||AB||
sejam pequenas o suficiente, a matriz de re-
alimentacao K deverd ser projetada adequa-
damente de forma que a matriz (A + AA —
BK — ABK) seja Hurwitz.

Dessa forma, para a condigao inicial do estado
Zo, & solugao para a equagao dindmica (36) pode
Ser expressa como:

t

z(t) = q)g(t,xo)—&-/Gg(t,T):E(T)dT, (37)
0
na qual ®y(t,xg) = eA-BEFAA-ABE) 30(0)
t > 0, é a solucado homogénea do sis-
tema para condigao inicial xg e Ga(t,7) =
e(AfBKjLAAfABK)(th)(BK + ABK), t > T
Go(t,7) = 0, t < 0, é a resposta a um impulso
aplicado no instante 7.
De forma a obter um majorante para a solugao
da equagao (37), considere:

1@2(t, z0)| < cce™ < a5,

1G22, 7)]| < cae™ 77,

V>0,
VE>T>0, (38)

na qual c.,cq, A\c > 0 sdo constantes apropriadas.
Entao, um majorante para a solu¢ao x(t) da equa-
gao (37) é dado por:

lz(@)I < cce™ <" ag + cae™ " x lz(t)]],  (39)

da qual se obtém:

— * Cd | ~
lz()l] < cce™ <" a5 + 3 1EOleo - (40)
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Dessa forma, conclui-se a partir das desigual-
dades (33) e (40), aplicando-se a versao do Teo-
rema de Pequenos Ganhos de (Isidori, 1999, Se-
¢ao 10.6), que o estado do sistema terd um de-
caimento exponencial para a origem se a seguinte
desigualdade for satisfeita:

C3CyCd (5a + 55||K||)Cbcd

= <1
Ac Ac -

(41)

o que deve ser possivel em vista da hipdtese (H3).
Finalmente, pode-se enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 1 Considere o sistema linear com
atraso (1) e a lei de controle por realimenta¢do
de estado estimado (9) que utiliza 0s observadores
de estado em cascata (8). Assuma que as hipd-
teses (H1) a (H5) sejam satisfeitas. Assim, o
erro de saida converge exponencialmente a zero e
o sistema em malha fechada serd globalmente ex-
ponencialmente estdvel, ou seja, dc,, A, > 0 tais
que

Iz S cze™f25, VE=0,  (42)

na qual o estado do sistema completo €
() = [ @),... 7L 0), 2T ()], 5 =
Supge(_q,0) |20(0)| e a condigio inicial €
z0(0) = [iﬂ(@), ..., &r (0),3&?(9)}, v € [—d,0].

» Mmoo

7 Exemplo Numérico

Considere o seguinte sistema linear de segunda or-
dem, com atraso na saida d = 0,17 s e que satisfaz
as hipdteses (H1) a (H3) :

i(t) = qg _12] +AA) x(t)+(m +AB> u(t),
y(t)=[1 0]z(t—d). (43)

com incertezas

0,1 0,1 ~[o,1
ad= [0,06 0,06} , AB= [0,06} )

Foram utilizadas as matrizes K = [-2 — 1] e
L = [1,16 4]7 escolhidas de forma que as hipéte-
ses (H4) e (H5) sejam satisfeitas.

Pode-se verificar pelo método numérico de
(Cunha et al., 2008), que a desigualdade (16) é sa-
tisfeita para k = 1,05 e n = 0,845~ . Isso resulta
num atraso maximo d; = 0,085 s para satisfazer a
desigualdade (17) do Lema 1. Assim, o nimero de
observadores m = 2 foi escolhido para satisfazer a
desigualdade (4).

Nas simulagoes, as condigoes iniciais do sis-
tema e dos observadores em cascata sao

x(t):{_f], ;a(t):m, Vie[=d,0]. (45)

As Figuras 1 a 3 apresentam os resultados da
simulagao deste sistema de controle. As varidveis
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de estado z1 e 22 e os erros de estimagao 1 e To
convergem a zero, conforme a Figura 1. O sinal
de saida atrasado e suas estimativas antecipadas
pelos observadores em cascata podem ser apreci-
ados na Figura 2. Nota-se que o sinal de controle
também converge para zero, conforme a Figura 3.

i i i i i i
0 10 20 30 40 50 60 70

t(s)

Figura 1: Estado x(t) e sua estimativa &(t).

o5l \

i i i i i i i
0 10 20 30 40 50 60 70

t(s)

Figura 2: Sinal de safda y(t) e suas estimativas
antecipadas 1 (¢) e 9a(t).

-6 i i i i i i i
0 10 20 30 40 50 60 70

t(s)

Figura 3: Sinal de controle u(t).
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8 Conclusoes

Foi desenvolvido um controlador para sistemas li-
neares incertos, com atraso arbitrario na saida,
conhecido e constante. O controle é baseado em
realimentacgao de estado estimado por observado-
res conectados em cascata.

Cada estagio do observador em cascata per-
mite estimar assintoticamente o estado de siste-
mas com atraso pequeno no sinal de saida. O
atraso pode ser estendido arbitrariamente por
meio do fracionamento do atraso total nos obser-
vadores conectados em cascata.

A estabilidade com incertezas paramétricas
presentes na planta foi provada com base no Teo-
rema de Pequenos Ganhos. Assim, o controlador
garante a estabilidade global do sistema e a con-
vergéncia assintética do estado para a origem.

Este trabalho foi desenvolvido para sistemas
monovariaveis. Entretanto, sua extensao para sis-
temas multivaridveis pode ser direta no caso do
atraso ser uniforme para todos os sinais de saida.

Uma sequéncia deste trabalho ¢ avaliar a im-
plementacgao e a fragilidade do controlador pro-
posto em problemas reais, tais como redes de co-
municagao e sistemas com atraso de transporte.
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