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Abstract— In CAD (computer aided design), one important task is the determination of an approximation
curve from a given sequence of points. This work proposes an algorithm to determine a piecewise Bézier curve
that approximates a sequence of points. The optimization is done using the simulated annealing with adaptive
neighborhood aiming at minimizing the discrepancy between the given sequence of points and the curve. The
curve length is used as a regularization factor. The discrepancy between the given sequence of points and the
curve is determined by the sum of the distance between each point from the sequence and the approximation
curve. To calculate the distance from a point to the curve, the curve is discretized.

Keywords— Bézier curve, simulated annealing, curve fitting.

Resumo— Em CAD, uma tarefa muito importante é a determinagdo de curvas aproximadoras a partir de
uma sequéncia fornecida de pontos. Este trabalho propde um algoritmo que determina uma curva de Bézier
por trechos que aproxima uma sequéncia fornecida de pontos. A otimizagao utiliza o recozimento simulado com
vizinhanga adaptativa com o intuito de minimizar a discrepancia entre a sequéncia fornecida de pontos e a curva
aproximadora. O comprimento da curva é utilizado como um fator de regularizagdo. A discrepancia entre a
sequéncia fornecida de pontos e a curva é determinada pela somatéria da distancia de cada ponto da sequéncia

até a curva aproximadora. Para o cdlculo da distancia de um ponto a curva, a curva é discretizada.

Palavras-chave— Curva de Bézier, recozimento simulado, ajuste de curvas.

1 Introducao

A determinagcao de curvas a partir de uma
sequéncia de pontos é muito importante na en-
genharia. Ela é ttil na engenharia reversa, na re-
construcao de objetos, ao determinar curvas que
auxiliam na determinagdo de superficies (Piegl
and Tiller, 1996). Outra aplicagdo da determina-
¢ao de curvas a partir de uma sequéncia de pontos
é no planejamento de trajetorias, definindo pontos
onde o veiculo deve passar e, consequentemente, a
sua trajetoria.

A tarefa de determinar uma curva a partir
de uma sequéncia de pontos pode ser feita por
duas diferentes abordagens, uma por interpola-
¢ao (Maekawa et al., 2007) e outra por aproxima-
¢ao (Pandunata and Shamsuddin, 2010; Hasegawa
et al., 2013). A primeira determina uma curva que
passe por todos os pontos, enquanto a segunda
determina uma curva que melhor aproxima uma
sequéncia de pontos.

Este trabalho apresenta uma nova técnica de
aproximagao de curvas que utiliza trechos de cur-
vas de Bézier para aproximar uma sequéncia de
pontos com uma nova fung¢ao objetivo.

Este trabalho ¢ estruturado da seguinte
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forma. A sec@o 2 possui uma breve revisao sobre
curvas de Bézier e curvas de Bézier por trechos. A
secao 3 explica o problema de ajuste de curvas uti-
lizando somente uma curva. A secao 4 apresenta
a funcao custo a ser minimizada, assim como a
modelagem do problema. A se¢do 5 mostra os re-
sultados, e as conclusoes sao feitas na segao 6.

2 Curva de Bézier

A curva de Bézier P(u) é dada por
P(u) = piBin(u) (1)
i=0

onde u € [0,1] e p,; sdo os pontos de controle,
n+ 1 é o nimero de pontos de controle e B; ,,(u)
sao as fungoes bases calculadas com o polinémio
de Bernstein definidas por

Bin(u) = (’Z) wi(1 — )" 2)

?) é o binomial dado por

<n):v<nn'>' (8)51- (3)
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Figura 1: Sequéncia de trés curvas cibicas de Bé-
zier. Os pontos ps e pg sao pontos de transigao
entre curvas de Bézier.

2.1 Curva de Bézier por Trechos

Os pontos de controle de uma curva de Bézier
modificam toda a curva. Uma forma de ame-
nizar esta caracteristica é utilizar sequéncias de
curva de Bézier. Esta sequéncia é feita de modo
que possua continuidade C'-fraca, que relaxa a
condicao de continuidade, onde as derivadas pos-
suem a mesma diregdo, mas nao necessariamente
o mesmo modulo. Para criar estas curvas, o ul-
timo ponto de controle de uma curva é o primeiro
ponto de controle da curva seguinte, e para de-
terminar o segundo ponto de controle de um seg-
mento, considera-se que

P3i+4 = P3i+3 — (p3i+2 - P3i+3) * 33544 (4)

ondei=0,...,7—1ej—1¢éonumero de segmen-
tos e 3; é um fator de continuidade. Um exemplo
é mostrado na Fig. 1, que é a composicao de trés
segmentos de curvas cibicas de Bézier.

3 Ajuste com uma Unica Curva de Bézier

O objetivo do problema de ajuste de curvas é apro-
ximar uma sequéncia de pontos fornecida por uma
curva pela determinacao de seus pontos de con-
trole (po,...,Pn). Para determinar estes pontos
de controle, deve-se minimizar a discrepancia en-
tre a curva e a sequéncia de pontos fornecida. Isto
corresponde a minimizar a somatéria da distancia
de cada ponto da sequéncia até a curva. A funcao
que descreve a funcdo a ser minimizada é

Sl P (5)
k=1

f(pOa ey pn) =

onde 0 < k <m en+1éo numero de pontos de
controle, d é uma sequéncia de pontos com m + 1
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p1[]

Wd1,u,=0.24

d2,u,=0,47 p3,P(u,),d4,u,=1

pO,P(u,),d0,u,=0

Bid3,u,=0,76

D Ponto de controle (p)
—— Curva de Bézier(P)

® Pontos discretizados da curva de Bézier (u)

H Série do pontos (d) [r2
----- Erro da curva

Figura 2: Distancia do ponto a curva determinada
por métodos aproximados.

elementos. |d; —P(uy)| é a distancia de um ponto
d; até a curva de Bézier. up é o valor do para-
metro que define o ponto da curva mais proximo
ao ponto dy, isto também é conhecido como pro-
jecao do ponto dy sobre a curva. Os pontos dg e
d,, nao sao considerados na somatéria, uma vez
que a curva de Bézier sempre passa pelo primeiro
e ultimo pontos de controle.

Existem varios métodos para determinar o pa-
rametro ug, que define a projecao do ponto dy
sobre a curva. Hasegawa et al. (2013) e Pandu-
nata and Shamsuddin (2010) calcularam este pa-
rametro de forma aproximada, utilizando a pa-
rametrizacao pela corda que aproxima wuj; como
sendo uma fragao entre a somatoria de cordas até
o respectivo ponto di e a somatéria de todas as
cordas. Maekawa et al. (2007) determinaram este
parametro considerando que o segmento que une
P(ug) e di é ortogonal & tangente em P(uy), e
isto pode ser resolvido pelo método de Newton-
Raphson. Tavares et al. (2011) utiliza uma pro-
posta distinta onde a curva é discretizada por uma
sequéncia de pontos e todos estes pontos sao com-
parados ao ponto fornecido di e determina-se o
ponto da curva discretizada que mais se aproxima
de dk.

Os métodos propostos por Hasegawa et al.
(2013) e Pandunata and Shamsuddin (2010) po-
dem determinar pontos incorretos como mostra a
Fig. 2. O método proposto por Maekawa et al.
(2007) é mais vantajoso, mas demanda um tempo
de processamento mais elevado. O método pro-
posto por Tavares et al. (2011) é o mais vantajoso
considerando que existe um balanco entre preci-
sao e tempo de processamento. Quanto maior a
discretizacao da curva, melhora a qualidade e au-
menta o tempo de processamento.

Este trabalho procura aprimorar a proposta
feita por Tavares et al. (2011) melhorando a qua-
lidade sem aumentar o tempo computacional.
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Figura 3: Encontrado o ponto P(uy) da curva dis-
cretizada que mais se aproxima de um ponto dy,
sao definidos dois triangulos.
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Figura 4: Mapeamento entre os pontos da sequén-
cia fornecida dy e os pontos da curva discretizada
Pj,. Alguns pontos da curva discretizada sao as-
sociados diretamente a pontos da sequéncia.

4 Definicao da Fungao Custo

A expressao (5) considera que a curva aproxima-
dora é exclusivamente definida pela discrepancia
entre a curva e os pontos fornecidos. Esta restri-
¢a0 nao é suficiente para definir uma tnica solugao
e cria uma familia de solugoes. Neste trabalho,
acrescenta-se um fator regularizador para que a
curva de menor comprimento que minimize a ex-
pressao (5) seja encontrada.
A nova funcao custo é definida por

m—1

F(Pos - Pn) = Wi+ > |di—P(ug)*+Wa-L (6)
k=1

onde Wi e Wy sao pesos que controlam a in-
fluéncia de cada parte da fungao de forma que
W14+ Wy =1, e L é a diferenga o comprimento
da curva e o comprimento da sequéncia de pontos
fornecida. Ou seja, a nova fungao custo é a com-
posicao de dois termos: discrepancia entre a curva
e a sequéncia de pontos fornecida, e diferenca en-
tre o comprimento da curva e o comprimento da
sequéncia de pontos fornecida.

O célculo da distancia entre o ponto e a curva
foi baseado no método proposto por Tavares et al.
(2011), onde a curva é discretizada. Ao se deter-
minar o ponto da curva discretizada que mais se
aproximada de um ponto dado dj, sdo conside-
rados dois tridangulos como mostra a Fig. 3. Os
pontos mostrados por quadrados sao pontos da
curva discretizada e o ponto mostrado por um cir-
culo é um ponto da sequéncia fornecida de pontos.
Em um primeiro passo, é feita uma busca para de-
terminar qual ponto da curva discretizada é mais

ISSN 2525-8311

I Sequéncia de Pontos

. Pontos de Controle

— Curva de Bézier

W Sequéncia de Pontos

. Pontos de Controle

— Curva de Bézier

(b)

Figura 5: (a) Primeiro limite de deslocamento da
jungao de curvas; (b) Segundo limite de desloca-
mento da jungao de curvas.

préximo do ponto da sequéncia dy, este ponto sera
denominado por P(uy). Considerando a Fig. 3,
dois triangulos sao definidos, o primeiro tridngulo
é definido pelos pontos di, P(ug) e P(ug_1); e
o segundo tridngulo é definido pelos pelos pontos
dk, P(uk) € P(uk_,_l).

Em seguida, é avaliado qual dos triangulos
possuem a menor area. A seguir é feito uma ve-
rificag@o se o triangulo com menor area é agudo
ou obtuso, especificamente nos angulos entre os
segmentos diP(ug) e P(ug)P(ug_1) para o pri-
meiro tridngulo, e d;P(ug) e P(ug)P(u41) para
o segundo triangulo. Se o triangulo de menor area
possuir este angulo como agudo, é calculada a al-
tura do triangulo referente ao segmento definidos
pelos dois pontos da curva discretizada e, esta al-
tura é a distancia entre ponto e a curva discreti-
zada. Se o triangulo de menor area possuir este
angulo como obtuso serd utilizado o outro trian-
gulo para o cédlculo da altura, e caso os dois trian-
gulos possuirem angulos obtusos, ambos os trian-
gulos sao descartados e é considerado que a dis-
tancia entre o ponto e a curva discretizada é a
distancia entre dj e P(uy).

Neste método, é considerada uma sequéncia
de curvas de Bézier. Assim, uma curva de Bé-
zier é associada a um subconjunto de pontos da
sequéncia fornecida de pontos. Esta propriedade
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é exibida na Fig. 4. Este fato permite definir
uma segunda modificacao na dire¢ao de acelerar a
busca pelo ponto mais préximo. Dado um ponto
da sequéncia dj, o ponto da curva discretizada
mais proximo deve ser procurado entre os pon-
tos inicial e final da curva de Bézier discretizada
associada. No exemplo da Fig. 4, os pontos ds
e dpy—4 sao os pontos onde ocorrem transigao de
curvas de Bézier. Neste caso, cada curva de Bézier
possui v pontos e existem j curvas. Assim, para os
pontos di, d2, d3 e dg, a busca pelo ponto mais
préximo serd realizada somente na primeira curva
de Bézier definida pelos pontos P1y,...,P1,_1.
E para os pontos dpm_4, dim—3, dm_2 € dm_1,
a busca pelo ponto mais préximo sera realizada
apenas na ultima curva de Bézier definida pelos
pontos Pji1,...,Pjy_1.

Para o célculo do comprimento uma vez que
a curva esté discretizada, é feita a somatdria de
todos os segmentos que compoem a curva discre-
tizada.

4.1 Parametriza¢do do problema

Para resolver o problema de otimizagao foi uti-
lizado o recozimento simulado com vizinhanca
adaptativa proposto por Martins et al. (2012). O
recozimento simulado com vizinhancga adaptativa
processa muito bem varidveis continuas como co-
ordenadas de pontos de controle ou dimensao de
vetores. A dimensdo do vetor estd associada ao
pardmetro 3 definido na expressao (4). Mas, ainda
existem alguns parametros inteiros que correspon-
dem a indices associados aos pontos da sequéncia
que indicam os pontos de transi¢ao entre as cur-
vas de Bézier. Utilizando como exemplo a curva
com trés curvas de Bézier cibicas da Fig. 1, os
parametros continuos serao os seguintes:

e Coordenada x do ponto p1l (plx)
e Coordenada y do ponto pl (ply)
e Coordenada x do ponto p2 (p2x)
e Coordenada y do ponto p2 (p2y)
e Fator de continuidade 84 do ponto p4
e Coordenada z do ponto p5 (p5x)
e Coordenada y do ponto p5 (pby)
e Fator de continuidade 87 do ponto p7
e Coordenada z do ponto p8 (p8x)
e Coordenada y do ponto p8 (p8y)

e os parametros discretos sao indices que corres-
pondem a algum ponto da sequéncia fornecida de
pontos, de modo que estes pontos da sequéncia se-
rao considerados como pontos de transicao entre
curvas de Bézier.
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4.2 Geragdo do novo candidato

Como ja foi explicado, o recozimento simulado
com vizinhanga adaptativa proposto por Martins
et al. (2012) processa muito bem varidveis conti-
nuas. E para as varidveis inteiras foram defini-
das novas regras. Considera-se que inicialmente,
os pontos de transicao sao selecionados segundo
a divisao do numero de pontos da sequéncia e o
nimero de curvas de Bézier. Assim, a selecdo de
qual ponto da sequéncia serd um ponto de tran-
sicao nao é aleatéria. Para movimentar o indice
associado ao ponto de transigao, é gerado um va-
lor aleatdrio entre [0,1], se o valor for menor que
0.5 diminui-se uma unidade o valor deste indice,
caso contrario acrescenta-se uma unidade ao in-
dice. Esta operagao permite modificar o ponto da
sequéncia fornecida de pontos que serad utilizado
como ponto de transicao entre duas curvas de Bé-
zier. Esta regra obedece as seguintes restrigoes:

e a mudanca nao pode ser maior que quatro
unidades em relagao a posicao original, tanto
em incremento e decremento. Isto foi ado-
tado para evitar que surjam indices que mo-
difiquem demasiadamente as posi¢oes iniciais
e finais de cada curva de Bézier. Este limite
é mostrado na Fig. 5(a), onde o quadrado em
azul é a posicao inicial de transicao de duas
curvas de Bézier e esta posigao pode ser mo-
dificada para qualquer um dos quadrados em
verde.

e cada parametro precisa ter uma distancia mi-
nima em relagao ao parametro anterior e pos-
terior, pois desta forma evitard a criacdo de
curvas de Bézier demasiadamente curtas que
aproximem poucos pontos da sequéncia for-
necida de pontos. Assim foi adotada que a
distancia minima é de 4 unidades. Este li-
mite é mostrado na Fig. 5(b), onde o qua-
drado em azul é a posigao inicial de transi-
¢ao de duas curvas de Bézier e os quadrados
em verde mostram as posicoes possiveis dessa
transicao, note que de acordo com a primeira
restricao, o limite de deslocamento poderia
ser maior, mas como o inicio e o fim das cur-
vas de Bézier sdo proximos este deslocamento
é menor.

5 Resultados

O método desenvolvido foi utilizado em dois exem-
plos. Cada exemplo foi gerado ao criar uma curva
no formato desejado e discretizando-os com 50
pontos, e um ruido foi adicionado nas coordena-
das de cada ponto. Os formatos escolhidos para
teste foram uma pardbola e uma curva com auto-
interseccao. Cada exemplo foi testado com diver-
sos valores para W7 e Wy, e com trés distintos
numeros de curvas de Bézier para cada exemplo,
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(a) (b)

(c)

Figura 6: Exemplo de uma pardbola com: (a) 1
curva de Bézier; (b) 2 curvas de Bézier; (c¢) 3 cur-
vas de Bézier.

sendo que cada curva de Bézier foi discretizado
com 100 pontos. Para o recozimento simulado com
vizinhanca adaptativa, foi adotado como critério
de parada local um méaximo de 1.000 candidatos
gerados ou 500 candidatos aceitos, e como parada
global um minimo 1% de candidatos aceitos (ou
condigdo de congelamento). As Figs. 6(a), (b) e
(c) mostram a determinacdo da curva parabdlica,
respectivamente, com 1, 2 e 3 trechos de curvas
de Bézier. As Figs. 7(a), (b) e (c) mostram a
determinacao da curva com auto-intersecg¢ao, res-
pectivamente, com 5, 6 e 7 trechos de curvas de
Bézier.

A Fig. 8(a) mostra um grafico entre os valo-
res da discrepancia entre a sequéncia de pontos e
a curva aproximadora com a variagao do peso Wy
para o exemplo da curva parabdlica. A discrepan-
cia é definida pela expressdo (5). E possivel ob-
servar que o valor da discrepancia pouco se altera,
mas com o aumento do nimero de curvas, a dis-
crepancia diminui. Inicialmente essa diminuigao
pode ser incorretamente associada ao maior ni-
mero de pontos que a curva foi discretizada. Mas
testes com 1 curva que possuia 300 pontos de dis-
cretizacao nao foram obtidos resultados melhores
que os testes com 3 curvas com 100 pontos cada.
Assim, de fato, o que resulta em um menor valor
de discrepancia é o maior nimero de pontos de
controle que permite controlar localmente regioes
da curva. A Fig.8(b) mostra a diferenca entre os
comprimentos com a variagao do peso Wj para o
exemplo da curva parabdlica, que pouco se variou
com diversas configuragoes. A Fig.8(c) mostra a
variagao do custo com a variagao do peso Wi para
o exemplo da curva parabdlica, e é possivel obser-
var que com o aumento de Wj o custo também
aumenta.

A Fig. 9(a) mostra um grafico entre os valores
da discrepancia entre a sequéncia de pontos e a
curva aproximadora com a variagao do peso Wy

ISSN 2525-8311

Figura 7: Exemplo de uma curva com auto-
interseccdo com: (a) 5 curvas de Bézier; (b) 6
curvas de Bézier; (c) 7 curvas de Bézier.

para o exemplo da curva com auto-intersecgao.
E possivel observar que, novamente, com o au-
mento no numero de curvas, ocorre uma dimi-
nuicado na valor da discrepancia, porém diferen-
temente do exemplo anterior, com o aumento do
peso W1 ocorreu uma diminuigao da discrepancia.
A Fig. 9(b) mostra a diferenca entre os compri-
mentos com a variagdo do peso Wi e a Fig. 9(c)
mostra a variacao do custo com a variacao do peso
Wi.

6 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Foi desenvolvido um algoritmo para se resolver o
problema de ajuste de curvas, onde foi utilizado
trechos de curvas de Bézier com continuidade C'-
fraca junto com o recozimento simulado com vi-
zinhanca adaptativa. Também foi definido uma
nova funcao objetivo, composta pela discrepancia
entre uma sequéncia de pontos e curva aproxima-
dora e pela diferenca de comprimentos da sequén-
cia de pontos e da curva. Este algoritmo, jun-
tamente com o nova fungao objetivo foi aplicado
com sucesso em dois exemplos, e pode-se esperar
que com a utilizacao desta nova funcao objetivo o
comprimento da curva aproximadora gerada fun-
cione como regularizagao, evitando a criacao de
curvas com grande tortuosidade.

Como trabalhos futuros, é necessédrio fazer
um estudo para determinar a quantidade de tre-
chos de curvas 6tima, e também a implementagao
deste algoritmo com outras curvas, como NURBS
(Non Uniform Rational Basis Spline). Tam-
bém sera feita uma andlise multi-objetivo do pro-
blema, assim serd possivel analisar o valor mais

adequado de W7i.
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4.5
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Figura 8: Resultados para o exemplo da parabola:
(a) Wy x Discrepancia; (b) W; x Comprimento;
(¢) W1 x Custo. Azul = 1 Curva, Vermelho = 2
Curvas, Marrom = 3 Curvas.
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