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Abstract— This paper deals with Paige algorithm for filtering of Markovian jump linear systems. This
algorithm is more efficient numerically compared with the existing algorithms in the literature. Numerical
examples are presented to illustrate the effectiveness of the proposed algorithm.
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Resumo— Este artigo trata do algoritmo de Paige para filtragem de sistemas lineares sujeitos a saltos Marko-
vianos. Este algoritmo é mais eficiente numericamente se comparado com os algoritmos existentes na literatura.
Exemplos numéricos são apresentados para ilustrar a efetividade do algoritmo proposto.
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1 Introdução

Filtragem para sistemas lineares sujeitos a saltos
Markovianos (SLSM) tem sido um assunto am-
plamente estudado nas últimas décadas (Ackerson
and Fu, 1970), (Chang and Athans, 1978), (Costa,
1994), (Gonçalves et al., 2010), (Matei and Ba-
ras, 2012), (Li and Jia, 2013), (Yin et al., 2014).
Dentre as várias abordagens adotadas na litera-
tura, pode-se destacar aqui o estimador linear
mı́nimo médio quadrático (LMMSE), baseado na
equação de Riccati, desenvolvido em (Costa and
Guerra, 2002). Este filtro possui caracteŕısticas
muito úteis para implementações on-line. Apesar
das inegáveis vantagens, desta abordagem, alguns
inconvenientes foram detectados nos cálculos da
equação de Riccati como, por exemplo, erros de
arredondamento que tornam a equação de Riccati
instável numericamente. Para resolver estes pro-
blemas, foram propostos algoritmos alternativos
para o cálculo do filtro LMMSE, a saber: os algo-
ritmos array raiz quadrada (Terra et al., 2009) e os
algoritmos array rápidos (Terra et al., 2012). Es-
tes métodos tem sido aplicados como um recurso
para aliviar problemas computacionais, associado
à equação de Riccati usada no filtro.

Neste sentido, outro método que surge como
uma alternativa computacional, é o algoritmo de
Paige. Este, primeiramente, foi desenvolvido para
filtragem no espaço de estados (Paige, 1985). O
algoritmo de Paige é uma variante do filtro de
Kalman, ou seja, possui uma caracteŕıstica recur-
siva, porém este é útil quando existe uma perda
potencial de exatidão em produto de matrizes da

forma FiZ̃1/2
i e HiZ̃1/2

i que aparecem nos algorit-
mos array, mas não aparecem explicitamente no
algoritmo de Paige. Outra caracteŕıstica interes-
sante deste algoritmo, é que este propaga o fator
raiz quadrada da covariância do erro de estimativa

Z̃
1/2
i , como Z̃

1/2
i = A−1

i Bi com as variáveis Ai e

Bi sendo propagadas separadamente. Além disso,
o algoritmo de Paige é um algoritmo backward sta-
ble, ou seja, com este tipo de algoritmo pode-se
obter estimativas exatas para sistemas com parâ-
metros levemente perturbados.

De acordo com o conhecimento dos autores, o
algoritmo de Paige para filtragem de SLSM não
foi desenvolvido na literatura. Este trabalho pre-
tende preencher esta lacuna.

2 Preliminares

O algoritmo de Paige desenvolvido neste trabalho
está baseado sobre o seguinte SLSM discreto no
tempo

xi+1 = Fi,Θi
xi +Gi,Θi

ui, i = 0, 1...

yi = Hi,Θi
xi +Di,Θi

vi. (1)

sendo xi ∈ <n a variável de estado, ui ∈ <p a va-
riável de distúrbio do estado, yi ∈ <m a variável
de sáıda, e vi ∈ <q a variável de distúbio da sáıda;
{Θi} é a cadeia de Markov discreta no tempo com
espaço de estados finito {1, ..., N} e a matriz de
transição de probabilidade P = [pjk]. Seja πi,j :=
P (Θi = j); Fi,k ∈ <n×n, Gi,k ∈ <n×q1 , Hi,k ∈
<m×n, e Di,k ∈ <m×q2 (k = 1, ..., N) as matrizes
de parâmetros variantes no tempo de dimensões
apropriadas. Os distúrbios aleatórios {ui} and
{vi} são assumidos como tendo média nula, são es-
tacionários e mutuamente independentes com ma-
trizes de covariância iguais a Ui e Vi respectiva-
mente. x01{Θ0=k}, k = 1, ..., N , são vetores ale-

atórios com E
{
x01{Θ0=k}

}
= µk (sendo que 1{·}

denota a medida de Dirac) e E
{
x0x

T
0 1{Θ0=k}

}
=

Vk; x0, {Θi} são independentes de {ui} e {vi}.
As estimativas foram desenvolvidas conside-

rando a seguinte variável de estado aumentada

zi :=
[
zTi,1 . . . zTi,N

]T ∈ <Nn,
zi,k := xi1{Θ(i)=k} ∈ <n.
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Conforme (Costa and Guerra, 2002), o modelo
aumentado de (1) pode ser escrito como

zi+1 := Fizi + ψi, i = 0, 1...

yi := Hizi + ϕi (2)

sendo as matrizes de parâmetros dadas por

Fi :=

 p11Fi,1 . . . pN1Fi,N
...

. . .
...

p1NFi,1 . . . pNNFi,N

 ∈ <NnxNn,
Hi :=

[
Hi,1 . . . Hi,N

]
∈ <mxNn, (3)

as variáveis de distúrbio de sáıda e estado ϕi e ψi
são dadas, respectivamente, por

ϕi := Di,Θi
wi,

ψi := Mi+1zi + ϑi. (4)

sendo

Mi+1 :=

Mi+1,1

...
Mi+1,N

 ,
Mi+1,k :=

[
(1{Θi+1=k} − p1k)(Fi,1)1{Θi=1}

. . . (1{Θi+1=k} − pNk)(Fi,N )1{Θi=N}
]
,

ϑi :=

1{Θi+1=1}Gi,Θi
ui

...
1{Θi+1=N}Gi,Θi

ui

 . (5)

As matrizes de segundo momento associada às va-
riáveis de distúrbio ϕi e ψi são

Πi := E
{
ϕiϕ

T
i

}
= DiDTi ,

Γi := E
{
ψiψ

T
i

}
= diag

[ N∑
j=1

pjkFi,jZi,jF
T
i,j

]
−FiZiFTi

+ diag
[ N∑
j=1

pjkπi,jGi,jUiG
T
i,j

]
, (6)

sendo

Zi := diag[Zi,k], Zi,k := E
{
zi,kz

T
i,k

}
,

Zi+1,k :=
N∑
j=1

pjkFi,jZi,jFi,j

+
N∑
j=1

pjkπi,jGi,jUiGi,j , (7)

Z0,k := Vk,

Di :=
[
Di,1πi,1W

1/2
i . . . Di,Nπi,NW

1/2
i

]
. (8)

3 Algoritmo de Paige para Filtragem de
SLSM

O algoritmo de Paige foi deduzido baseado nos
seguintes resultados fundamentais.

Lema 1 (Kailath et al., 2000) Dada duas matri-
zes A e B, n ×m (n ≤ m), com posto completo.
Então AAT = BBT se, e somente se, existe uma
matriz unitária m ×m Θ (ΘΘT = I = ΘTΘ) tal
que A = BΘ.

Lema 2 (Kailath et al., 2000) Sejam A e B
matrizes n × m (com n ≤ m), e seja J =
diag (Ip,−Iq) uma matriz assinatura com p+ q =
m. Se AJAT = BJBT é não-nula, então existe
uma matriz J-unitária Ξ tal que A = BΞ.

O algoritmo de Paige para SLSM pode ser cal-
culado recursivamente de uma maneira numerica-
mente estável como segue:

Algoritmo de Paige para SLSM

Passo 0: Iniciando com A0 = I, B0 =

P
1/2
0 , d0 = 0 e repetindo para i ≥ 0

Passo 1: Escolha a matriz unitária Ki, que
executa a triangularização superior:

Ki
[
Ai
Hi

]
=

[
C0

0

]
(9)

e calcule[
b0
b1

]
= Ki

[
di
yi

]
,

[
C1 C2

C3 C4

]
= Ki

[
Bi 0

0 Π
1/2
i

]
(10)

Passo 2: Escolha a matriz unitária Υi que
executa a triangularização superior:[

C1 C2

C3 C4

]
Υi =

[
C5 C6

0 C7

]
(11)

e determine a variavel v via C7v = b1. Defina
também b2 = b0 + C6v.

Passo 3: Escolha a matriz unitária Ti que
executa a triangularização superior:

Ti

[
C0 0
−Fi I

]
=

[
C8 C9

0 Ai+1

]
(12)

e seja [
C11 C12

C13 C14

]
= Ti

[
C5 0

0 Γ
1/2
0

]
(13)

e [
b3
di+1

]
= Ti

[
b2
0

]
. (14)

Passo 4: Escolha a matriz unitária Vi que
executa a triangularização superior:[

C11 C12

C13 C14

]
Vi =

[
C15 C16

0 Bi+1

]
(15)

Passo 5: Então ẑi+1|i = A−1
i+1di+1. Além do

mais, P
1/2
i+1 = A−1

i+1Bi+1.
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Prova: O sistema (2) pode ser reescrito como

zi+1 := Fizi + Γ
1/2
i ψi, i = 0, 1... (16)

yi := Hizi −Π
1/2
i ϕi.

sendo que as variáveis aleatórias de distúrbio ϕi e
ψi são dadas por

ϕi := −Π
−1/2
i ϕi, (17)

ψi := Γ
−1/2
i ψi,

a condição inicial do sistema é definida como z0 =

P
1/2
0 z0.

Se o sistema (16) for expandido no tempo de
0 até i+ 1, tem-se



I
H0

−F0 I

. . .

Hi

−Fi I





z0
z1
z2
z3
z4
.
.
.
zi
zi+1



=



P
1/2
0

Π
1/2
0

Γ
1/2
0

. . .

Π
1/2
i

Γ
1/2
i



×



z0
ϕ0
ψ0

ϕ1
ψ1

.

.

.
ϕi

ψi


+



0
y0
0
y1
0

.

.

.
yi
0


(18)

O sistema (18) pode ser reescrito compactamente
como

Az =Wu+ y. (19)

Considerando um subproblema de (19) somente
com os vetores de estado

{
z0, z1

}
, tem-se

 I 0
H0 0
−F0 I

[z0

z1

]
=

P
1/2
0 0 0

0 Π
1/2
0 0

0 0 Γ
1/2
0


×

z0

ϕ0

ψ0

+

 0
y0

0

 . (20)

O primeiro passo é pré-multiplicar (20) por

Ω0 =

[
K0 0
0 I

]
, (21)

sendo que K0 é uma matriz unitária.

K0

[
I
H0

]
=

[
C0

0

]
. (22)

A dimensão de C0 é dada por Nn × Nn, com
C0 triangular superior e também invert́ıvel. Apli-
cando Ω0 em (20) isto conduz a igualdade equiva-
lente  C0 0

0 0
−F0 I

[z0

z1

]
=

C1 C2 0
C3 C4 0

0 0 Γ
1/2
0


×

z0

ϕ0

ψ0

+

b0b1
0

 (23)

fazendo as seguintes definições[
C1 C2

C3 C4

]
:= K0

[
P

1/2
0 0

0 Π
1/2
0

]
,[

b0
b1

]
:= K0

[
0
y0

]
. (24)

As dimensões de C1, C2, C3, C4, b0 e b1 são dadas
por Nn ×Nn, Nn × p, p ×Nn, p × p, Nn × 1 e
p× 1, respectivamente.

O segundo passo é triangularizar superior-
mente as submatrizes[

C1 C2

C3 C4

]
. (25)

Considere

Λ0 =

[
Υ0 0
0 I

]
, (26)

sendo que Υ0 é uma matriz unitária tal que[
C1 C2

C3 C4

]
Υ0 =

[
C5 C6

0 C7

]
, (27)

sendo as dimensões de C5, C6 e C7 dadas porNn×
Nn, Nn× p e p× p, respectivamente.

Definindo[
z

(1)
0

ϕ
(1)
0

]
:= Υ∗0

[
z0

ϕ0

]
, (28)

cuja as dimensões de z
(1)
0 e ϕ

(1)
0 são dadas por

Nn× 1 e p× 1, respectivamente.

A variável aleatória z
(1)
0 é não correlacionada

com y0. Além do mais, C7 é invert́ıvel. A expres-
são em (23) agora é dada por C0 0

0 0
−F0 I

[z0

z1

]
=

C5 C6 0
0 C7 0

0 0 Γ
1/2
0


z(1)

0

ϕ
(1)
0

ψ0

+

b0b1
0

 . (29)

O segundo bloco linha de (29) mostra que ϕ
(1)
0

pode ser determinado em termos de b1. Obtém-se

C7ϕ
(1)
0 = b1. (30)
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Assim (29) pode ser reduzido, para a seguinte
forma[
C0 0
−F0 I

] [
z0

z1

]
=

[
C5 0

0 Γ
1/2
0

] [
z

(1)
0

ψ0

]
+

[
b2
0

]
(31)

sendo que a variável aleatória b2 é definida por

b2 := b0 + C6ϕ
(1)
0 (32)

e consequentemente é determinado por y0. Calcu-
lando agora ẑ0|0 notando que

C0z0 = C5z
(1)
0 + b2. (33)

Dado que z
(1)
0 é não correlacionado com y0, e o

estimador linear mı́nimo médio quadrático de b2
dado y0 é o próprio b2, obtém-se

E
{
C0z0|y0

}
= E

{(
C5z

(1)
0 + b2

)
|y0

}
(34)

C0E
{
z0|y0

}
= C5E

{
z

(1)
0 |y0

}
+ E

{
b2|y0

}
(35)

C0ẑ0|0 = b2. (36)

Procedendo para calcular ẑ1|0. Pré-multiplicando
(31) com a matriz unitária T0 que triangulariza
superiormente a matriz coeficiente sobre o lado
esquerdo, tem-se

T0

[
C0 0
−F0 I

]
=

[
C8 C9

0 A1

]
, (37)

as dimensões de C8, C9 e A1 são dadas por Nn×
Nn.

A invertibilidade de C0 garante a invertibi-
lidade de A1. Aplicando esta transformação em
ambos os lados de (31) obtém-se[
C8 C9

0 A1

] [
z0

z1

]
=

[
C11 C12

C13 C14

] [
z

(1)
0

ψ0

]
+

[
b3
d1

]
(38)

sendo [
C11 C12

C13 C14

]
= T0

[
C5 0

0 Γ
1/2
0

]
, (39)

as dimensões de C11 e C13 são dadas por Nn×Nn
e de C12 e C14 são dadas por Nn×q. E as variáveis
b3 e d1, de dimensões n× 1, são definidas por[

b3
d1

]
:= T0

[
b2
0

]
(40)

e são funções lineares da observação y0. Agora é
necessário reduzir a matriz[

C11 C12

C13 C14

]
(41)

numa forma triangular superior. Usando uma
transformação unitária V0 tal que[
C11 C12

C13 C14

] [
z

(1)
0

ψ0

]
=

[
C11 C12

C13 C14

]
V0V

∗
0

[
z

(1)
0

ψ0

]
(42)

[
C11 C12

C13 C14

]
V0 =

[
C15 C16

0 B1

]
, (43)

sendo as dimensões de C15 dada por Nn× q e de
C16 e B1 dadas por Nn×Nn.

E definindo[
z

(2)
0

z1

]
:= V ∗0

[
z

(1)
0

ψ0

]
, (44)

sendo as dimensões de z
(2)
0 e z1 dadas por q × 1 e

Nn× 1, respectivamente.

Então pode-se escrever (38) como[
C8 C9

0 A1

] [
z0

z1

]
=

[
C15 C16

0 B1

] [
z

(2)
0

z1

]
+

[
b3
d1

]
. (45)

Segue de (45) que

A1z1 = B1z1 + d1 (46)

E
{
A1z1|y0

}
= E

{(
B1z1 + d1

)
|y0

}
(47)

A1E
{
z1|y0

}
= B1E

{
z1|y0

}
+ E

{
d1|y0

}
(48)

A1ẑ1|0 = d1 (49)

que completamente determina {ẑ0|0, ẑ1|0}. Em

particular, ẑ1|0 = A−1
1 d1.

Note de (46) e (49), que

A1z1 = B1z1 + d1 (50)

A1z1 = B1z1 +A1ẑ1 (51)

A1

(
z1 − ẑ1

)
= B1z1. (52)

Dado que {z0, ϕ0, ψ0} são variáveis aleatórias
não correlacionadas com matrizes de covariância
unitária, e dado que Υ0 e V0 são matrizes unitá-
rias, conclui-se de[

z
(1)
0

ϕ
(1)
0

]
= Υ∗0

[
z0

ϕ0

]
(53)

e [
z

(2)
0

z1

]
= V ∗0

[
z

(1)
0

ψ0

]
(54)

que
∥∥z1

∥∥2
= I. Consequentemente, A1P1A

∗
1 =

B1B
∗
1 , isto mostra que pode-se tomar P

1/2
1 =
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A−1
1 B1. Retornando ao problema completo (18),

temos que



C8 C9

0 A1

H1

−F1 I
. . .

Hi

−Fi I





z0
z1
z2
z3
z4
.
.
.
zi
zi+1


=



C15 C16

0 B1

Π
1/2
1

Γ
1/2
1

. . .

Π
1/2
i

Γ
1/2
i



×



z
(2)
0
z1
ϕ1

ψ1

.

.

.
ϕi

ψi


+



b3
d1
y1
0

.

.

.
yi
0


. (55)

Estas equações mostram que agora pode-se consi-
derar o subproblema A1 0

H1 0
−F1 I

[z1

z2

]
=

B1 0 0

0 Π
1/2
1 0

0 0 Γ
1/2
1


z1

ϕ1

ψ1

+

d1

y1

0

 (56)

que tem a mesma estrutura do problema ante-
rior (20). Pode-se agora repetir o mesmo proce-
dimento de triangularização como anteriormente.
Isto conduz a[

C ′8 C ′9
0 A2

] [
ẑ1|1
ẑ2|1

]
=

[
b′3
d2

]
(57)

para as novas {C ′8, C ′9, b′3} e {A2, B2}, e o proce-
dimento pode ser continuado. Cada passo fornece
ẑi|i e ẑi|i−1.

2

Após o cálculo de ẑi|i pelo algoritmo de Paige,
a estimativa x̂i|i é calculada como

x̂i|i =
N∑
j=1

ẑi,j|i. (58)

4 Exemplo Numérico

Para simular numericamente o algoritmo desen-
volvido neste artigo, utiliza-se como exemplo o
SLSM (1) com dois estados cujos parâmetros são
os seguintes

F1 =

[
0.7 0
0.1 0.2

]
, H1 =

[
2 0

]
,
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Figura 1: Valores Singulares de Z̃i|i−1.

G1 =

[
0.975 0

0 1.35

]
, D1 = 1.6.

F2 =

[
0.6 0
0.1 0.2

]
, H2 =

[
2 0

]
,

G2 =

[
0.975 0

0 1.35

]
, D2 = 1.6.

Matriz de Probabilidade de Transição:

P =

[
0.9 0.1
0.1 0.9

]
e πi,1 = 0.05, πi,2 = 0.95 para i = 1, ..., 30.
A condição inicial de x0 foi considerada com

XXI Congresso Brasileiro de Automática - CBA2016 
UFES, Vitória - ES, 3 a 7 de outubro

ISSN 2525-8311 2309



0 5 10 15 20 25 30
0

1

2

3

4

5

6

7

8

i

rm
s

 

 

Paige

LMMSE

Figura 2: RMS do filtro LMMSE e do algoritmo
de Paige para SLSM

média Gaussiana
[
5 6

]T
e variância

[
25 30
30 36

]
,

θ (i) ∈ {1, 2}, vi e ui são sequências de rúıdos
independentes. Foram calculados os valores sin-
gulares de Z̃i|i−1 para equação de Riccati expĺı-
cita do filtro LMMSE desenvolvido em (Costa and
Guerra, 2002) e para o algoritmo de Paige. Fo-
ram calculados também a raiz do erro médio qua-
drático (rms) do filtro LMMSE e do algoritmo de
Paige, foram executadas 1000 simulações Monte
Carlo com i = 0, ..., 30 e Θi sendo gerado ale-
atoriamente. Essas implementações foram feitas
através do software MatLab. Pode-se notar nas
Figuras (1) e (2), que o algoritmo de Paige tem o
mesmo comportamento que o filtro LMMSE para
este exemplo, porém o algoritmo de Paige pos-
sui maior estabilidade numérica devido ao uso de
transformações ortogonais nos cálculos.

5 Conclusões

Neste artigo, foi desenvolvido o algoritmo de Paige
para SLSM. Este algoritmo é numericamente mais
estável. Graças ao modelo aumentado definido
para tratar com a cadeia de Markov desconhecida,
esta técnica foi desenvolvida. Exemplos numéricos
foram apresentados mostrando a eficiência deste
algorimo.

Referências

Ackerson, A. G. and Fu, K. S. (1970). On
state estimation in switching environments,
IEEE Transactions on Automatic Control
AC-15(1): 10–17.

Chang, C. B. and Athans, M. (1978). State
estimation for discrete systems with swit-
ching parameters, IEEE Transactions on
Aerospace and Electronic Systems AES-
14(3): 418–425.

Costa, O. L. V. (1994). Linear minimum mean
square error estimation for discrete-time mar-
kovian jump linear systems, IEEE Transacti-
ons on Automatic Control 39(8): 1685–1689.

Costa, O. L. V. and Guerra, S. (2002). Statio-
nary filter for linear minimum mean square
error estimation for discrete-time markovian
jump linear systems, IEEE Transactions on
Automatic Control 47(8): 1351–1356.
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