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Abstract— This paper deals with the analysis and control of continuous-time uncertain switched linear systems
considering a switching strategy using only the plant output. The presented procedure considers that the state
vector is not completely available. Furthermore, the insertion of a dynamic output compensator is proposed.
Hence, the set of state variables is increased. The design is based on Linear Matrix Inequalities (LMIs). An
illustrative example shows that when the conditions of the proposed theorem are feasible, this approach increases
the feasible region when compared to similar results available in the literature.

Keywords— Robust Control, Switched Linear Uncertain Systems, Dynamic Output Compensator.

Resumo— Este trabalho trata da andlise e controle de sistemas lineares chaveados incertos e continuos no
tempo com chaveamento dependente da saida da planta. Considera-se que o vetor de estado do sistema nao esta
completamente disponivel. Além disto, é proposta a inser¢do de um compensador dindmico na saida controlada
da planta. Deste modo, aumenta-se o conjunto de varidveis de estado. Os projetos sao baseados em LMIs
(Linear Matriz Inequalities). Um exemplo ilustrativo mostra que, quando as condigoes dos teorema proposto sdo
factiveis, esta abordagem aumenta a regiao de factibilidade, se comparado com resultados similares disponiveis

na literatura.

Palavras-chave— Controle Robusto, Sistemas Lineares Chaveados Incertos, Compensador Dinamico de

Saida.

1 Introducao

Recentemente, o desenvolvimento de leis de con-
trole para sistemas chaveados tem recebido grande
atencao por parte dos pesquisadores da area de
controle de sistemas (Mainardi Junior et al.,
2015), (Riedinger and Vivalda, 2015) e (Zhang
et al., 2016). Dentre os motivos, pode-se citar: re-
ducao no tempo de assentamento da resposta tran-
sitéria e também que os subsistemas nao neces-
sitam apresentar as mesmas caracteristicas (Lin
and Antsaklis, 2009). Adicionalmente, a partir da
escolha correta da regra ou lei de chaveamento é
possivel estabilizar um sistema formado por dois
ou mais subsistemas instéveis (Liberzon, 2003).
Além destas caracteristicas, pode-se citar
uma vasta possibilidade de descrever sistemas
fisicos, tais como: controle de trafego urbano
(Papageorgiou et al., 2003), controle de conver-
sores CC-CC (Deaecto et al., 2010), (Cardim
et al., 2011), (Mainardi Junior et al., 2012), (Noori
et al., 2016), dentre outros. Com relagdo & comu-
tacao, os sistemas lineares chaveados podem ser
classificados em: comutacao dependente do ve-
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tor de estado (o(z)) e comutagdo dependente do
tempo (o(t)). Com relagao a estabilidade de siste-
mas chaveados, resultados importantes podem ser
encontrados em (DeCarlo et al., 2000) e (Geromel
and Colaneri, 2006).

Em (Wicks et al., 1994), os autores demons-
traram que se existir uma combinacao convexa
Hurwitz entre as matrizes dos subsistemas di-
namicos, isto implica na existéncia de uma re-
gra de chaveamento estabilizante que depende das
variaveis de estado. A partir destes resultados,
(Feron, 1996) provou que as condigdes propostas
em (Wicks et al., 1994) sdo necessdrias e sufici-
entes para um sistema chaveado com dois subsis-
temas dinamicos. A partir destes conceitos, em
(Deaecto et al., 2010) os autores propuseram a
generalizagao deste resultado para N subsistemas
dinamicos.

Um tépico desafiador e de grande interesse da
comunidade cientifica é a utilizagao da realimenta-
gao de saida, seja, estdtica ou dindmica (Geromel
et al., 2008), (Riedinger and Vivalda, 2015) pois,
em muitas aplicagoes praticas, o vetor de estado
pode nao estar completamente disponivel. Deste

2293



XXI Congresso Brasileiro de Automatica - CBA2016
UFES, Vitéria - ES, 3 a 7 de outubro

modo, é importante estudar e projetar estratégias
de chaveamento entre os subsistemas que nao de-
pendam do vetor de estado.

Em (Mainardi Junior et al., 2015) os auto-
res propuseram uma estratégia de chaveamento
dependente apenas da saida da planta para sis-
temas lineares chaveados incertos. A partir des-
tes resultados, propoe-se a principal contribuigao
deste trabalho. Inicialmente insere-se um filtro na
saida da planta. A partir disto, consideram-se os
elementos do vetor de saida filtrada como novas
varidveis de estado no projeto da regra de chave-
amento. Este sistema novo, denominado, sistema
aumentado leva em consideragao além da saida do
sistema original, a saida do filtro.

Em seguida, compara-se esta técnica com as
disponiveis na literatura por meio de estudos so-
bre a factibilidade para sistemas lineares chavea-
dos incertos para diferentes condigoes de alocagao
dos polos do compensador dinamico.

Por conveniéncia, a seguir sao definidas algu-
mas notagoes que serao utilizadas ao longo do tra-
balho. A matriz I, representa a matriz identidade
de ordem p. Para matrizes ou vetores reais (') in-
dica o transposto. O conjunto formado pelos N
primeiros inteiros {1,..., N} é denotado por IKy.
O conjunto de todos os vetores A = [A1 ... )\N]'
taisque A\; >0, i€ Kyerd+X+...+ Ay =1
é denotado por A. A combinagdo convexa de
um conjunto de matrizes (A, ..., Ay) é denotada
Ay = Zf\; AiA;, sendo A € A. Além disso, o sim-
bolo (*) serd usado em expressoes matriciais para
denotar o transposto de um elemento simétrico.
Para expressoes em linha, este simbolo denotard
o transposto dos termos do lado esquerdo, como
mostrado nos exemplos a seguir:

A B _ A (%)

B C o B C |’
A+B+ A +B = A+ B+ (%).
2 Sistema Linear Chaveado com

Incertezas Politépicas

Considere o sistema linear chaveado incerto com
a seguinte realizacao em espago de estados
(Mainardi Junior et al., 2015):

{ (t)
y(t)
sendo z(t) € R™ o vetor de estados, y(t) € RP
a saida controlada, xg é a condicao inicial e C' €
IRP*"™ a matriz de saida do sistema, constante para
todo t > 0 e o(t) a regra ou lei de chaveamento,
que seleciona em cada instante de tempo t > 0,
um subsistema disponivel A(i,a), i € IKy. Na
matriz A(o, @), o vetor a = [a; g ... «,] repre-
senta as incertezas politopicas da planta. A ma-
triz A(o, ) € R™*" pode ser descrita por meio da

[
Q=
=79

x(0) = g (1)
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1
=X
2

combinacao convexa de seus vértices, como mos-
trado abaixo:

A(o,a) = i:ajAgj, iaj =1,
Pt j=1

Qg >0, U(t) € Ky, (2)
sendo r o nimero de vértices do politopo. Para
mais detalhes sobre incertezas politépicas, veja
(Boyd et al., 1994). Os resultados apresentados
a seguir, servirao de base para o desenvolvimento
tedrico deste trabalho. Deste modo, tem-se o se-
guinte problema de controle:

Problema 1 Determine uma fun¢do u(.) : RP —
{1,2,...., N} tal que a regra de chaveamento

o(t) = u(y(t)), (3)

torne o ponto de equilibrio x = 0 do sistema linear
chaveado definido em (1) globalmente assintotica-
mente estdvel.

Em (Mainardi Junior et al., 2015) os autores pro-
puseram uma solugao para o problema de controle
supracitado.

Teorema 1 (Mainardi Junior et al., 2015) Se
existirem, um escalar A € A, matrizes Xy, €
R™*", X5, € R™™", matrizes simétricas Qq,, €
R™™, Q; € RP*P e matrizes simétricas positiva
definidas Pj, € R™*", tais que

X1 Aij + X1, Air + ()
ij — X{ik + XZMAij 4+ ij — X{l + XQU Aik

J

ij - Xlik + A;]Xélk + ij - Xlij + A;kXéu
_XQik - X2ij - (*)

<1
2

QOjk + onj + 20/@10 0
[eraniwac ),

Qo,, +C'Q\C <0, (5)

para todo i € Ky, j € K, e k € IK,., entdo a
regra de chaveamento,

_ (0O

o(y) = arg min (y'Qiy) (6)
torna a origem x = 0 do sistema linear chaveado
incerto (1) e (2) um ponto de equilibrio global-

mente assintoticamente estdavel.

Prova: Para mais detalhes, veja (Mainardi Jinior
et al., 2015). O
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3 Principais contribuicoes deste artigo

Nas analises anteriores, considerou-se que as va-
ridveis de estado nao estavam disponiveis para re-
alimentacao. Desta maneira, o chaveamento entre
os subsistemas dependia somente da saida contro-
lada y(t) € IRP.

Neste artigo propoe-se acrescentar novas va-
ridveis de estado, aumentando-se a ordem do sis-
tema por intermédio de um compensador dina-
mico de primeira ordem na saida controlada da
planta, conforme mostrado na Figura 1.

1
Lei de Chaveamento 2—’ &(t) = Ao, @)z(2)
>{ N fy(®) =Ca(t)
t 1v(®)
yr(t)

Compensador]

Figura 1: Diagrama de Controle Proposto.

Neste estudo, considerou-se a seguinte dinamica
do compensador:

Yp(s) = [Yri(s) Yra(s) Yrp(s)]
=[ 3 Vi(s) 5 Ye(s) aYe(s) | (7)
ou
yr(t) = wy(t) — wyp(t) (8)
sendo w > 0 uma constante especificada no pro-
jeto.

Note que como apresentado na Figura 1, a es-
colha da fungao de transferéncia do compensador
é critério do projetista. Deste modo, a partir de
(1), considere o sistema aumentado descrito a se-
guir:

{1(0—7 a)f(t), 5(0) = o (9)
ce(t),

sendo A € R, C e R, g =n+p, z = 2p,
&) = [o(t) ye®)) e v =[y(t) yr(®)]

As matrizes do sistema aumentado sao descri-
tas em funcao dos parametros do sistema original
e também da saida filtrada (yp(t)):

A(g,a):[Agj’Ca) E’g;j (10)
R

Objetiva-se generalizar os resultados anterio-
res apresentados na literatura criando-se um sis-
tema aumentado a partir das varidveis de estado
e também da saida filtrada, conforme apresentado
na Figura 2. A partir dos conceitos apresentados,
propoe-se o Teorema 2.
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<

€K N

1 . ~
. 2 i) = Ao, )
o(v) = arg min (v'T;v) :
N

3

Figura 2: Diagrama do Sistema de Controle pro-
posto considerando o sistema aumentado

Teorema 2 Se existirem, um escalar A € A, ma-
b J
trizes Uy, € RY*? U, € IRI*Y, matrizes simé-
ik ’ ik 2
tricas I'o,, € R?*9, Ty € R*** e matrizes simé-
tricas positiva definidas Pn,, € IRY*?, tais que
ik ’

\IllikAij + \Ilujflik + (%)
Py — Wi + oAy + P, — Wiy + Woij Ak

1
—X

Prjy — Wi + Al Whyy, + Pk — Wiy + A Uhy;

_\IJQUC - \IIQU - (*)

Ty, + Do, +20'T:C 0
S0 I . (12)
2 0 0
Iy, +C'TAC <0, (13)

para todo i € Ky, j € K, and k € K,, entao a
regra de chaveamento,
= in (v'T; 14
o(v) = arg min (v'T) (14)
torna a origem xz = 0 do sistema linear chave-
ado incerto (2) e (9) um ponto de equilibrio glo-
balmente assintoticamente estdvel.

Prova: Vide Anexo I O

O teorema a seguir compara as condi¢oes dos
Teoremas 1 e 2.

Teorema 3 Se as condicdes dispostas no Teo-
rema 1 sao satisfeitas, entdo as condigoes dispos-
tas no Teorema 2 também sdao atendidas.

Prova: Suponha que as condigoes do Teorema 1
sao satisfeitas. Entéo, existem A € A, X1,,, Xo,,,
Qo,\, = Qf)jk7 Qi=Q, e P, = P]{k que tornam as
condigoes (4) e (5) factiveis para i € Ky, j, k €
IK,.. Objetiva-se mostrar que existem matrizes,
Uy, € RT, Wy, € R, Ty, =T, € RT,
I; =T € R e Py, = Py, >0¢eR™,
descritas abaixo:

X1, 0 Xy, 0
=[5 8] e[ 0]

_ | Qo O | Qi 0
FOM_[ 0o —sr "B 0 51|
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R R

PNM:{ 0 oI

sendo um escalar & > 0, que tornem factiveis as
condigoes dispostas no Teorema 2, dadas em (12)
e (13). A prova é dividida em duas etapas. No
primeiro passo, prova-se que a LMI (12) é factivel.
Em seguida, a anélise segue para a condig¢ao (13).

Passo I

Substituindo as matrizes dispostas em (15) na
condicao (12) do Teorema 2, considerando (9)-(11)
e multiplicando & esquerda por T e & direita 1",
obtém-se:

I 0 0 O
0 0 I O
= 0O I 0 0f”° (16)
0O 0 0 I
Zi,,, Zb 0
{ 57y, 5Z;ijk <0, (17)

sendo que, Zy,;, < 0 é equivalente & condicio (4)
disposta no Teorema 1. Além disso, verifique que:

2Cwl 0
L2 = [ 2Cwl 0 } ’ (18)
—4wl 2wl
Zaip = [ —2wl  —4I } (19)

Aplicando o complemento de Schur em (17), note
que:

2y = 629, (023,,,) 1025, > 0. (20)

Como —Z;,,, > 0, entao existe um ¢ > 0 suficien-
temente pequeno, tal que:

Pmaz (5Z2ijk (Z31:jk)712é”k) ) (21)

sendo que p representa os autovalores, a expressao
(20) ¢ satisfeita. Desta forma, (17) é atendida.

Passo IT

Verifica-se que, a partir de (15), utilizando A €
A obtido no Teorema 1, e utilizando as equacoes
que descrevem o sistema aumentado (9)-(11), a
expressao (13) pode ser reescrita como:

A1 A _ QOjk 0
Fojk—kCFAC—[ 0 —5I:|+

c' 0 Qr 0 c 0

0 I 0 Qx 0 I
. onk-i-C/Q)\C 0
- { 0 5T+ Oy } (22)

sendo que Q, serd definida a seguir. A par-
tir de (5), verifique que Qo,, + C'Q:\C < 0.
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Desta maneira, para que Ig, + C'T\C < 0,

basta que, —0I + Qx < 0 , sendo que, de (15),
N N
Qx = — Y AdI. Deste modo, como A; + Ag +
i=1
...+ Ay =1, tem-se que, para um escalar § > 0,
—0I + Q= —20I <0.
Segundo as demonstragoes explicitadas nos
passos I e II, a prova estd concluida. O

4 Exemplo Ilustrativo

Nesta secao é apresentado um exemplo visando
demonstrar a eficicia da proposta apresentada
neste artigo. O exemplo abaixo foi retirado de
(Mainardi Junior et al., 2015), considerando os
mesmo valores de A\; = 0,1, Ao =0,7e A3 =0, 2.
Considere os sistemas (1), (2) e (9), com r = 2,
N = 3,14 € {1,2,3}, j € {1,2} e as seguintes
matrizes:

2 1 0 h1 1 0
Ai1=1|3 =5 0|, Ar2= 3 -2 0|,
2 0 -2 2 0 -2
-5 -3 1] [ -5 —6
Aoy = -3 =2 0 , Agg = -3  ho 0 s
0 2 -2 | | 0 2 -2
0 1 0 ] [0 1 -3
Az = 1 -2 0 |, As2 = 1 -2 0
3 0 -3 | 3 hs -3
0 1 0|
C =
0 0 1|

As matrizes Ajo, Aos e Az sdo dependentes dos
parametros hy, ho e hs, respectivamente. Note
que as matrizes A1 e Azo nao sdo Hurwitz para
todos valores de hy € [0, 20] e hs € [—10, 25], res-
pectivamente, e Ass é Hurwitz para todos valores
pertencentes ao intervalo he € [—50, 0]. Além
disso, verifica-se que A1 e A31 nao sao Hurwitz e
Asq é Hurwitz.

Este exemplo apresenta um estudo compa-
rativo de factibilidade para alguns pares de hq,
he, sendo hy € [0, 20], ho € [=50, 0] e hg =
—(h1l + h2)/2. Adotou-se incrementos de 1 e 2,
para as varidveis hl e h2, respectivamente, tendo
portanto um total de 546 pontos analisados.

Foram considerados vérios casos para aloca-
¢ao de polos do compensador dindmico, ou seja,
1 < w < 81. A Figura 3 apresenta o resultado
de factibilidade considerando a variagao do para-
metro do compensador dindmico (1 < w < 81), a
qual possibilita observar a influéncia do aumento
do parametro w na regiao de factibilidade.

A partir do valor w = 21 a influéncia do au-
mento deste parametro na regiao de factibilidade
nao produziu um aumento significativo no nimero
de pontos factiveis. Para fim de comparacao com
os resultados apresentados na literatura (Mainardi
Junior et al., 2015) considerou-se w = 81, tendo
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450

Numero de pontos factiveis
X
o
o

G1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 73 77 81
w

Figura 3: Numero de pontos factiveis conside-
rando a variagao do parametro do compensador
dindmico (1 < w < 81).

em vista que para o intervalo 57 < w < 81 o
método utilizado neste trabalho resultou em uma
regiao de factibilidade maior para que os outros
valores considerados de w. A Figura 4 apresenta
a comparagao entre as regioes de factibilidade ob-
tidas pelo Teorema 1 e pelo teorema proposto
neste artigo (Teorema 2). Por meio da Figura 4
é possivel observar que a regiao de factibilidade
obtida pelo Teorema 2 em comparagao ao obtido
em (Mainardi Junior et al., 2015) - (Teorema 1) foi
consideravelmente expandida. Sendo assim, a me-
todologia proposta generaliza os resultados apre-
sentados na literatura.

Destaca-se que a configuragdo do compensa-
dor dinamico ou parametro do mesmo a ser consi-
derado é de escolha do projetista, podendo este
atribuir valores que auxiliem consideravelmente
para ampliar a regiao de factibilidade.

XXX Y YT Y YR Y YR Y Y Y Y ¥ 3
XX000000000CCCOCOOIOIOIOGOIOOS
XXXXXXXXXXX0000000000O0OX
XXXXXXXXXXXXXXXXXXOOO@®X X
X X XXX XXX XXXXXXXXX XXX XXX
X X XXX XXX XXXXXXXXXXXXXX
XX XXX XXX XXXXXXXXXXXXX

X 3 X X X XX X X X X X XXX XXX

X X XXX XXXXXXXXXX

X X X X X XX XX

XX X X X

= Y X XXX I XXX XXX XXX XX XX X X I
Nieeceoceccccccccccccccccce -
BXXXXXXX00000000000000000 -
DOEXXXXXXXXXXXXXX000000OO®X -
OO XX XXX XXX XXXXXXXXXXXX XXX
ROBX XXX XXX XXXXXXXXXXXXX
XXX XXX XXXXXXXXXXXXX

B PEXXX XXX X X XX X X XX XX

B XX X X X XXX X XXX

TEEHRXXXXXXXXXXX XXX XX XXX XXX
—

N

o

Figura 4: Regioes de factibilidade obtidas com o
Teorema 1, representada por (e), e com o Teorema
2, representada por (e) e (x).

5 Conclusoes

Neste artigo, a proposta foi acrescentar uma nova
varidavel de estado, aumentando a ordem do sis-
tema através de um compensador dinamico inse-
rido na saida controlada da planta. Cabe ressaltar
que, a escolha da funcgao de transferéncia do com-

ISSN 2525-8311

pensador é critério do projetista. A partir disto,
considerou-se esta nova variavel para o projeto da
lei de chaveamento do sistema aumentado. Resul-
tados numéricos de simulagao foram obtidos para
diferentes valores de alocagao de polos do compen-
sador dindmico. Uma andlise tedrica (Teorema
3) demonstrou que se as condigbes propostas em
(Mainardi Junior et al., 2015) sao factiveis, en-
tao, as novas condigoes dispostas no Teorema 2
também sao satisfeitas. Finalmente, um exem-
plo ilustrativo mostrou que, quando as condicoes
do teorema proposto sao factiveis, a generaliza-
cao proposta neste trabalho apresentou maiores
regides de factibilidade quando comparados com
os resultados apresentados em (Mainardi Junior
et al., 2015).
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Anexo 1

Prova do Teorema 2

Considere que (12) e (13) sdo factiveis. A partir
de (14) e (13), note que:

0> ¢(Ty,, + C'TACO)E > €Ty, € + min v'Tw
€K v
=¢(To,, + C'T,0)E (22)

Observe que, (22) pode ser reescrita como:

1,0 5, 7V
0>2X5[Aw@)}
Lo, +CT,C 0[] In ¢
0 0 A(o,a) |~

J ]
0>¢| s |
Fojk + Fij + QC’/FU@ 0 . In £
0 0 A(o,a) |~
(23)

Deste modo, a partir de (23) e (12), obtém-se:
R R AU
0>2X5[Aw@)}

[ \IjlikAij + ‘I’uj/iik + (%) .
PNjk — \Iﬂlik + \IfgikAij + PNkj — \Iﬂlij + \Pgiink

(%) In

_m%k—-w%j_(*)][ A&na)]f' (24)
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Note que de (24) tem-se que:

T r ) In !
EDN I Friny
k=1 =1 ’

[ Uy Ay + AL,
Py, — W + Waip Ay

Py, — W + A0, In
Ao, a) & (25)

Definindo-se Py(a) = (o1a1Pn,, + 12PNy, +
...t ara Py, ), Yi(o,0) = (01 V151 + a2 Wi00 +
.. -+arX10r)a \IJ2(0-5 Oé) = (al\IIQO'l +asWasat...+
a,Wasr ), note que (25) pode ser reescrita como:

0> [I, A'(a,a)][ 0 PN(@)H In }

Py(a) 0 | [A(0,q)
(26)

Considerando uma fun¢ao candidata de Lyapunov

V(x) = 2’ Py(a)z, note que de (2), V(z) > 0 para

x #0 e de (9) e (26), segue que V(z) < 0. Deste
modo, a prova estd concluida.
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