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Abstract— This work deals with the modeling and synchronization of urban traffic systems using techniques of Timed Discrete
Event Systems (TDES), based on Timed Events Graphs and Max-plus algebra. In traffic control, one defines the traffic signal
times for the green, yellow and red lights, and the sequencing and synchronization of traffic lights of the same intersection, in-
tersections in different routes and in complex routes. The Max-plus algebra allows linearization of the system and the applica-
tion of Max-plus matrix tools. Through the matrix computation, the use of eigenvalues and eigenvectors and Kleene Star func-
tion, one defines optimal times for stages. The used model allows the graphics analysis and the evolution of the controller sys-
tem, in addition it allows making the interface and inference to the parameters more transparent and user friendly. In complex
systems, where an approach in the time domain is quite complex, the elegance and power of modeling event-driven presents a
great mathematical tool in the control and timing of urban traffic systems, as shown and illustrated in the case study.

Keywords— Discret Events, Traffic Signal Control, Maxplux Algebra, Spectral Theory of Matrices

Resumo— Este trabalho trata da modelagem e sincronizagdo de sistemas de trafego urbano utilizando técnicas de Sistemas a
Eventos Discretos Temporizados (SEDT), tendo como base os Grafos a Eventos Temporizados (GETSs) e a algebra Max-plus. No
controle de trafego, definem-se os tempos semaforicos para os sinais verde, amarelo e vermelho, bem como o sequenciamento e
sincronismo entre seméaforos de um mesmo cruzamento e de diversos cruzamentos em uma via e em um complexo de vias. A al-
gebra Max-plus permite a linearizagéo do sistema e a possibilidade da aplicagdo de ferramentas matriciais. Através da computa-
¢do matricial, o uso de autovalores e autovetores, e do processamento da fungdo Estrela de Kleene, definem-se tempos 6timos
para os estagios. A modelagem utilizada permite a interpretagdo gréfica e da evolugéo do sistema do controlador, além de tornar
mais transparente e simples a inferéncia dos pardmetros para o operador do sistema. Em complexos sistemas, onde uma aborda-
gem no dominio do tempo seria muito complexa, a transparéncia e compacticidade da modelagem orientada a eventos mostra-se
uma 6tima ferramenta matematica no controle e sincronismo de sistemas de trafego urbano, conforme apresentado e ilustrado no

estudo de casos.

Palavras-chave— Sistemas a Eventos Discretos, Controle Semaférico, Algebra Max-plus, Teoria Espectral de Matrizes

1 Introdugdo

Os sistemas de controle de trafego urbano sdo fun-
damentais para a melhoria do uso das vias publicas,
tendo implicacGes diretas na vida de grande parte da
populacdo. Melhorias das condi¢fes das vias, bem
como sua expansao sdo imprescindiveis e demandam
investimentos. Todavia, 0s sistemas de controle de
redes de seméaforos influenciam de forma direta no
trénsito da maneira em que a estrutura se encontra.
Este artigo investiga o uso de SEDT (Sistemas a
Eventos Discretos Temporizados) para modelagem
de sistemas de controle semaférico em complexos de
vias utilizando Grafos a Eventos Temporizadas e
Algebra Max-plus (Cassandras & Lafortune 2008).

A modelagem utilizando a algebra Max-plus tor-
nam o sistema linear em contrapartida a ndo lineari-
dade desses sistemas no tratamento algébrico con-
vencional (Maia, 2011). Outras abordagens, no do-
minio de tempo continuo, podem levar a cenarios de
otimizacao invidveis (Goéttlich, 2015). Além disso,
permite a facil parametrizacdo do sistema com a
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modelagem utilizada, permitindo ajustes e o possibi-
litando o uso de ferramentas matriciais, a fim de
garantir condi¢es proporcionais a demanda de fluxo
de veiculos.

Simplificacbes e aproximacdes foram feitas a
fim de tornar a implementagdo capaz de suportar o
processamento de numerosos complexos de cruza-
mentos urbanos.

2 Ferramentas utilizadas

Nesta se¢do serdo apresentadas as ferramentas mate-
maticas utilizadas na modelagem proposta para o
sistema de controle de trafego urbano.

2.1 Sistemas a Eventos Discretos

Os SEDs — Sistemas a Eventos Discretos séo ca-
racterizados por apresentarem estados definidos e
serem orientados por eventos que levam a transicdo
entre esses estados, as quais também podem ser pon-
deradas, acarretando pesos.
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Os formalismos que modelam os SEDs podem
ser ndo-temporizados, temporizados ou estocasticos,
de acordo com o nivel de abstracdo de interesse. Dois
sdo os formalismos mais conhecidos na literatura: os
autdbmatos (Hopcroft et. al, 1979) e as redes de Petri
(Murata, 1989). Neste trabalho séo utilizadas as redes
de Petri, mais especificamente os Grafos a Eventos
Temporizados aplicados ao contexto de controle de
trafego urbano (Farchi et. al., 2010), os quais podem
ser equacionados e manipulados através da Algebra
Max-plus.

2.2 Grafos de Eventos Temporizados (GET)

Os Grafos a Eventos Temporizados — GETs séo
apropriados para representacao semaforica, conforme
a definicéo (Baccelli et al, 1992):

Um grafo de eventos temporizado é uma Rede
de Petri temporizada na qual cada lugar pi tem um
tempo de espera associado e somente uma transicéo
de entrada e somente uma transigéo e saida.

Contextualizando com o tema desse projeto, a
Figura 1 apresenta um GET para o modelo de um
semaforo em GET.

@ 7

Figura 1. Modelo de seméforo em GET

No caso do modelo de semaforo da Figura 1, as
transicBes Si1, Siz e Siz S840 associadas aos eventos de
abertura do sinal verde, laranja e vermelho, respecti-
vamente, no semaforo i. Os valores g;, yi e r; estdo
relacionados as temporizacdes dos respectivos luga-
res de mesmo nome: gi, Yi e ri. O auto-laco em cada
transicdo é geralmente inserido quando da modela-
gem desses sistemas, com 0 objetivo de se garantir
que os sucessivos tempos de disparo de cada transi-
cao sejam crescentes.

O comportamento dindmico dos GETs é usual-
mente descrito por equagdes ndo-lineares que envol-
vem o0s operadores max e + (ou min e -) na algebra
convencional. Entretanto, este comportamento ndo-
linear pode ser linearizado quando se utiliza a algebra
de didides (Garcia, 2007), Um exemplo de didide
utilizado é a algebra Max-plus.

2.3 Algebra Max-plus

Os SEDs podem ser modelados através de varios
formatos. Devido & natureza do problema da sincro-
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nizacdo de semaforos, sera estudada, neste trabalho, a
algebra Max-plus.

Para entender o principio dessa algebra, comeca-
remos com o exemplo do semaforo da Figura 1, tem-
se, na algebra convencional, o valor de da transicao
Si1(k) dado por:

Sia(k) = max(r; + S5 (k), Sy (k — 1) (1)

Sendo K relativo ao ciclo atual e k-1 o anterior.
A equacdo 1 constitui um sistema ndo-linear. Tal fato
ndo ocorre caso se utilize a algebra Max-plus para
descrever o sistema. Essa algebra é composta de duas
operacBes: a adicdo e a multiplicacdo. A adicdo,
denotada pelo simbolo “@”, equivale a operagdo de
maximizagdo na algebra convencional A multiplica-
¢do, denotada pelo simbolo “®”, equivale a operagdo
de adicdo na algebra convencional. Assim a equacao
1 é escrita na algebra Max-plus por:

Siu(k)=(r, ®S;;(k)) ® S (k-1) 2)

Define-se, nessa algebra, o elemento neutro da
adi¢do como g=-o0, ¢ 0 elemento neutro da multipli-
cacdo, como e=0, e denota-se por Rmax 0 conjunto (R
U{e},max,+), sendo que R é o conjunto dos nimeros
reais. H4, também, uma operagéo importante definida
para qualquer didide, com que se depara frequente-
mente ao modelar SEDs utilizando essa algebra. E a
operacdo Estrela de Kleene, simbolizada por um
asterisco, e definida por:

a=a"®a®.., 3)
coma =a®aPea’=e

Esse sistema, ndo-linear na algebra convencio-
nal, passa a ser linear na algebra Max-plus. Traba-
Ihando-se com sistemas lineares, propriedades advin-
das da Teoria Espectral de Matrizes podem ser apli-
cadas (Maia et. al, 2013). Por exemplo, neste traba-
lho, as propriedades referentes a autovalores e au-
tovetores sdo bastante exploradas quando da utiliza-
cdo de estratégias de sincronizagdo de semaforos,
atestando a utilidade da &lgebra Max-plus nesse con-
texto, o qual serd abordado na sec¢do subsequente.

Como dito, as matrizes também podem ser defi-
nidas na algebra Max-plus, e sdo de grande utilidade
na modelagem dos sistemas abordados neste projeto.
Define-se a soma e o produto de duas matrizes A e B
em Max-plus num processo inteiramente andlogo ao
feito na algebra convencional. A seguir, ilustra-se,
com um exemplo, a adi¢do e a multiplicacdo de duas
matrizes em Max-plus.

Sejam A e B as matrizes:

(3 2 2 2 (4)

16 1 5 4

Entdo a soma na algebra Max-plus dessas matri-
zes é dada por:

[3@2 2@2] [3 2 (5)
A®B= =
6@5 104 6 4
E o produto:
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Assim, com o uso de matrizes, é possivel repre-
sentar SEDs sujeitos a restricGes de sincronizacgdo e
de atraso, restricbes essas, frequentemente no contex-
to da coordenacdo semaforica. Tais sistemas se apre-
sentam na forma:

x(k) = Ax(k —1) @ Bu(k) (7

O vetor x(k) representa o estado do sistema e
u(k) uma entrada externa, utilizada como entrada de
controle. Também, alguns sistemas podem ser mode-
lados na forma:

x(K) = Ax(K) ® Ax(k 1) ® Bu(k) (8)

Em um grafo G(A), observa-se o teorema 2.3.1:
Teorema 2.3.1 (Baccelli 1992) Se existirem somente
circuitos com peso ndo positivo em G(A), existem
solugbes para x=Ax@® A a qual é dado por
x=Ao*A1. Todavia, se 0s pesos do circuito sdo nega-
tivos, a solugdo € Unica.

Conforme o teorema 2.3.1, e observando a equa-
¢do 9, se Ag*A; existir a solucdo é Unica de fato.

AN A)OA=[edAAJA=AA ©

De tal forma a equacdo 8 pode ser reduzida a
equacéo 10:

x(k) = Ay Ax(k—1) ® A, Byu(k) (10)

A mesma forma da equagdo 7. Essa é a forma di-
ta padrdo (Maia, 2011), e a partir da qual sdo desen-
volvidas estratégias de modelagem e controle para
esses sistemas, bem como suas respectivas analises
de desempenho. No caso especifico deste projeto, 0s
sistemas sdo tratados como sistemas autbnomos, e,
portanto, ndo é feito uso de entradas de controle.
Assim, o instantes para o préximo ciclo k+1 podem
ser definidos conforme a equagéo 11:

x(k +1) = A, Ax(K) (11)

2.4 Teoria Espectral de Matrizes

Conforme Baccelli (1992), um grafo dirigido G é
definido por um conjunto de nds interconectados por
arcos orientados. Um grafo ¢ denominado ponderado
se 0s arcos que ligam os no6s i e j possuem pesos
associados a eles. Este arco é denotado por (i,j) e 0
peso w(i,j) desse arco é igual ao termo Aj de uma
matriz A associada ao grafo.

Um caminho em um grafo € uma sequéncia de
arcos (po,p1), (P1,p2),--., (Pr-1,pr), também representado
por p=p, = p, = ... —>pP,, €0 comprimento

d o caminho p é dado pelo nimero de nos percorri-
dos, denotado por |p|i. O peso de um caminho p,
representado por |p|s é dado pela soma dos pesos de
Seus arcos.
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Quando um caminho é fechado, ou seja, po=pi,
denomina-se esse caminho de circuito. Conforme
(Baccelli et. al 1992) temos as seguintes defini¢des:

Definicéo 2.4.1 (Ciclo médio) O peso médio de
um caminho é dada pela divisdo do peso pelo com-
primento |p|d/|p|i. Se esse caminho é um circuito, seu
peso médio é chamado de ciclo médio.

Definicdo 2.4.2 (Grafo de precedéncia) Seja A €
D™" uma matriz quadrada com coeficientes no didi-
de D. Denota-se G(A) o grafo de precedéncia de A
onde existem n nés e os arcos (i,j) sdo ponderados
com Ajj. Se Ajj # ¢ existe um arco que ligaosnési e j,
caso contrario a ligacéo nao existe.

Defini¢io 2.4.3 (Grafo fortemente conexo) Um
grafo G(A) é dito fortemente conexo se para todo par
de nos (i,j) € G(A) o nd alcancgavel a partir dond i.

Definicéo 2.4.4 (Matriz irredutivel). Uma matriz
A € D™ ¢ considerada irredutivel se o grafo de
precedéncia G(A) é fortemente conexo.

As matrizes nyn com coeficientes definidos sobre
didides apresentam algumas propriedades. Uma delas
é a possibilidade de associar um grafo orientado e
ponderado, chamado grafo de precedéncia, a cada
matriz quadrada, ou seja, existe uma representacdo
grafica para as matrizes. Além disso, se esse grafo é
fortemente conexo é possivel afirmar que sua matriz
correspondente é fortemente conexa.

Para uma matriz A irredutivel existe um inteiro c
que garante a seguinte propriedade de ciclicidade:

Ak+c — /10 ® Ak 1 (12)

Sendo que k é superior a um ndmero inteiro K e
A representa o autovalor da matriz A.

Definicéo 2.4.5 (Autovalor e autovetor) (Baccel-
li, 1992) Seja A € Rmax Uma matriz quadrada. Se A €
Rmax € Um escalar e v € Rmax um vetor que contém ao
menos um elemento finito de modo que:

A®V=A®v, (13)

Entdo 4 é chamado de autovalor de A e v é um
autovetor de 4 associado ao autovalor A.

Para o caso de matrizes irredutiveis, a solugéo A
é Unica e calculada através da seguinte expressdo:

n 14
A= k@71('[ra(;o(Ak))1’k , (9

n
Sendo o traco(A“) = g(Ak)ii e n correspon-

de & ordem da matriz A.

Em Baccelli et. al. (1992) prova-se que se A € ir-
redutivel o autovalor também é dado pelo maximo
ciclo médio de G(A):

o I, | (15)
=[]

Sendo r o nimero de circuitos de G(A).

2277



XXI Congresso Brasileiro de Automatica - CBA2016
UFES, Vitéria - ES, 3 a 7 de outubro

3 Técnicas e estratégias de modelagem SED na
algebra Max-plus aplicadas a sincronizacdo de
redes de seméaforos

Nesta secdo, sdo apresentadas técnicas de SEDs
para modelar um sistema de trafego urbano a fim de
equaciona-lo de forma a permitir a busca pelo menor
tempo de espera e tendo em vista garantir uma se-
quéncia sucessiva de sinais para dada via preferenci-
al, criando as chamadas “ondas verdes”.

Alguns modelos béasicos da algebra Max-plus sdo
encontrados em (Farchi et. al, 2010) e (Katz, 2007).
Para complexos sistemas de cruzamentos e o controle
de redes de semaforos, abordagens no dominio do
tempo podem levar ao estouro computacional, ao
passo que a abordagem orientada a eventos viabiliza
a modelagem e implementacéo do sistema.

Existem dois grandes grupos de estratégias, as
que buscam maximizar a largura de banda e as que
otimizam algum critério de trafego. Uma técnica
conhecida se baseia em dados geométricos das vias,
tempos de verde e defasagens (Morgan e Little,
1964).

Egmund (Egmund e Olsdem, 1998) afirmou:
“Nao deixe os veiculos esperando no semaforo, mas
os semaforos esperando os veiculos”. A estratégia
utilizada em seu trabalho foi o uso de autovalores e
autovetores a partir da algebra Max-plus para a ob-
tencdo das matrizes associadas, na obtencdo de pla-
nos semaforicos ideais. Uma regra importante tam-
bém é que o tempo entre estagios sucessivos devem
ter um minimo.

Utilizando essas estratégias, entdo supomos um
sistema composto por quatro cruzamentos, conforme
ilustrado na Figura 2.

As distancias entre os cruzamentos definem os
tempos médios de deslocamento entre um cruzamen-
to e outro, sendo tiz=ta1=tru=ts; € t1o=tr1=ta4=ts3

O primeiro passo na modelagem consiste em de-
finir o plano semaférico. A Figura 3 ilustra os plano
semaforico para os 4 cruzamentos, cada qual com as
suas respectivas sequéncias referenciadas por letras,

na ordem em que devem ocorrer.
rual rua2

1'11:13‘1@‘l @‘l
l—t13—

IaE
|

rua4 "_@4—4—

Vo

Figura 2. Complexo de 4 cruzamentos: x1, X2, x3, x4.

ISSN 2525-8311

Com base no plano semaférico e em conformi-
dade com as vias que se pretende que se gere as “on-
das de verdes”. Para o exemplo foram consideradas
as vias de maior demanda, rua 1 e rua 2, que em
conformidade como é comum o projetista utilizarem-
se das vias de maior fluxo, que geralmente sdo as
possuem mais faixas.
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Figura 3. Plano Semaférico para cada um dos 4 cruzamentos

Definimos entéo as equacBes Max-plus, buscan-
do relagGes de sincronismo que permitam fluxo pre-
ferencial entre dois seméforos na mesma rua:

%o (K1) =t, %, (K) (19)
X, (K+1) =t X, (k +2) (17
X, (k+1) =t,x, (k+1) (18)
Xq(K+1) =t,x (k+1) (19)

Xo0 (K +1) =t X, (K) DX, (k+1)  (20)

Xpo (K +1) =t,X,, (K +1) ®1,,%,, (K) (21)
X, (K +1) =1t,X,, (K +1) (22)
Xoq (K+1) =t X, (K+1) (23)

X3 (k +1) = thSC (k) @t43X4a(k +1) (24)
X (K +1) =t %, (K +1) @t x (K) (29

X (K +1) =1, %, (K +1) (26)

Xya (K +1) =1t %, (K) (27)
X (K+2) =1t,X,, (K +1) (28)
Xeo (K+2) =t,X,, (k +1) (29)
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Substituindo os valores parametrizados teremos
0 seguinte sistema linear Max-plus:

x(k +1) = Ax(k +1) ® Ax(K) (30)

Segundo a Teoria Espectral de Matrizes (Baccel-
li, 1992), que se podem utilizar para se obter as ma-
trizes Ao e A a partir equacGes de 16 a 29, ou a partir
do grafo da Figura 4, que mostra 0 modelo GET para
tal sistema.

Obtendo as matrizes Ao, para 0s termos que con-
tém relacdo com o proximo estagio k+1, e A, para 0s
termos do estagio atual k, podemos entdo definir a
matriz de tempos de transicdo dos estagios calculan-
do a matriz Xo.

Xy = A, AX(K) (1)

Para fins de processamento numérico, foram uti-
lizados tempos minimo para pedestres t, igual a 15
segundos e tempos minimo para veiculos t, igual a 18
segundos. O tempo de deslocamento entre um cruza-
mento e outro foi calculado em funcdo das distancias
entre 0s cruzamentos, coma uma velocidade média de
50km/h e tempo de resposta da fila igual a 2 segun-
dos. Assim, para o tj;, onde i e j sdo dois seméaforos
subsequentes, utilizou-se tio=ty;1=t3a=t43=26 segundos
e t13=ts1=ta=t4,=22 segundos.

Uma vez definidos os parametros iniciais, pode-
se calcular a estrela de Kleene da matriz Ao. Foi
utilizado a ferramenta de cddigo aberto Scicoslab
versdo 4.4.2, disponivel na pagina web de mesmo
nome, com extensdo “org”. A funcdo utilizada foi
implementada pela sintaxe: star (20).

A matriz X, contém um possivel plano de transi-
cao dos estagios, porém é sabido que quanto maior o
tempo de verde, maior sera 0 comboio e maior serd o
fluxo ((Egmound e Olsdem, 1998), caracteristica
desejada.

A fim de ajustar o periodo A para o maior possi-
vel de espera pelo usuario e admitindo-se os vetores
de demanda de fluxo para cada cruzamento em cada
estagio, tem-se entdo um exemplo mostrado em (32):

D,=[3 110] D,=3 101 2
D,=[3 2 0] D,=[3 1 0]

Considerando os tempos dos planos semaféricos
calculados em X, (equacdo 31) através dos quais
temos os periodos minimos de periodo para cada
semaforo (A1, A2, A3 € A4).

Entdo para um periodo A méximo, parametrizado
conforme o méximo valor admissivel de espera pelo
usuario e igual para todos os seméaforos para que haja
sincronismo e garantia de sequenciamento nas vias
desejadas. O ajuste dos tempos conforme o periodo A
em funcdo dos periodos minimos pode ser calculado
através dos termos tj; associado a cada tempo de
estagio j para cada cruzamento i, podendo as equa-
¢cBes Max-plus serem reescritas conforme o coefici-
ente de demanda associado ao estagio anterior, fican-
do as equacBes de (16) a (20) da seguinte forma:
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Xy, (K +1) =73, %4 (K) (33)
Xy (K+1) = 7,5t %, (k +1) (34)
Xo (K +1) = 7,,t, X, (K +1) (35)
X,g (K+1) =75t %, (K +1) (36)

Xoa (K +1) = 7,,[t, %o (K) D1, %, (K +1)] (37)

O mesmo pode ser aplicado as demais equaces.
Para o calculo dos tempos de ajuste z, é considerado
a demanda total em cada semaforo, como sendo o
somatorio das demandas:

AD =" D[j] )

Onde i é o nimero do cruzamento e j 0 estagio
para o dado cruzamento. Para tjj, 0 tempo a ser acres-
centado a cada estagio conforme a demanda do mes-
mo, ter-se-a:

. _bilil (39)
" AD,

Figura 4. GET para o sistema de 4 cruzamentos

Para fins de exemplificacdo numérica, com 0s
parametros definidos, obteve-se através de X, (equa-
¢do 30) os periodos minimos, 11=69, 1,=69, 13=51 e
A4=51. Assim, os tempos de disparo para cada sema-
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foro, definindo-se um periodo 4 igual a 100 segundos
ficardo:
x,(k) =100k[15 51,6 758 100] (40)

x,(k) =100k[24,2 60,8 85 100]  (41)
x; (k) =100k[15 51,6 100] (42)

x,(k) =100k[15 56,25 100] (43)

Assim, 0 objetivo da modelagem foi atingido,
permitindo que os tempos de verde fossem distribui-
dos proporcionalmente entre os estagios a partir da
indicacdo das demandas de fluxo. Uma vez que ndo
foram definidas fung@es de absorcéo de veiculos nos
cruzamentos, esse trabalho permite o refinamento da
modelagem e aplicacdo de estratégias de otimizacgao
nesse sentido.

4 Conclusao

O desenvolvimento deste artigo levou-nos a con-
cluir que a modelagem utilizando as ferramentas de
SEDTs, os GETs e a algebra Max-plus, permitem
implementar um modelo robusto, compacto e trans-
parente, através do qual é possivel parametrizar e
evoluir para um sistema de planos semaféricos que
garantem o sincronismo e a analise da possibilidade
da distribui¢do dos tempos proporcionais as deman-
das de fluxo e a geracdo do sequenciamento de ver-
des para dadas vias.

O uso de autovetores e autovalores permite a
andlise e ponderacdo da distribuicdo dos tempos de
verdes proporcional as demandas de fluxo de trafego,
permitindo ao operador do sistema a possibilidade da
inferéncia de valores colhidos in loco e reajuste do
sistema. AproximacOes foram feitas e foi objetivo
propor uma modelagem direta e clara.

Conforme o estudo de caso apresentado para um
complexo de 4 cruzamentos demonstrou-se a possi-
blidade da implementacdo em sistemas com comple-
xidade superior, com capacidade de processamento
robusta o suficiente para controlar numerosos subsis-
temas, garantindo o sincronismo e inter-
relacionamento entre os pontos de controle e o se-
quenciamento de estagios, bem como a garantia das
condi¢Bes impostas.

Tendo como base a proposta apresentada, a mo-
delagem pode ser aprimorada para o desenvolvimen-
to de trabalhos envolvendo a otimizagdo do sistema
de temporizacéo dos semaforos.
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