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Abstract— The analysis of linear systems subject to bounded disturbances is important in control theory
because various physical phenomena can be represented or approximated in such form. In particular, in the
case of systems with control inputs subject to certain nonlinearity classes and evolving in a determined region of
operation, the control system can be approximated by a linear system with bounded additive disturbances. In
this and other cases, the modeling of systems subject to bounded disturbances is fundamental to the development
of theoretical and computational tools for the analysis and synthesis of control systems. In this context, in the
present work LMI conditions are established for the analysis and synthesis of discrete time linear systems subject
to bounded disturbances that are represented in a polytopic form.

Keywords— Stability, Quadratic Lyapunov Function, Atractor set, Linear Matrix Inequality, Polytopic un-
certainty.

Resumo— A andlise de sistemas lineares sujeitos a perturbagées limitadas tem interesse na teoria de controle,
pois véarios fendmenos fisicos podem ser representados ou aproximados sob esta forma. Em particular, no caso de
sistemas com entradas de controle sujeitas a uma classe de nao-linearidades pertencentes a uma faixa de operagao,
o sistema de controle pode ser aproximado por um sistema linear com perturbacao aditiva limitada. Neste, e
em outros casos, a modelagem do sistema sujeito a perturbacoes limitadas é interessante para o desenvolvimento
de ferramentas tedricas e de cédlculo para a andlise e sintese destes sistemas de controle. Neste contexto, sao
propostas no trabalho condi¢bes LMIs para andlise e sintese de sistemas lineares, em tempo discreto, sujeitos a
perturbacdes limitadas representadas de forma politépica.

Keywords— Estabilidade, Funcdo Quadrética de Lyapunov, Conjunto atrator, Desigualdade Matricial Linear,

Incerteza politépica.

1 Introducao

As exigéncias de desempenho, operacao e controle
dos processos de producao tém crescido significa-
tivamente, tornando-se essencial o aprimoramento
e/ou desenvolvimento de técnicas de controle que
tornem esses sistemas mais eficientes. Nestes ca-
sos, durante a modelagem e projeto do contro-
lador, caracteristicas inerentes ao sistema devem
ser consideradas, como perturbacoes externas e
comportamentos nao-lineares nos atuadores, por
exemplo. Em particular, no caso de sistemas com
entradas de controle sujeitas a uma classe de nao-
linearidades pertencentes a uma faixa de opera-
¢ao, o sistema de controle pode ser aproximado
por um sistema linear com perturbacao aditiva li-
mitada; veja, por exemplo, Turner (2006) e Dilda
et al. (2012). Assim, a consideragao de modelos de
sistemas sob tal forma é interessante e 1til para o
desenvolvimento de ferramentas tedricas e de cal-
culo para a solugao dos problemas de andlise e
sintese de sistemas de controle sujeitos a pertur-
bacoes aditivas.

Para o caso de sistemas lineares sujeitos a per-
turbagoes limitadas, e persistentes, esses proble-
mas foram abordados por diferentes autores, como
Abedor et al. (1996), Hao et al. (2003) e, mais re-
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centemente, Pomar et al. (2012), no caso de sis-
temas continuos no tempo, ou Ji et al. (2007) no
caso de sistemas discretos no tempo, dentre ou-
tros. Nestes trabalhos, estuda-se a convergéncia
das trajetorias do sistema para conjuntos elipsoi-
dais via a utilizagao de fungoes de Lyapunov qua-
draticas e de conceitos, tais como, o de conjuntos
atratores, adotado em Pomar et al. (2012), ou o de
estabilidade do tipo wltimate boundedness, usado
em Tarbouriech et al. (2011) e Dilda et al. (2012).

Dentro do contexto descrito acima, no pre-
sente trabalho sao considerados os problemas de
analise e sintese para sistemas lineares discre-
tos no tempo sujeitos a perturbagoes limitadas,
visando-se explorar, como em Pomar et al. (2012),
uma representagao politdpica para o conjunto de
perturbagoes e conceitos de conjuntos atratores,
objetivando-se a proposicao de condigoes sob a
forma de LMIs que permitam tratar e solucionar
os problemas.

O artigo segue a organizacao seguinte. Na Se-
¢ao 2, apds a formalizacao dos problemas de ana-
lise e sintese considerados, sera apresentado um
resultado de base para a andlise de convergéncia
de trajetérias e a definicao de conjuntos atrato-
res, utilizando fungoes quadraticas de Lyapunov,
assim como sera definida a classe de perturbacoes
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considerada neste trabalho. Na Segdo 3, serao
apresentadas as condigoes LMIs para a solugao do
problema de andlise e, na Secao 4, sera proposta
a sintese de uma lei de controle por realimentagao
de estados. Na Secao 5, serao considerados alguns
exemplos para utilizagao dos resultados propos-
tos, via a sintese de uma realimentagao de estados
para sistemas lineares sujeitos a nao-linearidades
na entrada de controle. Estas nao-linearidades sao
consideradas pertencentes a uma faixa de opera-
¢ao0, e o problema de controle nao-linear é, entao,
reformulado e tratado como um sistema sujeito a
uma perturbacao limitada. Por fim, as conclusoes
sobre o trabalho serdo apresentadas.

2 Apresentacao do Problema e
Preliminares

Considere o sistema linear, em tempo discreto, in-
variante no tempo e sujeito a perturbacoes

Tpy1 = Awxy + Bug + wy, (1)

em que: ¢ € R eu € N™ sdo os vetores de estados
e de entradas de controle, respectivamente, com
A e R e B e R w, € R é o vetor de
perturbacoes o qual, por hipdtese, pertence a um
conjunto compacto W que contém a origem,
w €W, vV k=1,2,3,.... (2)
Considerando u; = 0 em (1), e caso este sis-
tema nao esteja sujeito a perturbacoes, uma con-
digao necesséaria e suficiente para a estabilidade

assintdtica do sistema auténomo xxi1; = Axy,
é que exista uma funcao de Lyapunov quadra-
tica nos estados do sistema V(zy) = z) Pz,

com P = P’ € %" uma matriz definida po-
sitiva, tal que sua variagao seja negativa, isto é:
AV(zg) = V(zgs1) — Vizg) < 0V z # 0, ou,
equivalentemente, que as LMIs a seguir sejam ve-
rificadas (Boyd et al., 1994):

P>=0; APA—P<0. (3)

Na presenca de perturbacoes wj limitadas,
como em (2), e com ug = 0, nao é possivel aplicar
diretamente os resultados de estabilidade quadra-
tica pois, em geral, a origem nao serd um ponto
de equilibrio do sistema

Tpt1 = Az + wy. (4)

Consequentemente, nao ¢é possivel garantir
AV (xp,wr) < 0 em uma regido em torno da ori-
gem. Neste caso, entao, o interesse nao é verificar
a estabilidade assintética para a origem, mas sim
a convergéncia das trajetérias do sistema (4), em
tempo finito, para algum conjunto positivamente
invariante Vy C R™ que contenha a origem. As-
sim, consideram-se os seguintes problemas.
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Problema 1 - Analise: Considere o sistema
(4). Determinar um conjunto Vo C R™ tal que
para qualquer condicao inicial xg € R"™, e para to-
dos os vetores de perturba¢ao que verificam (2),
as trajetorias correspondentes xy, atinjam Vo num
tempo finito L, 0 < L < 0o, e permanecam em Vg
vV k> L.

Um objetivo adicional ao problema acima é
que Vy seja o menor possivel, em algum sentido,
para poder ser considerado como uma boa aproxi-
magao da menor regiao em torno da origem onde
nao é possivel garantir AV (zy,wy) < 0.

Na definicao do problema complementar de
sintese a seguir, considera-se uma lei de controle
por realimentagao de estados

up = Kay, K€ %mxn7 (5)

que aplicada a (1), leva ao sistema em malha fe-
chada sujeito & perturbacio?:

Try1 = Akaerk. (6)

Problema 2 - Sintese de Realimentacao de
Estados: Determinar uma matriz de realimenta-
¢do de estados K e um conjunto Vo C R™, o me-
nor possivel, tais que para qualquer condi¢do ini-
cial g € R™ e para todos os vetores de perturbagdo
que verificam (2), as trajetdrias correspondentes
x do sistema em malha-fechada (6) atinjam V
num tempo finito L, 0 < L < oo, e permanegam
em VoV k> L.

2.1 Resultado Preliminar

Utilizando-se técnicas de Lyapunov e alguns con-
ceitos usuais em teoria de controle (veja, por
exemplo Khalil (2002)), pode-se estabelecer o
lema seguinte, fundamental para a proposicao de
solugoes baseadas em LMIs para os problemas de
andlise e sintese colocados anteriormente. Uma
demonstracao para este resultado é apresentada
no Apéndice 2.

Lema 1 : Considere o sistema (4) sujeito a con-
digio (2). Assuma que P € R™™ € tal que
P =P eP = 0. DefinaV:R* — R por
V(x) = 2'Px, e considere os conjuntos comple-
mentares

M={zeR"/V(z) > c},
Vo={zeR"/V(z)<c}
Suponha que
AV (z,w) <0, V(z,w) € Ny X W, (7)
AV(z,w)+V(z) <c V(r,w) € Vo x W, (8)

1Note que Ay é a matriz em malha fechada A + BK.

2Na sequéncia, serd omitida a dependéncia em relagio
ao tempo discreto k dos vetores de estado, de controle e de
perturbagao, para simplificar a apresentacdo.
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onde:

AV(z,w) =2'(A'PA— P)z )
+2'A'Pw + w' PAx + w' Pw.

Entao, Vo € um conjunto positivamente inva-
riante.  Além disso, para qualquer trajetdria
de (4), com condi¢io inicial xg € R", emiste
L = L(xo) > 0 finito tal que i, € Vo, Vk > L.
Logo, toda trajetoria x atinge Vy em tempo
finito e nele permanece, ou seja, Vo € um conjunto
atrator do sistema (4), relativo d condi¢do (2).

Na sequéncia, considera-se que W é um con-
junto politépico, representado da seguinte forma:

N
w = we%”:w:Zajwj,
j=1
N
daj=1, a;>0p, (10)
j=1

em que w; = wi,...,wy € N" sao os vértices do

politopo.

3 Analise de Convergéncia de Trajetérias

A partir do Lema 1 e utilizando a descri¢ao po-
litépica (10), chega-se ao resultado de andlise se-
guinte, o qual soluciona o Problema 1.

Teorema 1 As trajetdrias do sistema (4) sujeito
a condigdo (2) convergem em tempo finito a um
atrator positivamente invariante Vo que contém a
origem se existir uma matriz simétrica definida
positiva P € R"*™, e escalares ¢ >0 e v € (0,1),
tais que

—-(1—-v)P 0 AP
0 —ve wiP | <0, (11)
PA  Pw, —P

sejam verificadas ¥i = 1,...,N. Sendo Vy dado
por:
Vo = {x € R"/2'Px < c}. (12)

Prova: : A partir do Lema 1, deseja-se
AV (z,w) <0 Vz ¢V (equivalentemente, Vo €
No) e Yw € W. Assim, a partir da utilizagao
do S-Procedure (Boyd et al., 1994) em relacdo a
No = {z € R"/2' Px > ¢}, obtém-se

AV(x,w) —v(c—2'Px) =
x'(A’PA—(1—-v)P)x + 2’ A'Pw (13)
+w'PAxz + w' Pw — ve < 0.

Portanto, se existe v > 0 que verifica a desi-
gualdade (13), entdo a desigualdade (7) também
sera verificada. Note que, ao definir v = 1 — v,
também se verifica a desigualdade (8), pois obtém-
se AV (z,w) —v(z'Px — ¢) — ¢+ 2'’Pz < 0 que,
por definicao, pode ser reescrita como:

AV (z,w)+V(z) —y(@'Pr—c)<c.  (14)
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Observe que a desigualdade (14) é equivalente a
condica@o (8) do Lema 1. Na sequéncia, observa-se
que a desigualdade (13) pode ser reescrita como:

!/ _ _ I
5,{APA (1-v)P A’ Pw € <0,

* w' Pw — ve

onde ¢ = [ T } Sabe-se que P > 0, entao:
A'PA—(1-v)P A'Pw 0
* wPw—ve O < 0.
* * —-P

Aplicando o Complemento de Schur (Boyd et al.,
1994), de forma a pré-multiplicar a desigualdade
acima por

I 0 A
J=10 I —w
00 I
e pés multiplicd-la por J', tem-se:
—(1-v)P 0 AP

0 —ve w'P
PA Pw —-P

< 0,Yw e W. (15)

Portanto, devido & (10) e & convexidade, (15) é
verificada se e somente se (11) é verificada Vi =
1,...,N. O

Considerando-se que P, v, ¢ sdo as variaveis
de busca, observa-se em (11) a presenga de termos
nao lineares devido aos produtos vP e ve. Entre-
tanto, se fixarmos v € (0, 1), entdo (11) torna-se
uma LMI com relagao as varidveis P e c.

Por outro lado, um objetivo complementar
na utilizacao de (11) é determinar o menor con-
junto elipsoidal V, possivel, como apresentado na
sequéncia. Para tanto, considere os escalares po-
sitivos «;, com ¢ = 1,..., N, que representam
os médulos dos semi-eixos do conjunto elipsoi-
dal: a; = /55y, em que Xi(P) sao os autova-
lores da matriz P. O maior semi-eixo, denotado
Qmaz = max{a;}, é dado por:

Cc

Omar =

onde Apin(P) é o menor autovalor da matriz P.
Entao, a partir da relagdo (16) e considerando-se
a desigualdade

P>ol, com o>0, (17)
onde ¢ é um escalar e I € R™*"™ a matriz identi-
dade, propoe-se o problema de programacao semi-
definida (SPD) seguinte para determinar o menor
conjunto elipsoidal.

mmpec o
sujeito a

(c —po) (18)

Dado p > 0, { (11) e (17),
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onde p é escolhido com o objetivo de ponderar a
maximizacao de o.

Note que no problema de otimizagao acima, o
parametro v pode ser obtido através de uma busca
unidirecional e, para cada valor fixo de v, (18) é
um SDP. Entretanto, a busca do parametro v fica
limitada & faixa valores 0 < v < 1, devido a
(11). Observe que, se o SPD (18) tem solucao, a
relagao (16) é indiretamente otimizada, pois o cri-
tério objetiva a minimizagao de ¢ e a maximizagao
de \pin(P) através da desigualdade (11).

O resultado desenvolvido no Teorema 1 pode
ser adaptado para encontrar uma realimentagao
de estados que solucione o Problema 2, como mos-
trado na secao seguinte.

4 Sintese do Controlador

Para solucao do Problema 2, objetiva-se encontrar
uma matriz de realimentacao de estados K e um
conjunto Vy C " o menor possivel, tais que para
qualquer condigao inicial xg € R™ e qualquer per-
turbagao w € W, a trajetéria correspondente do
sistema em malha fechada atinja Vy em tempo fi-
nito. Para isso, considere inicialmente o teorema
seguinte.

Teorema 2 Considere a existéncia de v € (0,1),
uma matriz definida positiva R € R™*™, uma ma-
triz Y € R™*" e um escalar ¢ > 0, verifiquem

“R(1-v) 0 RA+Y'B
0 —ve w; <0, (19)
AR+ BY wj -R
em que i =1,...,N. Para o sistema (1), consi-

dere a matriz de realimentacgdo de estados em (5),
definida por
K=YR (20)

Entdo, K e Vy = {z € R" /2’ R~z < ¢} definem
uma solucdo para o Problema 2 de sintese de rea-
limentacao de estados.

Prova: : Utilizando (5), substitui-se A por
(A + BK) em (11), obtendo-se:

—(1-v)P 0 (A+BK)P
0 —ve wi P =< 0.
P(A+ BK) Puw; —P

Considerando R = P~!, pré e pés multiplicando
a desigualdade acima por

oo
o ~o
No o

e utilizando a transformagao de varidaveis Y = KR
dada em (20), obtém-se a desigualdade (19). O
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Semelhante ao objetivo da solugdo do Pro-
blema 1, deseja-se determinar o menor conjunto
Vo possivel. Para isso, considere

)\mzn(P) - 1/Amaa:(R)7 (21)

em que Apqz(R) é 0o maior autovalor da matriz R.
A partir da relagao (16) e da desigualdade

R =61, com 6>0, (22)

onde § é um escalar, propoe-se o SPD seguinte:

ming s (¢ + pd)

Dado p >0, { sujeito a  (19) e (22).

(23)

Nota-se que, neste caso, p pode ser escolhido
com o objetivo de ponderar a minimizacao de §.
A medida que p diminui, o conjunto V), tende a di-
minuir em algum sentido, enquanto ¢ > pd. Con-
forme o SPD (18), também se realiza uma busca
unidirecional para valores fixos de v, a fim de se
determinar o menor conjunto elipsoidal possivel.
Portanto, se o SPD (23) tem solugdo, a relacao
(16) também serd indiretamente otimizada, pois
o critério tem por objetivo a minimizacao de c e
Amaz (R), utilizando as desigualdades (19) e (22),
o que leva a maximizagao de Ap,ipn(P), por meio
de (21).

5 Exemplos de aplicagao

Seja o sistema a seguir sujeito a uma nao-
linearidade na entrada de controle:

Tr41 = Axg + B(I)(uk), (24)

onde, por hipétese, a nao-linearidade ®(u) estd
contida na faixa

(u—p) < P(u) < (u+p), (25)

representada pela Figura 1. A nao-linearidade
®(u) pode ser considerada, por exemplo, como:
zona morta, zona morta com pré-carga, folga ou
mesmo um quantizador (Khalil, 2002).

D(u)

Figura 1: Faixa que contem a dinamica de ®(u).

Pode-se tratar o sistema (24) sob a forma de
(1) fazendo ®(u) = u — ¥(u), em que ¥(u)
é uma nao-linearidade limitada, contida na faixa
—p < U(u) < p. Assim,
Az, + BP®(uy)
Azy + Bug — BU(uy)
= Az + Bug + wy,

Tk41 =
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onde w € W = {w € ®%/w € [-pB, pB]}. Por-
tanto, necessita-se apenas do valor de p para apli-
cacao do resultado do Teorema 2, visto que ele
define os vértices do conjunto politépico W. As-
sim, considere para o sistema (24)

A { 1.0460

—0.1050 B 0.0460
0.1050 ’ a ’

1.0460 0.1050

e a nao-linearidade ®(u) uma zona morta, como
mostrado na Figura 2 (a), com p = 0.4, onde:

0,selu<p,
u , caso contrario.

Ppz(u) = {

Entao, o conjunto de perturbagoes, no qual w €
W, é definido pelo seguinte conjunto politépico:

—0.0184 0.0184
W_C"H —0.0420 ] ’ { 0.0420 ]}
Observe que os autovalores da matriz A sao
A(A) = 1.0460 £+ j0.1050 e, portanto, o sis-
tema nao pode ser levado a origem a partir de
qualquer estado inicial zg. Note também que
Opz(u) = u — sat(u), onde sat(u) é a nao-

linearidade saturacao de u, da forma mostrada na
Figura 2 (b).

sat(ry $/,

Figura 2: a) Zona Morta, b) Saturacao.

Observe que a saturagao estd contida dentro
da faixa —p < sat(u) < p, tornando possivel a
aplicagao do resultado proposto no Teorema 2.
Assim, utilizando o algoritmo SPD (23), a partir
de valores pré-fixados de p e da busca unidirecio-
nal em v, obtém-se ¢ = 0.0411, § = 0.4759 e

[ 0.1470 0.2091

k= 0.2091 0.3431 |~

para v = 0.22 e p = 0.1, encontrando-se, a reali-
mentagao de estados K = [18.7939 —21.1226], que
leva qualquer estado inicial xy ao conjunto positi-
vamente invariante Vo = {z € ®? /2/R~ 1z < c}.

Na Figura 3 sao mostrados os conjuntos V,
para resolugdo dos Problemas 1 e 2 (azul e ver-
melho, respectivamente), assim como a trajetéria
dos estados do sistema em malha fechada partindo
de diferentes condigoes iniciais zo = [—0.1 0.1],
[0.15 0.1). Nota-se, nesta simulagdo, a conver-
géncia dos estados do sistema para um ciclo-limite,
devido a presenga da zona morta e do par de pélos
complexos conjugados instaveis associados a ma-
triz A do sistema.

Como mencionado anteriormente, os concei-
tos apresentados sao validos para uma classe de
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s .
el

03
03 -025 02 -015 -01 -0.05 0 005 041 015 02

X

Figura 3: Trajetérias de  para ®pz(u) e Vo.

nao-linearidades contidas na faixa (25). Desta
forma, foram impostas outras nao-linearidades ao
sistema, utilizando a mesma matriz de ganhos K,
além da zona-morta, como a folga (Ppr(u)) e a
zona morta com pré-carga (Ppzpr(u)), mostra-
das na Figura 4.

Dpzpy (1)
, 2
% g

/s
z

2 Dy, (1)

P u

Figura 4: Nao-linearidades.

Assim, na Figura 5 s@o mostrados os conjun-
tos Vo (semelhantes aos da Figura 4) e a trajetd-
ria dos estados do sistema em malha fechada para
duas nao-linearidades distintas, a folga (preto)
e a zona morta com pré-carga (vermelho), par-
tindo das condigbes iniciais xg = [0.15 0.1],
[-0.15 —0.1}".

Figura 5: Trajetérias de x para Ppr(u) e
®pzpr(u), e Vo.
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6 Conclusao

Neste trabalho foram apresentadas algumas fer-
ramentas, baseadas em LMIs, que tratam o pro-
blema de controle envolvendo sistemas lineares
discretos e invariantes no tempo, sujeitos a per-
turbagoes aditivas limitadas, representadas atra-
vés de um conjunto politépico compacto. Dessa
forma, apresentou-se uma extensao dos resultados
apresentados em Pomar et al. (2012) para o caso
de sistemas continuos no tempo.

A simplicidade e a versatilidade das condicoes
LMIs desenvolvidas sao de facil adequagao & solu-
¢ao de problemas de controle que podem ser mo-
delados sob a forma de um sistema sujeito a uma
pertubagao aditiva, como em Dilda and Castelan
(2013), onde foram exploradas solugoes para siste-
mas de controle sujeitos a nao-linearidades do tipo
zona-morta, a partir das condi¢goes LMIs apresen-
tadas. Outras nao linearidades, contidas numa
faixa de operagao, também podem ser considera-
das, como mostrado na Segao 5.

Por outro lado, os conceitos aqui apresenta-
dos podem também ser estendidos para tratar,
por exemplo, o caso de sistemas nao-lineares re-
presentados via modelos do tipo Takagi-Sugeno,
como tratado em Klug (2015), assim como podem
ser utilizados para a analise e projeto de contro-
ladores para sistemas com atrasos na entrada de
controle (Santos et al., 2012; Milhomem, 2013).

Apéndice

Prova: do Lema 1: Como V (zyy1) = AV (zx)+
V(xg), é evidente que a condigao (8) implica que
Vo é um conjunto positivamente invariante. As-
suma que (7) é vélida e seja z: N — R” a trajeté-
ria de (4) sujeito & condigdo inicial zy € R™. Exis-
tem apenas duas possibilidades: ou (i) xg € Vo,
ou (i) zg ¢ Vo. Se (i) ocorre, entao = € V
para cada k > 0, pois V), é positivamente inva-
riante. Considere entdo que (ii) é verdade e que
xr ¢ Vo para todo k > 0. Assim, z € Ny e
AV (xp,wr) < 0 para k > 0. Desta maneira,
¢ < V(xzg) < V(zg) para k > 0. No entanto,
V(x) é continua, Apmin(P) > 0 e Apin(P)|z]* <
V(x), paraz € R™. Logo, o conjunto

K={zeR"/c<V(z) <V(xg)} CNo

é compacto (fechado e limitado) e z; € K para
todo k > 0. Como W é compacto e AV (z,w) é
continua em R x ", temos que AV(KxW) C R
é um conjunto compacto. De (7), AV(z,w) < 0
para todo (z,w) € K x W. Concluimos en-
tao que existe § < 0 tal que AV (z,w) < 8 <
0, paratodo (z,w) € K x W. Portanto, para
cada k > 0,

Vixg) — Vizg) = AV (zj,w;) < pk.

<.
i1~
o
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Consequentemente, para k grande o suficiente, te-
remos V' (zy) < 0, que é uma contradicao. |
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