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Abstract— This paper presents a method to ensure the stability for a linear system with sensor failure. It is

considered that the sensor failure varies with time and it is mathematically represented by polytopic uncertainties
in the measured state vector, called z;(t). Based on a quadratic Lyapunov function, the design conditions are
presented through linear matrix inequalities. The sensor measurement failure is a recurring problem in real
applications, for this reason a practical implementation was performed in a 2D ball balancer system to prove the
efficacy of the proposed method.

Keywords— Sensor Fault; Reliable Control; Robust Control; Linear Matrix Inequalities (LMIs).

Resumo— Este trabalho apresenta um método para garantir a estabilidade de um sistema linear com falha no
sensor. Considera-se que a falha no sensor varia com o tempo e ela é matematicamente representada por incertezas
politépicas no vetor de estado medido, chamado z,;(t). Baseadas em uma fungao quadrética de Lyapunov, as
condigbes de projeto sdo apresentadas através de desigualdades matriciais lineares (do inglés, Linear Matriz
Inequalities -LMIs). A falha de medigao no sensor é um problema recorrente em aplicagdes reais, por esse motivo
foi realizada uma implementagao pratica em um sistema 2D ball balancer para comprovar a eficicia do método

proposto.

Palavras-chave— Falha do Sensor; Controle Confidvel; Controle Robusto; Desigualdades Matriciais Linea-

res(LMIs).

1 Introducao

Controle tolerante a falhas é uma area importante
de pesquisa relacionada ao projeto de controle com
realimentagao, pois tem o propdsito de garantir
seguranca e confiabilidade ao sistema realimen-
tado, apesar da ocorréncia de falhas. Um sistema
de controle consiste em sensores, compensadores e
atuadores, além de um objeto controlado. Em ge-
ral, os sensores sao propensos a apresentar falhas
mais frequentemente do que atuadores ou compen-
sadores (Yang and Ye, 2008). As caracteristicas
dos sensores podem mudar ao longo do tempo de
modo que possa haver uma falha parcial ou total
(Liu et al., 2013), o que pode degradar o desem-
penho ou até mesmo destruir a estabilidade dos
sistemas controlados.

Portanto, é necessério considerar as possiveis
falhas nos sensores e/ou atuadores para aumen-
tar a confiabilidade do sistema. Um sistema de
controle projetado para tolerar falhas de atuado-
res ou sensores, dentro de um subconjunto pré-
especificado de todos os atuadores ou sensores,
mantendo as propriedades do sistema de controle
desejadas, serd chamado de sistema de controle
confidvel (Veillette et al., 1992; Minging, 2009).

Em diversos trabalhos foram desenvolvidas
técnicas de controle confiivel, modelando as in-
certezas dos sensores como fungoes incertas pa-
rametrizdveis (Yang et al., 2000; Yang et al.,
2001; Minqging, 2009; Wang et al., 2011; Dong and
Yang, 2015), ou como uma entrada exdgena, mini-
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mizada por norma H (Yang and Ye, 2008; Bou-
attour et al., 2009). H& também métodos que
garantem a confiabilidade do sistema utilizando
um sensor auxiliar para verificar se hé falha no
sensor principal e compensando essa falha utili-
zando técnicas fuzzy (Oudghiri et al., 2007; Qiu
et al., 2010).

Em (Buzetti et al., 2015) foi proposta uma
representacao em espagco de estados do sistema li-
near, que descreve a dinamica do vetor de estado
medido, denominado x,/(t). Considerou-se que
os sensores apresentam erros de medigao incertos,
mas invariantes no tempo.

Ao contrério de (Buzetti et al., 2015), esse tra-
balho apresenta condigoes que garantem a estabi-
lidade do sistema linear com sensores que apresen-
tam falhas variantes no tempo. As condicoes de
estabilidade sdo encontradas em funcao de x5/ (t) e
da derivada do vetor de estado (#(t)), sendo neces-
sario conhecer somente os valores maximos e mini-
mos da variacao do erro de medicao. As condi¢oes
de projeto sao descritas através de desigualdades
matriciais lineares (LMIs).

O trabalho ainda apresenta uma aplicagao em
bancada, do controle de um sistema 2D ball balan-
cer (Quanser, 2008), considerando falha na leitura
do angulo (t), e consequentemente na estimagao
de 6(t), para demonstrar a eficicia do método.
Utilizou-se o software MatLab/Simulink® para a
aplicacao da lei de controle durante a implemen-
tacao pratica e a linguagem do YALMIP, com o
solver LMILab, para resolver as LMIs.
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Ao longo desse trabalho foram utilizadas as
seguintes notacoes: (-)7 indica a transposicio de
um vetor ou matriz. O simbolo (x) denota gene-
ricamente cada bloco simétrico de uma LMI. O
conjunto K, é composto pelos r primeiros nime-
ros inteiros positivos, {1,2,...,r}. Para facilitar
a leitura deste artigo, considere que os elementos
incertos e variantes no tempo p(t) e «a(t) sao re-
presentados por p e «, e pertencem aos conjuntos

j=1
Aa:{aeRT: a; >0, Zaizl}, (2)

i=1

respectivamente, para ¢, j € K.

2 Definicao do Problema

Considere o sistema linear descrito por:
z(t) = Azx(t) + Bu(t) (3)

sendo z(t) € R™ o vetor de estado, u(t) € R™ a
entrada de controle, A € R"*" e B € R"*™,

Suponha a possibilidade de existir uma falha
na medigao das varidveis de estado x(t). Esta fa-
lha no sensor pode se manifestar como um efeito
multiplicativo ou aditivo, que podem ocorrer si-
multaneamente ou ndo (Ackermann, 1984).

Esse trabalho aborda apenas o caso em que a
falha do sensor se manifesta através do efeito mul-
tiplicativo, ou seja, o sinal de cada sensor possui
um ganho 7(t), que por simplicidade é represen-
tado por v, sendo que v € R™. Esse ganho v é
variante no tempo e pertence ao conjunto

Ar={7€R": 0 <7(0) <% <1< y(1)}, (4)

para p € K,,, sendo que v,(0) ¢ 7,(1) representam,
respectivamente, os valores minimos e maximos
dos ganhos dos sensores.

Note que, o vetor de estado z(t) nao estd dis-
ponivel para a realimentacao. No entanto, tem-
se acesso ao vetor de estado medido, denominado
xzam(t), sendo que zp,, (t) = vpzp(t), p € K,,.

Dessa forma, a partir de (1), considere uma
matriz diagonal que relaciona o vetor de estado
z(t) com o vetor de estado medido x,(t), dada
por:

D=3 Ty => pydiagln(ar) . (an)]. (5)

sendo r = 2", (ay,...,a,) = dec2bin(j — 1), j €
K,, ap, € {0,1} e p € K,,, tal que

e (t) = Tex(t). (6)

A funcao dec2bin representa a mudanca da
base decimal para bindria. A Tabela 1 exempli-
fica o uso da fungao dec2bin para n = 2. Note
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que de (4), os valores méximos e minimos dos pa-
rametros incertos 7,, p € K,,, formam a diagonal
da matriz I';, 7 € K,. Por sua vez a matriz I';
representa cada um dos vértices do politopo, for-
mados através de todas as combinagao possiveis
dos valores méximos e minimos de v,, p € K,,.

Tabela 1: Exemplo da Fungao dec2bin: (ai, as) =
dec2bin(j — 1).

j | j—11] dec2bin(j —1) | a1 | az | y1(a1) | v2(a2)
1 0 00 0 0 min min
2 1 01 0 1 min max
3 2 10 1 0 max min
4 3 11 1 1 max max

Para o restante do desenvolvimento do traba-
lho, é necessario fazer uma ultima definicdo. A
partir de (2), considere a seguinte matriz diagonal

D20 =) il =) g diag[yy ' (b1) .3, (ba)],
=1 =1

(7)
sendor = 2", (by,...,b,) = dec2bin(i—1),i € K.,
b, € {0,1} e p € K,,. A partir de (4), note que
'y_l pertence ao conjunto

Ap={77"ER™:0<,(1) 7" <y ' <1<, (0) 7}

Observagao 1 No modelo de falha de sensores
considerado, quando v,(0) = ~,(1) = 1, para
todo p € K,,, entdo zn(t) = x(t) o que corres-
ponde ao caso normal, sem possibilidade de falhas.
Quando v,(0) < 7v,(1), pode-se ter uma falha par-
cial no sensor que mede a varidvel de estado xp(t),
também considerado como a degradagao do sensor
(Yang et al., 2000).

2.1 Projeto de Controle

A lei de controle utilizada é dada por:
u(t) = —Kap(t). (8)
Logo, o sistema (3) pode ser reescrito como
#(t) = Ax(t) — BKxp(1). 9)

Observe que o sistema dado em (9) representa
Z(t) em funcao de x(t) e xp(t).

O projeto de controle proposto tem o objetivo
de assegurar a estabilidade do sistema controlado
(9) e também garantir uma taxa de decaimento
minima. Entao, considere a candidata a funcao
de Lyapunov dada por

V(a(t) = z(t)T Px(t) > 0. (10)

Dada uma constante real 8 > 0, pode-se im-
por uma restricao para uma taxa de decaimento
maior ou igual a 3 se a condicao

V(a(t)) < =28V (x(1)), (11)
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for satisfeita para toda a trajetéria z(t) do sistema
(Boyd et al., 1994). O principal resultado desse
artigo é o Teorema 1 apresentado a seguir.

Teorema 1 Defina as matrizes diagonais G; =
Fi_l, 1 € K,, e considere um escalar § > 0
dado. Suponha a existéncia de uma matriz simé-
trica definida positiva X € R™ ™ de uma matriz
Y € R"*™ e de uma matriz M € R™*"™, tais que:

AGYT — BM + YG;AT — MTBT
G,YT + AG,YT — BM — X

ehel
* %
—2X x| <0, (12a)
0 =X
25
Y+YT>o. (12b)

Entao a lei de controle (8) torna o ponto de
equilibrio x = 0 do sistema (9) globalmente assin-
toticamente estavel, com uma tazxa de decaimento
maior ou igual B, sendo P = X! e o ganho do
controlador dado por K = MY ~T.

Prova: A partir de (2), lembrando que >_|_, o; =
lea; >0,i €K, defina G; = I'; . Multipli-
cando (12a) por «; e realizando o somatério de
1 =1 até i = r, tem-se que, lembrando-se da defi-
nicdo de I';! em (7):

AT;YYT — BM + YT AT — MTBT
royT 4+ AT'YT — BM — X

roty”
* *
—2X x| <0. (13)
0 =X
25

Aplicando o complemento de Schur em (13),
com X = P!, obtém-se a seguinte desigualdade

ATZYYT — BM +YTPAT — MTBT &
royT 4+ AT'YT - BM — X —2X

-1
- {Y% ] (~26P) [L'YT 0] <0, (14)
que pode ser reescrita como
Y11 *
<0, 15
{77/121 P22 (15)
sendo que
Y = 28YT'PI'Y? + AT'YT — BM

+YT AT — MT BT,
oy = T7WYWT 4+ AT YYT — BM - X,
oy = —2X. (16)

Observe que, como de (12b) Y + YT > 0,
entao det(Y) # 0 e assim pode-se definir Z; =
Y~'e M =KZ". Logo, tem-se que

o] <o )
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sendo que

o = 28z v Ptz ATzt
~BKZ T+ z7'1 AT - Z7 KT BT,

b1 = Djtz;T —Ar'ziT - BKZ[T - X,

$2 = —2X. (18)

Como X é uma matriz simétrica definida po-
sitiva, entdo det(X) # 0. Assim, pode-se definir
Zy = X! e reescrever as desigualdades (17)-(18),
tal que

[”“ - } <0, (19)
21 722

sendo que

m = 2827w Prtzy T ATtz T

~BKZ T+ 27\ AT - Z7' KT BT,

oy = Zy 'PU;tz;T AT 'z T
-BKZzZ " - 7",
22 = —Z;T — Zgl (20)

Pré e pés-multiplicando (19) por [Zol ZO] e
2

T
Z1 7|, respectivamente, obtém-se
0 Z
{““ - } <0, (21)
w1 W22
sendo que
wip = 206T;'PI;' 4 Z, AT — Z,BK
+11ATZT - KTBT 7T
wor = PT;'+ Z,AT]' — Z,BK — 77,
w22 = —ZQ — ZQT, (22)

Para x # 0, note que xp; = I',x # 0, pois
det(T",) # 0. Assim, observe que se z # 0 entao
[z1, 27T #£ [0 0]T e portanto (21) é equivalente
a

. 28T P!
[xf/[ xT] {{ b ﬁrz—l N Ek)]

Zy
. {(AFZ1 - BK)T] o Zg]} [xﬂ o

~I
(23)

+ {Zl] [(Ar;! - BK) -I]

A partir de (6), observe que o sistema (9) pode
ser reescrito como
@(t) = AT'T,2(t) — BKzp (1)
i(t) = (AT — BK) zp(t)
0 = (AI;' = BK) zp(t) — i(t).  (24)
Como (AT;'—BK)zpy —3 =0ezl (AT —
BK)T — 3T =0, entao (23) equivale a
2823, T P gy + @7 PT ayy + 23, T P
282" Pz + T Pz + 2T Pi:
V 42827 Pz < 0. (25)
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Portanto,
V =iT Pz + 2T Pi < 2827 P, (26)
e assim a demonstracao esta concluida. O

Observagao 2 Note que o Teorema 1 nao utiliza
a derivada do vetor de estado medido, xp;(t). Isso
representa wma vantagem, pois a partir de (1),
(4), (5) e (6), observe que xp(t) depende de pa-
rametros incertos variantes no tempo relacionados
al',. Ou seja, o método proposto garante a estabi-
lidade do sistema realimentado (9), com sensores
que apresentam falhas variantes no tempo. As-
sim, as variagoes de tais falhas nao interferem no
projeto de controle.

3 O Sistema 2D ball balancer Quanser®

Considere o sistema 2D ball balancer, fabricado
pela Quanser®, mostrado na Figura 1 . Seu mo-
delo esquematico referente & direcao x da placa
¢ mostrado na Figura 2, e a dire¢ao y pode ser
representado da mesma forma (Quanser, 2008).

Engrenageny

do Motor

Placa de Equilibrio

Suporte da Barra

Engrenage

do Potenciometrd Placa de Suporte Inferior

Figura 2: Planta esquemadtica do 2D ball balancer na
dire¢ao x (Quanser, 2008).

O sistema consiste de uma placa quadrada so-
bre a qual uma bola é colocada e se move livre-
mente. A bola pode ser posicionada em um ponto
de referéncia fixo ou pode rastrear uma rota de-
terminada. Uma camera superior é utilizada para
medir a posicao da bola. Existem dois servomo-
tores, sendo que cada um deles estd ligado a um
dos eixos da placa. Ao controlar a posicao das
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engrenagens de carga do servomotor, o angulo de
inclinagao da placa pode ser ajustado para equili-
brar a bola em uma posicao plana desejada.

O modelo matematico linearizado do sistema
2D ball balancer (Quanser, 2008) é dado por:

P(t) = Kyp(t), 70(t)+0(t) = KVpu(t), (27)

sendo:
r(t) a posigao da bola, sendo r(t) = ry para o eixo
x e r(t) = ry para o eixo y;
0(t) o angulo de carga, sendo 6(t) = 6 para o eixo
x e 0(t) = 6y, para o eixo y;
Vi (t) = u(t) o sinal de controle;
7 e K sao parametros do fabricante;
e Kbb _ 2mbgrarmrb2 '
Lyiate(mprs? 4 Jp)
A descricao e os valores das constantes sao
dados na Tabela 2.

Tabela 2: Parametros do sistema 2D ball balancer.

Parametros Simbolo | Valor
Massa da bola (kg) mp 0,003
Distancia do eixo do motor ao ponto de| 7Tqrm 2,54
fixagdo da barra (cm)

Raio da bola (cm) T 1,96
Comprimento da mesa (cm) Lpiate |27,5
Parametro do fabricante (rad/sV) K 1,76
Parametro do fabricante (s) T 0,00285
Momento de inércia de uma esfera sé- Jy 0,0046
lida (kgm?)

Parametro do sistema (m/s’rad) Kupp 1,3

O sistema (27) pode ser representado de forma
similar ao sistema (3), sendo que:

01 0 0 0 r(t)
- 0 0 Ky 0 . 0 o ’f‘(t)
=loo o 1 [P0 "D e
00 o -2 £ o(t)

Durante a implementacao pratica apenas as
varidveis de estado 7y (rx,, € ry,,) € Oar (Ox,, ©
9yM) estao disponiveis, e 7y e 9M sao estimadas
por meio de filtros derivativos Gf(s) = 20s/(s +
20), como sugerido pela fabricante (Quanser,
2008). Dessa forma, foi considerada uma falha
de até —50% na leitura do angulo medido, acar-
retando uma falha simultdnea na derivada do an-
gulo. J4 nas leituras das posigoes da bola (ry e
ry) foi suposto que nao ocorreram erros de leitura.
Entao, as varidveis de estado podem ser reescritas
como: x1,,(t) = x1(t) = r(t); xa,, (t) = d%p =
7(t); @3, (t) = y3(t)zs(t) = 13()0(1) e

ay ()= 220 A0 O2 ) s 1y914) 45 11
(29)

Observacao 3 No caso particular do sistema 2D
ball balancer em que o controle foi implementado,

observe que, a partir de (29), tem-se Oy (t) =

2y, (1) = 20 = 55(6)0(t) + v3(1)6(t), pois a
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variqvel de estado x4,, € obtida por meio de um
filtro derivativo. Durante a implementagdo, v3(t)
€ descrita como uma onda quadrada. A derivada
de v3(t) serd diferente de zero apenas quando o
valor de y3(t) for alterado. Entdo, de forma sim-
plificada, considerou-se que 0y (t) = v3(t)0(t).

Observagao 4 O projeto de controle considerou
que todos 0s sensores responsdveis pelas leituras
das varidveis de estado apresentam falhas, tal que
1,7 € K., para r € 2™. No entanto, nessa
implementac¢do prdtica € possivel simplificar essa
notacdo, pois somente um sensor apresenta fa-
lha. Logo, tem-se que r € 2% e consequentemente
iuj € K2

A vpartir das consideragbes anteriores, de
(5), (6) e (7), tém-se as matrizes I} =
diag[l 1 743 73] e I} = diag 11 3! 'ygl}.
Como visto no Teorema 1, G; = Fi_l. Conside-
rando 0,5 < v3 < 1, obtém-se as matrizes:

1000|1000
1 00[0 100

[GilG=1 g 0 1 000 2 0 (30)
000 1[00 0 2

Do Teorema 1 com 8 = 1,4 obtém-se:

K=[247,9923 210,8674 81,0489 4,0684], (31)

[4220,844 1839,562 177,079 1,139
p_ |1839,562 1178378 126,709 0,888 39
T 1177,0794 126,709 22,700 0,246’ (32)
1,139 0,888 0,246 0,010
[ 0,0003 —0,0005  0,0004 —0,0001
y | 00005 00012 —0,0022 0,009 (33)
0,0004 —0,0022  0,0103 —0,1041 |
| —0,0001  0,0090 —0,1041  1,8168

O ganho K obtido e descrito em (31) foi uti-
lizado para implementar a lei de controle (8). Os
resultados obtidos na implementagao pratica sao
apresentadas a seguir.

3.1 Resultados Prdticos

O sistema implementado visa fazer a bolinha per-
correr uma trajetéria quadrada de 10 cm de lado.
Em cada eixo, hd uma falha que atua como uma
onda quadrada, podendo estar em 3 = 0,5 (fa-
lha de 50% no sistema) ou 3 = 1 (ndo ha falha);
as ondas quadradas possuem periodo de 10 segun-
dos (5 segundos com 73 = 0,5 e 5 segundos com
v3 = 1) e estao defasadas em 2,5 segundos entre
si, de forma que é possivel observar o sistema fun-
cionando quando ha falha em apenas um eixo, nos
dois eixos ou em nenhum eixo.

Para nao danificar o atuador, foi inserido um
saturador, via Simulink®, que limita a entrada
do sinal de controle u(t) em +5V. Alguns traba-
lhos, como por exemplo (Alves et al., 2016), con-
sideram a presenca de saturacao no sinal de con-
trole do atuador durante o projeto. J4 o projeto
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de controle proposto nesse trabalho nao considera
o efeito da saturagao. Entretanto, os resultados
apresentados a seguir comprovam que o desempe-
nho do sistema nao foi prejudicado de forma sig-
nificativa. As respostas obtidas sao apresentadas
nas Figuras 3 e 4, utilizando o controlador com o
ganho dado em (31).

Ox (graus) rx(cm)

Ux
- G o

X,

=}

o
-

i i i i i
10 20 30 40 50 60
Tempo(s)

o |
o

Figura 3: Resultados praticos do eixo x: posigao rx,
angulo 6y, sinal de controle u,, e a falha v3, do 2D
ball balancer utilizando o controlador (31).

10

Oy (graus) ry(em)
B
o

(; 1}0 2‘0 :’;0 4‘0 ’:';0 E;O
Tempo(s)

Figura 4: Resultados préticos do eixo y: posic¢ao ry,

angulo 0y, sinal de controle us, e a falha s, do 2D

ball balancer utilizando o controlador (31).

Nas Figuras 3 e 4, pode-se notar que o sistema
seguiu a posicao desejada x = +5 cm, y = +£5 cm
e manteve os angulos das direcoes x e y proximo
de zero. Por fim, a trajetéria da bola representada
na Figura 5 confirma a eficiéncia da metodologia
proposta.

posicao ry

% % 4 =2 o 2 4 & s
posigao rx

Figura 5: Resultados praticos da posigao x Xy do 2D
ball balancer utilizando o controlador (31).
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4 Conclusoes

Esse trabalho prop6s um projeto de controle ro-
busto para sistemas lineares, considerando que
os sensores apresentam falhas de medicao vari-
antes no tempo. O vetor de estado medido,
xap(t) = T.xz(t), apresenta incertezas politopi-
cas, como mostra a defini¢io de I', em (5). Em
(Buzetti et al., 2015) um problema semelhante foi
abordado, porém as falhas nos sensores foram con-
sideradas constantes, tal que @p/(t) = I',@(t). O
método proposto nesse trabalho apresenta condi-
coes que garantem a estabilidade do sistema re-
alimentado e tais condigoes independem das va-
riagoes dos elementos da matriz I',. Por fim, o
teorema foi utilizado para projetar o controlador
empregado na implementagao pratica, em um sis-
tema 2D ball balancer, para confirmar a sua efica-
cia.
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