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Abstract— The stabilization of the class of discrete time systems with time-varying delay in the state and

saturating actuators is investigated in this work. The approach used is based on the generalized sector condition

applied on the dead zone nonlinearity and the the the modeling of the delayed system in an switched augmented

delay-free model. The characterization of the initial conditions is done in an augmented space, reducing the

conservatism of the estimates usually found in the literature. Although the proposed synthesis conditions are of

delay dependent kind, three types of delay independent control laws are studied, what may facilitate the controller

implementation. Addicionally, convex conditions to handle the time-variation of the delay between two samples

are proposed, which is new in the literature for such a class of systems. In all cases, convex optimization

procedures are proposed to maximize either the maximum delay value or the size of the inicial conditions region.

The proposed conditions are applied to and discussed with the aid of simple examples, including one of first

order, which facilitate the reader’s perception about the used techniques.

Keywords— Delay in the state, Saturating actuators, State feedback, Delay dependent stabilization.

Resumo— A estabilização da classe de sistemas discretos no tempo com atraso variante no tempo presente

no estado e atuadores limitados em amplitude é investigado neste trabalho. A abordagem empregada utiliza

a condição generalizada de setor aplicada à não-linearidade de zona morta e a representação do sistema com

atrasos por um sistema chaveado aumentado livre de atrasos. A caracterização da região de condições iniciais

é feita em um espaço aumentado, reduzindo o convervadorismo das estimações normalmente encontradas na

literatura. Mesmo que as condições de śıntese propostas sejam do tipo dependente do atraso, três tipos de leis de

controle independente do atraso são investigadas, o que facilita a implementação do controlador. Adicionalmente,

condições convexas para tratar a variação máxima do atraso entre duas amostragens são propostas, o que é novo

na literatura para essa classe de sistemas. Para todos os casos, são propostos procedimentos de otimização

convexa para maximização da região de condições iniciais. As condições propostas são aplicadas e discutidas em

um exemplo escalar, facilitando a percepção do leitor sobre as técnicas usadas.

Palavras-chave— Atrasos no estado, Saturação de atuadores, Realimentação de estado, Estabilização depen-

dente do atraso.

1 Introdução

Tanto o atraso quanto a saturação de atuado-
res são fenômenos comumente encontrados em sis-
temas reais. O projeto de sistemas de controle sem
levar em consideração esses fenômenos pode não
atender às especificações de desempenho desejadas
e até mesmo causar a instabilidade do sistema em
malha fechada (Michiels & Niculescu, 2007; Tar-
bouriech et al., 2011). Em especial, nota-se que
sistemas com atrasos têm sido muito estudados
nas últimas décadas, porém a maior parte dos tra-
balhos não considera a saturação dos atuadores.

Atrasos no estado podem advir da própria di-
nâmica do sistema, como consequência indesejada
da ação de realimentação ou mesmo pela introdu-
ção intencional de atrasos na lei de controle (Gu
et al., 2003). Sua presença pode ocasionar perda
de desempenho ou até mesmo a instabilidade no
processo. As principais abordagens usam fun-
ções de Lyapunov-Krasovskii, como por exemplo
(Mahmoud, 2000; Fridman & Shaked, 2005; Mon-
tagner et al., 2005; Miranda & Leite, 2011) para
abordagens que tratam da estabilização de siste-
mas discretos no tempo com atrasos no estado.
Uma abordagem alternativa, feita por Hetel et al.

(2008), transforma o sistema original com atrasos
no estado em um sistema aumentado chaveado li-
vre de atraso.

As restrições em atuadores podem ser associ-
adas aos limites f́ısicos de atuadores: amplitude
ou taxa de variação. Essas limitações restrin-
gem o desempenho do sistema em malha fechada,
podendo levá-lo a pontos de equiĺıbrio diferentes
do ponto de operação (que em geral são coloca-
dos na origem do espaço de estado) ou mesmo
instabilizando-o (Tarbouriech et al., 2011). Além
disso, a saturação influencia o conjunto das condi-
ções iniciais necessárias à unicidade das soluções.
Neste trabalho é considerada a saturação em am-
plitude no atuador e essa é modelada com aux́ılio
da condião de Lur’e. Para outras maneiras de tra-
tar a saturação, veja (Tarbouriech et al., 2011).

A saturação de atuadores em sistemas discre-
tos no tempo com atrasos no estado é pouco tra-
tada na literatura, podendo ser mencionados os
trabalhos (Ghiggi et al., 2008) e (Xu et al., 2012)
em que são considerados atrasos variantes no
tempo. No primeiro, os sistemas possuem incer-
tezas politópicas e a região de condições iniciais
admisśıveis é caracterizada por uma ponderação
entre a norma da sequência inicial e a norma de
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sua variação temporal. Já em (Xu et al., 2012),
são tratados sistemas com incertezas do tipo li-
mitada em norma e a região de condições iniciais
admisśıveis é caracterizada por uma bola em torno
da origem.

Neste trabalho é proposta uma nova caracteri-
zação da região de atração utilizando a abordagem
introduzida em (Hetel et al., 2008). São propos-
tas condições para a śıntese de leis de controle e,
a partir dessas, pode-se calcular estimativas me-
nos conservadoras das sequências de estados inici-
ais admisśıveis que asseguram a convergência das
trajetórias do sistema em malha fechada para a
origem. As condições propostas são do tipo de-
pendente do atraso, porém as leis de controle não
o são, facilitando a implementação dos controlado-
res. Todas as formulações propostas, incluindo o
problema para maximização do tamanho da re-
gião de condições iniciais admisśıveis, estão na
forma de desigualdades matriciais lineares (LMIs,
do inglês linear matrix inequalities). Por simpli-
cidade, apenas o caso precisamente conhecido é
tratado e um exemplo escalar é apresentado para
ilustrar melhor o projeto de três leis de controle
que dispensam o conhecimento do valor do atraso
em tempo real.
Notação: O śımbolo ⋆ representa a transposta
dos blocos, em relação à diagonal principal, nas
matrizes reais, quadradas e simétricas. As matri-
zes I e 0 denotam, respectivamente, as matrizes
identidade e nula, com dimensões apropriadas. O
conjunto de matrizes reais de dimensões m × n é
denotado por Rm×n. Se ϕ é uma sequência de ve-
tores, seu j-ésimo elemento é denotado por [ϕ]j .
A sequência ϕd,k ∈ Eφ, com Eφ = E1 × E2 ×
· · · × Ed+1, Ej ⊆ R

n, tem como j-ésimo elemento
[ϕd,k]j = xk+j−(d+1) ∈ Ej , j = 1, . . . , d + 1; Por-
tanto, ϕd,k = {xk−d, xk−(d−1), . . . , xk}.

2 Formulação do problema

Considere a classe dos sistemas discretos no
tempo com atraso variante no tempo presente no
estado e com atuadores sujeitos a saturação de
amplitude cuja dinâmica é descrita por

xk+1 = Axk +Adxk−τk +Bsat(vk), (1)
em que A e Ad ∈ R

n×n, x ∈ R
n×1, B ∈ R

n×p,
vk é o sinal de controle e sat(vk) é uma função
saturação vetorial descentralizada clássica, isto é,
sat(vk)(i) = v̄(i), se vk(i) > v̄(i); sat(vk)(i) =
vk(i), se v(i) ≤ vk(i) ≤ v̄(i); ou sat(vk)(i) =
v(i), se vk(i) < v(i), sendo v(i) e v̄(i), i = 1, . . . , p,
os limites mı́nimo e máximo que podem ser apli-
cados pelo i-ésimo atuador. O atraso τk é vari-
ante no tempo tal que τk ∈ {1, 2, . . . , τ̄}. Assume-
se que o sistema (1) possui ϕτ̄ ,0 como condi-
ção inicial. Para a estabilização do sistema (1)
são investigadas três leis de controle, todas in-
dependentes do valor do atraso: vk = K0xk,
vk = K0xk +Kτ̄xk−τ̄ ou vk =

∑τ̄

i=0Kixk−i, com
Ki ∈ R

p×n, i = 1, . . . , τ̄ . Essas leis de controle
podem ser reescritas como

vk = Kx̄k, (2)

em que K ∈ R
p×(τ̄+1)n é a matriz de ganho está-

tico que assume as estruturas:
K =

[

K0 0 · · · 0
]

(3a)

K =
[

K0 0 · · · Kτ̄

]

(3b)

K =
[

K0 K1 · · · Kτ̄

]

, e (3c)

x̄k =
[

xTk xTk−1 · · · xTk−τ̄

]T
∈ R

(τ̄+1)n. (4)

A seguinte definição é adaptada de (Niculescu
et al., 1996).

Definição 1 (Estabilidade assintótica global)
O sistema (1) sob ação da lei de controle (2)
é dito globalmente assintoticamente estável se
para toda condição inicial ‖ϕτ̄ ,0‖ ≤ φ < ∞ as
respectivas trajetórias convergem para a origem,
isto é, lim

k→∞
ϕτ̄ ,k = {0, . . . ,0}.

Devido à saturação do atuador, a estabilidade
assintótica global do sistema em malha fechada so-
mente pode ser alcançada caso o sistema em malha
aberta seja estável (Lin & Saberi, 1993). Do con-
trário, é necessário investigar a estabilidade local,
ou seja, a estabilidade assintótica do sistema é ga-
rantida apenas para trajetórias originadas em um
conjunto de condições iniciais. Nesse caso, é ne-
cessário que a sequência (ou seus elementos) ϕτ̄ ,0

pertença a um conjunto de condições inciais ad-
misśıveis. Em geral, deseja-se que esse conjunto
seja o maior posśıvel. Assim, podem ser estabele-
cidos os seguintes problemas de controle que são
estudados neste trabalho.

Problema 1 (Estabilização local) Seja o sis-
tema (1) sob a ação da lei de controle (2). Deter-
mine a matriz de ganho K que maximiza o con-
junto das condições iniciais ϕτ̄ ,0 admisśıveis e as-
segure(m) a estabilidade assintótica local da malha
fechada.

Note que variações do Problema 1 podem ser fa-
cilmente colocadas e adaptadas para as condições
que são dadas adiante.

3 Preliminares

Seguindo a proposta feita por Hetel et al.
(2008), o sistema com atrasos variantes no tempo
(1) pode ser descrito como um sistema aumentado
livre de atrasos e chaveado pelo valor do atraso
com aux́ılio do vetor de estado aumentado (4):

x̄k+1 = Λ(τk)x̄k + Bsat(vk), (5)
em que

Λ(τk) =









A Ξ1(τk) · · · Ξτ̄−1(τk) Ξτ̄ (τk)

Inτ̄ 0nτ̄×n









,

com

Ξi(τk) =

{

Ad, i = τk
0n×n, i 6= τk

∀i = 1, . . . , τ̄ ,

e B =
[

BT 0p×nτ̄

]T
. Aplicando a lei de con-

trole (2) ao sistema (5), pode-se obter x̄k+1 =
Λ(τk)x̄k + Bsat(Kx̄k).Define-se a função zona
morta Ψ(vk) = vk − sat(vk), ou seja Ψ(vk) =
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[

ψ(vk(1)
) · · · ψ(vk(p))

]T
em que

ψ(vk(i)) =







vk(i) − v̄(i), se vk(i) > v̄(i)
0, se v(i) ≤ vk(i) ≤ v̄(i)

vk(i) − v(i), se vk(i) < v(i)

,

para i = 1, . . . , p. Assim, chega-se a x̄k+1 =
(Λ(τk) + BK)x̄k − BΨ(Kx̄k). Para simplificar a

notação, Λ̃(τk) = Λ(τk) + BK, ficando o sistema

(5) expresso como x̄k+1 = Λ̃(τk)x̄k − BΨ(Kx̄k).
A condição generalizada de setor, proposta em
(Gomes da Silva Jr. & Tarbouriech, 2005) é uti-
lizada para a obtenção dos resultados principais
deste trabalho e está apresentada na sequência.

Lema 1 (Condição Generalizada de Setor)
Assuma vk dado por (2), v̄ = −v = v0 > 0 e uma
matriz G ∈ R

p×(τ̄+1)n, tal que

S ,

{

x̄k ∈ R
(τ̄+1)n : |(K −G)x̄k| ≤ v0

}

. (6)

Se x̄k ∈ S, então a relação
Ψ(Kx̄k)

TT [Ψ(Kx̄k)−Gx̄k] ≤ 0 (7)
é verificada para qualquer T diagonal e definida
positiva.

O resultado principal deste artigo é base-
ado em uma candidata à função de Lyapunov-
Krasovskii (L-K) V (ϕτ̄ ,k, τk) > 0, em que

V (ϕτ̄ ,k, τk) =

τ̄
∑

i=0

τ̄
∑

j=0

xTk−iP
i,j
τk
xk−j (8)

e P i,jT
τk

= P j,i
τk

. Note que pode-se reescrever as
matrizes simétricas e não necessariamente defini-
das positivas P j,i

τk
na seguinte forma aumentada

Φ(τk) = Φ(τk)
T > 0 cujos blocos [Φ(τk)]ij = P i,j

τk
,

i, j = 0, . . . , τ̄ . Por consequência disso, tem-se
V (ϕτ̄ ,k, τk) = x̄Tk Φ(τk)x̄k, que é a forma aumen-
tada de apresentar a candidata à função L-K (8).
De acordo com (Hetel et al., 2008), a candidata à
função L-K (8) representa a forma mais geral des-
sas funções e isso permite a obtenção de condições
necessárias e suficientes.

Seguindo o Teorema de Lyapunov-Krasosvskii
(Stojanović et al., 2007), a função V (ϕτ̄ ,k, τk) > 0
(8) é dita ser uma função L-K se
△V (ϕτ̄ ,k, τk) = V (ϕτ̄ ,k+1, τk+1)−V (ϕτ̄ ,k, τk) < 0

(9)
Então, a estabilidade assintótica do sistema (5)
para K dado é necessária e suficiente quando a
desigualdade (9) é verificada.

Definição 2 (Conjunto de ńıvel, LV ) O con-
junto de ńıvel LV associado à candidata à função
L-K (8) é definido como a intersecção dos conjun-
tos elipsoidais dados pelas matrizes W (τk)

−1 =
Φ(τk), τk ∈ 1, . . . , τ̄ .

Conforme apresentado por Jungers & Castelan
(2011), o conjunto LV pode ser calculado como
indicado no lema a seguir.

Lema 2 Assuma uma função L-K dada por (8).
O conjunto de ńıvel LV é dado por

LV =
⋂

τ∈{1,...,τ̄}

E(W (τ)−1), (10)

em que E(W (τ)−1), τ ∈ 1, . . . , τ̄ , são os conjuntos

E(W (τ)−1) =
{

x̄k ∈ R
(τ̄+1)n; x̄TkW (τ)−1x̄k ≤ 1

}

.

(11)

A prova desse lema é encontrada em (Jungers &
Castelan, 2011). Destaca-se que neste artigo, o
conjunto LV é utilizado para representar o con-
junto de condições inicias seguras e, portanto,
tem-se que ϕτ,0 ∈ LV ⊆ S.

4 Resultados principais

Baseado no Lema 1 e na candidata à função L-
K, é proposto o teorema a seguir que proporciona
uma solução para o Problema 1.

Teorema 1 Se existirem matrizes W (τ) =
W (τ)T > 0, τ = 1, . . . , τ̄ , matriz diagonal 0 <
S ∈ R

p×p e matrizes U ∈ R
(τ̄+1)n×(τ̄+1)n, Y ∈

R
p×(τ̄+1)n e Z ∈ R

p×(τ̄+1)n, tais que




−W (τ+) Λ(τ)U + BY −BS
⋆ W (τ) − U − UT ZT

⋆ ⋆ −2S



 < 0, (12)

e
[

W (τ) − UT − U (Y(ℓ) − Z(ℓ))
T

⋆ −v20(ℓ)

]

≤ 0, (13)

sejam satisfeitas para τ, τ+ = 1, . . . , τ̄ e ℓ =
1, . . . , p. Então, a matriz da lei de controle (3),
calculada a partir de

K = Y U−1, (14)
é tal que o sistema (1) em malha fechada é lo-
calmente assintoticamente estável para qualquer
sequência de condições iniciais pentencentes ao
conjunto LV ⊆ S.

Prova: Se (12) é verificada, então a positivi-
dade de V (ϕτ̄ ,k, τk) dada em (8) é assegurada.
Substituindo-se Y e Z por KU e GU , respecti-
vamente, obtém-se





−W (τ+) Λ(τ)U + BKU −BS
⋆ W (τ) − U − UT (GU)T

⋆ ⋆ −2S



 < 0

(15)
Usando o fato −UTW (τ)−1U ≤W (τ)− UT − U ,
veja (Geromel et al., 2007), pode-se obter

Θ̃(τ) =




−W (τ+) Λ(τ)U + BKU −BS
⋆ −UTW (τ)−1U (GU)T

⋆ ⋆ −2S



 < 0 (16)

Da regularidade de U e aplicando a transfor-
mada de congruência Θ(τ) = T T Θ̃(τ)T com T =
diag{I,U−1, S−1} e aplicando o complemento de
Schur, obtém-se

Θ(τ) =

[

−W (τ)−1 (GS−1)T

⋆ −2S−1

]

+

[

Λ̃(τ)T

−B
T

]

W (τ+)−1
[

Λ̃(τ) −B
]

< 0, (17)

em que Λ̃(τ) = Λ(τ) + BK. Pré- e pós-
multiplicando (17) por XT

k =
[

x̄Tk Ψ(Kx̄k)
T
]
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e sua transposta, respectivamente, substi-
tuir Λ̃(τ)x̄k − BΨ(Kx̄k) por x̄k+1, veja (3)–
(5), obtendo-se Ωk ≡ x̄Tk+1W (τ+)−1x̄k+1 −

x̄TkW (τ)x̄k − 2Ψ(Kx̄k)
TS−1(Ψ(Kx̄k)−Gx̄k) < 0.

Sendo W (τ+)−1 = Φ(τk+1), W (τ)−1 =
Φ(τk) e S−1 = T (τk), então ∆V (ϕτ̄ ,k, τk) −
2Ψ(Kx̄k)

TT (τ)(Ψ(Kx̄k) − Gx̄k) ≤ Ωk < 0. Por-
tanto, conclui-se que a factibilidade de (12) as-
segura a negatividade de ∆V (ϕτ̄ ,k, τk) e verifica
a condição generalizada de setor (Lema 1). As-
sim, a partir do teorema de Lyapunov-Krasovskii
(Stojanović et al., 2007), é assegurada a estabi-
lidade local do sistema linear discreto no tempo
com atraso de tempo variante no estado e satu-
ração do sinal de controle (1) em malha fechada
sob a lei de controle (2) com ganho dado por (14)
sempre que a trajetória de estado evoluirem no
interior do conjunto S.

Assuma que além de (12), o conjunto de LMIs
(13) também seja verificado. Dessa forma, pré- e
pós-multiplicando (13) por diag{U−T , 1}, e nova-
mente utilizando o fato −UTW (τ)−1U ≤W (τ)−
UT − U , tem-se que (13) é um majorante de

[

−UTW (τ)−1U (K(ℓ) −G(ℓ))
T

⋆ −v20(ℓ)

]

≤ 0. (18)

Aplicando o complemento de Schur em (18) e pré-
e pós-multiplicando o resulto por x̄Tk e x̄k, respec-
tivamente, obtém-se

− x̄TkW (τk)
−1x̄k+

v−2
0(ℓ)(K(ℓ) −G(ℓ))

T (K(ℓ) −G(ℓ)) ≤ 0. (19)

Isso implica que o conjunto elipsoidal
⋂

τ∈{1,...,τ̄}

E(W (τk)
−1), que pelo Lema 2 é

dado por
{

x̄k ∈ R
(τ̄+1)n; x̄TkW (τk)

−1x̄k ≤ 1
}

,
está contido em S. Portanto, verificando as LMIs
(13), garante-se que LV ⊆ S e qualquer trajetória
do sistema em malha fechada iniciando em LV

permanece em S. ✷

A matriz K, na lei de controle (2), pode assu-
mir três estruturas: em (3c), na qual se realimenta
todos os vetores de estado, nenhuma restrição é
feita sobre as matrizes U e Y . Para os ganhos
dados em (3a) — em que realimenta-se somente
o estado atual — e (3b) — com a realimentação
dos vetores de estado atual e com atraso máximo
— é necessário impor estrutura similares para as
matrizes Y e U : U = diag{U1, U2, · · · , Uτ̄+1} e a
matriz Y , para a estrutura dada em (3a), é dada
por Y =

[

Y1 0
]

, e para a segunda estrutura,

dada em (3b), Y =
[

Y1 0 Yτ̄+1

]

.
As condições apresentadas no Teorema 1 po-

dem ser extendidas para o caso de sistemas discre-
tos no tempo com atrasos variantes no tempo e in-
certezas politópicas nas matrizes A, Ad e B. Nesse
caso, as matrizes W (τ) e Λ(τ) terão um segundo
argumento na variável de incerteza do politopo.

Por exemplo, se A = A(ξ) =
∑N

i=1 ξiAi, Ad =

Ad(ξ) =
∑N

i=1 ξiAd,i, B = B(ξ) =
∑N

i=1 ξiBi,

com ξ ∈ R
N , ξi ≥ 0,

∑N

i=1 ξi = 1, então po-
dem ser constrúıdas W (τ, ξ) e Λ(τ, ξ) que, utili-
zando a convexidade resultam em condições con-
vexas semelhantes às obtidas em (12)–(13). Na-

turalmente, a complexidade numérica dessas con-
dições crescerá em função do número de vértices
do politopo considerado. Essas condições não são,
no entanto, apresentadas neste trabalho.

Um objetivo de interesse na aplicação do Te-
orema 1 é o de maximizar a região de condições
iniciais seguras, ou seja, obter LV ⊆ S o maior
posśıvel. Uma alternativa para isso, consiste em
maximizar

D(H) , {x̄k ∈ R
n : 0 < x̄TkHx̄k ≤ 1}, (20)

que está incluso em LV . Tal inclusão é assegurada
a partir de

[

H I
I W (τ)

]

≥ 0, τ = 1, . . . , τ̄ . (21)

Portanto, um procedimento de otimização con-
vexa pode ser proposto como

min traço(H)
sujeito a (12), (13) e (21).

(22)

4.1 Taxa limitada de variação do atraso

Um desdobramento imediato da formulação
aqui proposta está no tratamento de taxas limita-
das para a variação do atraso. Pelo conhecimento
dos autores, esse problema ainda não foi tratado
na literatura no âmbito dos sistemas discretos no
tempo com atrasos no estado. Em processos f́ısi-
cos em geral, não é razoável assumir que o atraso
possa variar de seu valor mı́nimo ao seu valor má-
ximo em apenas uma iteração. Ao limitar a taxa
de variação do atraso, espera-se, por exemplo, ob-
ter uma maior região de atração E(Φ(·)).

Suponha, portanto, que a variação do atraso
em amostras consecutivas seja limitada por

|τk+1 − τk| ≤ ∆τmax, (23)
em que ∆τmax < τ̄ . Assim, o Teorema 1 pode
ser reescrito considerando τ = 1, . . . , τ̄ e τ+ =
max(1, τ −∆τmax), . . . ,min(τ̄ , τ +∆τmax).

5 Estudo de Caso

Com a finalidade de explorar as condições pro-
postas neste trabalho propõe-se o estudo de um
sistema escalar dado por
xk+1 = 2xk−0.1xk−τk+sat(vk), yk = xk. (24)

Inicialmente suponha um atraso máximo τ̄ = 2.
Como é visto adiante, essa escolha permite ao lei-
tor uma melhor percepção das condições propos-
tas neste trabalho. Observe também que para um
atraso fixo τ = 1, esse sistema possui um auto-
valor fora do circulo unitário e, portanto, trata-se
de um sistema instável. Assuma uma saturação
do sinal de controle dada por |vk| ≤ v0 = 0.7.

Para obter a maior região de atração
posśıvel, foi aplicado o problema de otimi-
zação dado em (22) e sendo obtido K =
[

−1.9401 0.0713 0.05
]

. Ou seja, a lei de con-
trole (2) com (3c), vk = −1.9401xk+0.0713xk−1+
0.05xk−2 estabiliza o sistema (24). Na Figura 1
são mostrados 4 gráficos referentes ao elipsóide da
região de atração obtida e, a t́ıtulo de comparação,
a correspondente bola comumente utilizada na li-
teratura para caracterizar a região das condições
iniciais. Os 3 gráficos mais à direita correspon-

XXI Congresso Brasileiro de Automática - CBA2016 
UFES, Vitória - ES, 3 a 7 de outubro

ISSN 2525-8311 1992



dem às projeções da região de atração e da carac-
terização da norma máxima das condições iniciais
(portanto referente à bola) nos três planos do es-
paço. Utilizando um grid de pontos em R

3, pode-
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Figura 1: Região de Atração obtida: Região de
Atração E(Φ(·)) e sub-região da Relaxação da
Bola B(Φ(·)).

se avaliar a proporção dos volumes da bola e do
elipsóide. Neste caso, verificou-se que o volume do
elipsóide é 3952.5% maior que o volume da bola,
ilustrando uma significativa redução de conserva-
dorismo na estimação da região de condições ini-
ciais. Foi verificado também que essa proporção
é reduzida na medida em que a norma de Ad se
aproxima da norma de A.

No intuito de avaliar a saturação do sinal de
controle, o controlador obtido acima foi implemen-
tado considerando a condição inicial x−2 = x−1 =
0 e x0 = 0.6885, que está localizada na superf́ıcie
do elipsóide mostrado na Figura 1. A correspon-
dente resposta temporal é apresentada na Figura
2, na qual pode-se constatar a saturação do atu-
ador nas amostras de k = 3 a k = 6 e também a
estabilização do sistema.
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Sistema em Malha Fechada

Sinal de Controle

sat(vk)
vk

k
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Figura 2: Resposta do sistema para condição ini-
cial x−2 = x−1 = 0 e x0 = 0.6885, sinal de con-
trole sem saturação (◦) e sinal do atuador (�).

Considere o sistema (24) em que a ma-
trix Ad é multiplicada por um fator δ:

xk+1 = 2xk − 0.1δxk−τk + sat(vk). Variou-
se o valor de δ entre 1 e 7 e para cada valor foi
resolvido o problema (21) para cada estrura de
ganho em (3) e calculado o volume dos elipsóides
obtidos. O elipsóide de maior volume corresponde
à estrutura (3c) e o menor à estrutura (3a). São
apresentadas na Figura 3 as razões dos volumes
V(3c)/V(3a) (�) e V(3b)/V(3a) , (◦), em que os

sub́ındices referem-se aos números das equações
que definem as estruturas dos ganhos utilizados.
Note que, quanto maior a norma de Ad mais
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Figura 3: Razão dos volumes V(3c) (�) e V(3b)
(◦) em relação ao volume V(3a) em função de δ.

relevante passa a ser a realimentação do último
estado atrasado. Em particular, para δ = 7 foram
obtidos K(3c) =

[

−1.9401 0.0713 0.0500
]

,

K(3a) =
[

−1.6204 0 0
]

, K(3b) =
[

−1.5955 0 0.0180
]

. Cada um desses ganhos
gera um elipsóide respectivamente denotados
por E(3c), E(3a) e E(3b). Esses elipsóides têm

suas interseções com os planos do espaço de
estado apresentados na Figura 4. Note que,
como esperado, a menor região, marcada com ∗,
corresponde à realimentação definida por (3a) e a
maior, marcada com ×, à realimentação completa
do estado atrasado, (3c). Utilizando um grid
constatam-se as seguintes relações aproximadas
de volume, V(·): V(E(3b)) ≈ 2.159V(E(3a)) e

V(E(3c)) ≈ 37.03V(E(3a)). O maior volume ob-

tido no elipsóide E(3c) é explicado pela estrutura

de K(3c) que realimenta todo o estado atrasado

do sistema.
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Figura 4: Corte nas três dimensões das Regiões de
Atração: E(3c) (×), E(3a) (∗) e E(3b) (◦).

Uma última investigação é feita considerando
diferentes taxas de variação no atraso τk. Para
isso, o problema de otimização (22) foi aplicado
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ao sistema (24) para valores de atraso máximo
na lista τ̄ ∈ {3, 4, 5, 6} e considerando taxas de
variação do atraso conforme discutido na subse-
ção 4.1, ou seja, fazendo τ = 1, . . . , τ̄ e τ+ =
max(1, τ −∆τmax), . . . ,min(τ̄ , τ +∆τmax).

Na Figura 5 são mostrados os aumentos per-
centuais na região de atração em relação ao caso
com maior taxa posśıvel de variação do atraso, isto
é, |∆τk|max = τ̄−1. Por questões de escala e visu-
alização, não foi incluido nessa figura o aumento
da região de atração proporcionado para o caso de
atraso incerto e invariante no tempo, isto é, pela
limitação |∆τ |max = 0. Tal limitação representou
os maiores aumentos na região de atração, que fo-
ram de 31.4%, 66.2%, 141% e 279.8% para τ̄ = 3,
τ̄ = 4, τ̄ = 5 e τ̄ = 6, respectivamente. Em todos
os casos, observa-se que ao reduzir a variação má-
xima do atraso, o volume da região de condições
iniciais aumenta.
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))
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Figura 5: Aumento percentual da Região de Atra-
ção, em função da limitação da taxa de variação
do atraso, para τ̄ = 3 (�), τ̄ = 4 (×), τ̄ = 5 (◦) e
τ̄ = 6 (∗).

6 Conclusão

Foram investigadas condições convexas sob a
forma de LMIs para a śıntese de controladores
que estabilizam localmente sistemas discretos no
tempo com atraso variante no tempo presente no
estado e sujeito a saturação de atuadores. A abor-
dagem proposta permite uma nova caracterização
da região de atração para as condições iniciais do
sistema, assegurando que as trajetórias do sistema
em malha fechada convergem para a origem. Um
desdobramento, consiste na obtenção de condições
de śıntese que consideram a taxa de variação do
atraso pela primeira vez na literatura para essa
classe de sistemas. As condições desenvolvidas são
dependentes do atraso e as leis de controle pro-
postas são do tipo independentes do atraso. Um
sistema escalar é usado para ilustrar como esta
proposta pode produzir controladores que levam
a regiões de condições iniciais muito maiores que
utilizando abordagens tradicionais da literatura.
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