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Abstract— In this paper we consider the well known classic synchronous unbalance compensation in active
bearing control of rotating machines. We consider this problem from a precise mathematical point of view.
It is known that this method cannot produce fast compensation of the unbalance. This paper justifies this
limitation from a theoretical point of view. The first contribution is to establish a discrete model of the hybrid
system (continuous-discrete) that results from the application of this standard method. The second contribution
is a proof of the closed loop stability of the entire standard control scheme. The third contribution is the
presentation of new unbalance compensation scheme. This new method of unbalance compensation considers a
kind of amplitude modulation and it can consider fast regulators.

Keywords— Linear Control Theory, Linear Digital Control, Rotor Control, Magnetic Bearings, Unbalance
Compensation, Synchronous Control

Resumo— Neste trabalho consideramos as técnicas bem conhecidas de compensagao sincrona de desbalanco
no contexto do controle de méaquinas rotativas via mancais ativos. Consideramos este problema de um ponto
de vista matematicamente preciso. E sabido que tal método nao é adequado para obtengao de compensadores
de regulacgao rapidos. Neste trabalho justifica-se esta limitagdo de um ponto de vista tedrico. A primeira
contribuigao é estabelecer um modelo discreto do sistema resultante da aplicagdo da metodologia tradicional.
A segunda contribui¢do é a demonstragao da estabilidade em malha fechada do esquema de controle hibrido
tradicional (continuo-discreto). A terceira contribuigdo é a introdug@o de uma nova abordagem, baseada num
tipo de modulagdo em amplitude, que é compativel com o projeto de reguladores rapidos.

Palavras-chave— Teoria de Controle Linear, Controle Digital Linear, Controle de Rotores, Mancais Magné-
ticos, Compensagao de Desbalango, Controle Sincronizado.

1 Introducao

da Figura 1 que é descrito abaixo. Considera-se a

As aplicagoes de mancais magnéticos ao controle
de maquinas rotativas é um campo de pesquisa
que ja apresentou muitos resultados importantes.
Um problema relevante é a estabilizacao do sis-
tema, pois a forga magnética é naturalmente insté-
vel por ser inversamente proporcional ao quadrado
da distancia (Schweitzer and Maslen, 2009). A
estabilizagao somente via controladores lineares e
eventualmente linearizacao exata da forga magné-
tica nao é capaz de eliminar completamente as vi-
bragoes devido ao desbalango do rotor (Schweitzer
and Maslen, 2009). Os modelos dos rotores sao
comumente complexificados, e o desbalanco é mo-
delado como uma forca de perturbacao girante da
forma d(t) = DQ2?e’* | em geral com D desconhe-
cido, sendo D € C™ um vetor que representa a
acao do desbalango ao longo dos planos transver-
sais a rotacao, e gerado pelas assimetrias geomé-
tricas e de distribuicao de massa com relacao ao
eixo de rotacao e ) a frequéncia angular de rota-
¢ao (Genta, 2005). Técnicas tradicionais de regu-
lacao nao sao efetivas porque a regulagao tradici-
onal produz solugoes dedicadas a uma frequéncia
de rotacgao constante e pouco robustas com relagao
as incertezas no modelo da planta e a variagao da
frequéncia de rotacdo (Mizuno, 1998). Uma téc-
nica bastante utilizada é a compensacao sincrona
do desbalango. Esta técnica consiste no esquema
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acao do controle discreto (complexo) u, com pe-
riodo de amostragem h segundos. Seja T = %” o
periodo de rotacao em segundos. O sistema esta-
bilizado (A, B, C') pode ser o sistema em malha fe-
chada com o controlador de estabilizagao, no caso
em que a estabilizacao se d4 por mancais ativos,
ou pode ser o modelo do sistema estabilizado pe-
los mancais passivos. Em todos os casos a entrada
u(t) representa a acdo dos mancais ativos para o
controle sincrono de compensacao de desbalanco.
Assumimos que o sistema estabilizado estd sujeito
A agdo do desbalanco d(t) = D(t)e’*, e coloca-se
esta agao concentrada na entrada do sistema:

#(t) = Az(t)+ Bu(t)+ Bd(t) (1a)
y(t) = Ca(t) (1b)

Uma ferramenta fundamental deste trabalho é o
operador F que transforma um sinal analégico
@(t) em um outro sinal analégico ¢(t) dado por:

30 = Fou) = 5 [ omerrar )

Aplica-se na planta estabilizada o sinal analdgico
(complexo):

u(t) = O(ty) = e’ t € [kh, (k+1)h)  (3)
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e mede-se na saida o fasor resultante ¥, calculado
através de:

kh
o= FOO o= [ v (@)

Note que y, é um sinal discreto complexo, resul-
tante da amostragem de y(t) na frequéncia 1/h.
Realgamos que g representa o primeiro harmé-
nico da vibragao resultante em y(t) calculado por
uma integral de Fourier. Em geral considera-se
que h > T é suficientemente alto para que a
resposta permanente tenha se estabelecido apds
kh —T segundos. Do ponto de vista pratico, o va-
lor de h suficientemente grande é em geral deter-
minado experimentalmente. No esquema de con-
trole da Figura 1 o efeito da aplicagao de um si-
nal d(t) = De’*, com D constante, 6 o mesmo
efeito da aplicacao de um sinal discreto constante
dr = D. Assim, considera-se a matriz de influén-
cia M na velocidade angular de rotacao €2, onde
M = G(s)|,—,q, € G(s) é matriz de transferéncia
do sistema estabilizado. Isso equivale a despre-
zarmos toda a dinamica do sistema, pois assumi-
mos que o processo discreto enxerga somente a
resposta permanente. Dessa forma, o modelo do
sistema dinamico com entrada uy e saida y; mos-
trado na Figura 1 é substituido por um sistema
discreto estdtico (a menos de um atraso), dado
por:

Ui = G(Q) (@_1 + dy,) (5)

onde di modela o efeito (desconhecido) do desba-
lanco na entrada do sistema (que pode variar com
a rotacdo). Se Jk variar lentamente, o problema
de regulacao continuo em questao se transforma
num problema de regulagao de um sistema dis-
creto estatico sujeito a um distiirbio constante. O
controlador discreto H(z) “dead-beat” tradicional
para solucionar tal problema é dado por

Uy = Up—1 — G(9Q) 'y (6)

E facil verificar que o sistema em malha fechada
(5)-(6) possui dois polos em zero, sendo portanto
estavel. B facil verificar que a saida tende a zero
em dois passos na presenca do distirbio constante.
Note que esta lei de controle necessita do conheci-
mento de G = G(2) e é por esta razdo que muitas
vezes tal controle ¢ combinado com uma estraté-
gia de identificagao de G. Na prética o controle
nao se comporta como dead-beat perfeito mesmo
que G(yQ) fosse perfeitamente conhecido, porque
a dindmica discreta verdadeira néo é dada por (5),
mas é dada por um sistema que serd determinado
neste trabalho (vide Teorema 1).

Vérios autores trataram este problema dis-
creto com abordagens diversas como controle
otimo, técnicas de identificagao, controle adapta-
tivo etc (Chiba et al., 2005), (Clements, 2000),
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(Dyer, 1999), (Fernandes et al., 2011), (Herzog
et al, 1996), (Knospe and Tamer, 1997b),
(Knospe and Tamer, 1997a), (Knospe et al., 1997),
(Liang and Yiqing, 2007), (Liu et al., 2002), (Lum
et al., 1996), (Markert et al., 2002), (Mizuno,
1998), (Shi et al, 2002), (Shi et al., 2004),
(Tamisier et al., 2002),(Tanaka et al., 2008), (Zhou
and Shi, 2001). Alguns autores afirmam que h
deve ser um multiplo inteiro de T para que a
integral de Fourier nao perca o sincronismo e
forneca o valor correto de ¥y sem erros de fase
(veja por exemplo (Mizuno, 1998), (Segura, 1999),
(Fernandes, 2012)).

di t)

uit) Sistema | Wt iz . Uk
A B,C —' 2D

Controle
Discreto

H (z)

Figura 1: Método Tradicional

O presente trabalho apresenta as seguintes
contribuigcoes inovadoras:

(a) Determinagdo do modelo (dinadmico) do sis-
tema discreto com entrada uy e saida yj visto na
Figura 1. Tal modelo pode ser bastante util para
simulagao discreta do esquema de controle levando
em conta a dindmica do sistema, sem que seja pre-
ciso simular toda a dinamica continua que em ge-
ral exige alto esforco computacional.

(b) Mostramos que h nao precisa ser um multiplo
inteiro de T' (na verdade nem precisaria ser muito
maior que T, ao custo da aproximagao estatica
ser completamente invalida). Isso faz com que o
sinal de sincronismo seja necessario apenas para
determinacao de T' (e consequentemente 2) sem a
necessidade de sincronizar o cdlculo da integral de
Fourier. Note que T pode ser determinado sim-
plesmente pela computagao da diferenca entre os
instantes dos ultimos dois pulsos de sincronismo.
(c) Demonstramos a estabilidade assintética ex-
ponencial do esquema hibrido continuo-discreto
em malha fechada quando o controlador discreto
garantir a estabilidade exponencial do modelo dis-
creto e a planta (A, B, C) for assintoticamente es-
tavel. Demonstramos que a solugao do problema
de regulagao discreta implica na solucao do pro-
blema de compensacao assintética de desbalanco.
(d) Propomos uma nova abordagem de compen-
sagao de desbalango que é baseada em um tipo de
modulacao em amplitude. Tal abordagem é com-
pativel com uma regulacao rapida.

O trabalho estd organizado como se segue. Na
secao 2 apresentamos o modelo discreto do mé-
todo tradicional de compensagao sincronizada de
desbalanco. Na secao 3 apresentamos uma nova
abordagem para a compensagao sincronizada de
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desbalango baseada na modulacao em amplitude
dos sinais de entrada e saida. Na segao 4 apre-
sentamos um exemplo simples e os resultados de
simulacao. Na secao 5 apresentamos algumas con-
clusoes.

2 Modelo Discreto do Método
Tradicional de Compensacao
Sincronizada de Desbalango

O modelo discreto do sistema dinamico utilizado
na abordagem tradicional de compensacao sincro-

nizada de desbalanco é apresentado no seguinte
teorema:

Teorema 1 O modelo do sistema dinamico dis-
creto com entrada uy e saida Yy, do sistema da
Figura 1 ¢ dado pelo sistema discreto

Tht1 _
WE41

Wy,
&
wo= ol (7b)
onde
- Ay Ag =_ | B
- [ )7
c =1cC o] (7d)
le = eh‘z (78)
_(A-1)2 ~
A, = h-TA (AT) (=™ 414
+ TATHB (7f)
B, = -A'B+

—(A-1)2 ~
+ e(th)A( T) (eTA _ I)B (7g)

(=) + A) (7h)

Além disso, temos:
(A) Os pdlos do sistema discreto (7) sao dados
por

{eh(Al—JQ)7 o eh(/\n—JQ)} L_U {0,...,0}
—

m vezes

onde n € a dimensao do estado e m € a dimen-
sdo da entrada do sistema estabilizado, o con-
junto dos polos da planta estabilizada é dado por
a(A) ={\1,... \n}, e ld denota uniago com repe-
ticgo. Em particular, como o sistema (A, B,C) €
estdvel entao o sistema discreto (7) é estdvel.

(B) O ganho DC discreto do sistema (7) € dado

por:
Gpe = G@UQ)=COHQ — A)ilB =
= C(zI-A)7'B|__,

(C) Quando h tende para infinito, temos que Ay
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e Ao tendem para zero e By tende para —A™'B.
Em particular o comportamento do sistema dis-
creto se aprorima do comportamento do sistema
estdtico

Jes1 = —CA™ By, = G()Q) (8)

E importante ressaltar que o teorema anterior
implica que:

(a) O ganho DC do sistema discreto é sempre
igual & matriz de ganhos G(s) do sistema estabi-
lizado calculada em s = »€).

(b) Para valores altos de h os pélos do sis-
tema discreto sao muito répidos, justificando a
aproximagao do sistema dinamico discreto (7) pelo
sistema estético (8) quando h é suficientemente
grande.

(c) Nao ha nenhuma necessidade de termos h
igual a um multiplo exato de T, pois a validade
dos resultados necessita apenas que h seja maior
que T'.

(d) A tentativa de usar o esquema tradicional
de controle para tentar uma regulacao rapida tem
muitas limitacées. De fato, por exemplo, mesmo
usando h = T, obtemos em geral uma dinamica
discreta (7) “pouco controldvel” e “pouco obser-
vével” no sentido de (Moore, 1981). Isto ocorre
por subamostragem, principalmente quando o sis-
tema tem pdlos de frequéncias comparaveis com
as frequéncias da perturbagdo. Como o sistema
discreto é estavel, poderia ser tentada uma redu-
¢ao de ordem segundo (Moore, 1981). No entanto,
neste artigo consideramos uma abordagem com-
pletamente diferente para o tratamento do pro-
blema de regulagao rapida.

A partir do teorema anterior é facil demons-
trar o seguinte resultado, que garante a efetividade
da metodologia classica de solugao do problema de
compensacao de desbalanco:

Teorema 2 As sequintes afirmagoes sdo verda-
deiras:

(A) Assuma que o sistema (A, B,C) € assinto-
ticamente estdvel (inicialmente na auséncia da
perturbagao). Considere que um sistema de con-
trole discreto garante a estabilidade exponencial
do sistema discreto (7) em malha fechada. Entao
o sistema hibrido discreto-continuo em malha
fechada da Figura 1 também € exponencialmente
estdvel.

(B) Assuma que o controle discreto fornece uma
solucdo do problema de requlagdo para distirbio
dy constante para o esquema da Figura 1. Entdo
o esquema da Figura 1 serd uma solugao para
compensagdo assintética do desbalango d(t) na
frequéncia €.

Observagao : Para plantas nao complexifica-
das, a metodologia descrita neste trabalho tam-
bém pode ser aplicada. Nesse caso a perturbagao
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seria da forma d(t) = R[D(t)e’*] e todos os sinais
x(t), y(t), u(t) seriam reais ao invés de complexos.
Nesse caso teriamos que substituir também a ex-
pressao de (2) de F(¢(t)) do sinal real ¢(t) por
o) = F(o(1)) = 7 f,_p é(r)e77dr. o

3 Nova Abordagem para Compensacao
Sincronizada de Desbalanco

Considera-se ¢(t) uma fungao diferencidvel. De-
fina a transformada! #H por:

H(g(t) = e o(t) (9)

E evidente que H é inversivel e que sua inversa é
o operador P definido por:

Po(t)) = &¥6(t) (10)
Denotando-se H(¢(t)) por (E(t), % por g(t%

7

e H(o(t)) por ¢(t), ¢ imediato verificar que:

-~

B(t) = —105(1) + (1) (11)

Considere o diagrama da Figura 2.
Aplicando-se o operador H em ambos os la-
dos da equagdo (1) e utilizando a propriedade
mostrada na equagao (11), obtém-se:

~

Z(t) = AZ(t)+ Bu(t)+ Bd(t) (12a)
yit) = Cz(t) (12b)

onde A = —)0 + A.

Dessa forma, o sistema (12) é o modelo da
dinamica com entrada @ e distirbio d com saida
y. A Figura 2 ilustra esse sistema. Note que a
aplicagdo de d(t) = De’* é equivalente & aplica-
¢ao de um sinal d constante e igual a D. Dessa
forma, resolver o problema de regulacao para o sis-
tema (1) é equivalente a solucionar o problema de
regulacao para o sistema (12) com distirbio cons-
tante. B importante ressaltar que, nesta segunda
metodologia, o sistema (A, B,C) nao precisa ser
estavel, e o sistema de controle é continuo.

O seguinte teorema € uma consequéncia ime-
diata do fato de que a transformacao H e sua in-
versa nao alteram a norma dos sinais e do fato
de que uma perturbagao na frequéncia 2 aditiva
ao sistema (A, B, C) equivale a uma perturbacao
aditiva constante no sistema (12):

Teorema 3 As seguintes afirmacgoes sao verda-
deiras para o esquema de controle da Figura 2:

(A) Assuma que o um sistema de controle con-
tinuo H(s) garante a estabilidade assintdtica em
malha fechada do sistema 12. FEntdo o sistema
da Figura 2 também serd assintoticamente estdvel

1 é essencialmente uma modulagdo em amplitude.
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(com a mesma taza de convergéncia).

(B) Se o controle continuo f[(s) resolve o pro-
blema de regulagdo para distirbio (f(t) constante
para o sistema 12, entdo o esquema de controle da
Figura 2 € solugao do problema de regulagao para
disturbios d(t) na frequéncia  agindo no sistema
original.

Pode se mostrar que as propriedades de contro-
labilidade e observabilidade sao mantidas no sis-
tema transformado (12). Desta forma a metodo-
logia apresentada nao apresenta as limitagoes da
primeira.

dit) d(t)

ult) uit) Sistema | ¥t i)
(]j 1P O A B,C H

Controle

Continuo

His)

Figura 2: Nova Abordagem

4 Exemplo e Simulacgoes

Adotamos Q = 27 em todas as simulagoes e con-
sideramos um sistema (A, B, C') dado por

0 1 0
~ | —39.87 —1.26}3{1]0[1 0]

Tal sistema tem uma ressonancia pouco amor-
tecida na frequéncia 2.

A

Norma da saida e da entrada
T T T

met.2
met.1,h=10T
0.25 I, == met. Lh=2T

Norma da saida

20
tempo em segundos

met.2
met.1,h=10T
== met 1h=2T

w
T

"

1

.
b~

Norma da entrada
~
T

T
6-

I

1

'

i 1

H 1

i !

e 1 QS O o0

]’ o= 9 _r

. 16= I I I

5 10 15 20 25 30 35 40
tempo em segundos

-
T

Figura 3: Resultados dos dois métodos. O mé-
todo 1 foi testado com h = 10T (indicado, pois a
resposta permanente se estabelece, e com h = 2T
(neste caso G(J2) nao € boa aprozimacao). Os
circulos mostram o resultado com o modelo dis-
creto (7)-(6). O método 2 com os polos adequada-
mente impostos € bem mais rdpido.

Primeira Simulacdo - Método 1 (Tra-
dicional) Mostramos na Figura 3 as simulagoes
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do sistema hibrido discreto-continuo em malha fe-
chada para h = 107 e h = 2T. Note que o sistema
em malha fechada nao se comporta como dead-
beat para h = 2T pois h nao é suficientemente
grande neste caso. Note que os resultados da si-
mulagao do sistema discreto 7 em malha fechada
com o controle discreto (6) (pequenos circulos da
Figura 3) corresponde & simulacéo do sistema hi-
brido continuo-discreto a menos de erros numéri-
COS.

Segunda Simulagao - Método 2 (Nova
Abordagem) Na Figura 3 também mostramos o
resultado da simulacao do novo esquema de con-
trole apresentado na Figura 2. Para isso inclui-
mos integradores no sistema (12) e projetamos um
compensador de regulacao para disturbios cons-
tantes via compensador observador-controlador.
Note que o compensador de regulagao neste caso é
bem mais rapido que o compensador do método 1.
E provavel, no entanto, que tal compensador seja
menos robusto por exigir o conhecimento da dina-
mica (A, B,C) do sistema, enquanto o método 1
exige apenas o conhecimento do comportamento
em regime G(y2) que pode ser identificado por
métodos tradicionais (Fernandes, 2012).

5 Conclusoes

Neste trabalho desenvolvemos uma abordagem
tedrica para o estudo dos sistemas de compensa-
¢ao sincronizada do desbalango. Desenvolvemos
um modelo discreto que representa a dinamica do
esquema de regulagao sincronizada. Este modelo
permite dar uma prova formal da estabilidade em
malha fechada do sistema hibrido-discreto que re-
presenta a metodologia classica de compensagao
sincrona de desbalango. A abordagem tradicional
nao é adequada para que se obtenha um regula-
dor rapido. Este trabalho apresenta uma aborda-
gem alternativa para o problema de compensagao
de desbalango que permite o projeto de regula-
dores tao rapidos quanto desejado. De qualquer
forma, é importante ressaltar que é dificil esta-
belecer uma metodologia que garanta ao mesmo
tempo a robustez e o desempenho da metodologia
tradicional.
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A Esbogo da prova do Teorema 1

Denote #(t) = F(x(t)), #(t) = L) ¢ G(1) =
F(&(t)), onde F é definido por (2). Entao é facil
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mostrar que
I(t) = —QF(t) + #(t)

Logo, aplicando-se o operador F em ambos os la-
dos do sistema 1, obtemos um sistema anélogo ao
sistema (12)

Z(t) = Az(t)+ Bu(t) + Bd(t) (13a)
yit) = Cx(t) (13b)

onde A = — QI + A. Também é facil mostrar que
a transformada F de u(t) = O(uy) é da forma:

N Ur(r) = T+ S - ),
u(r) = 7 € [kh,kh +T)
U, 7€ [kh+T,(k+1)h

Denote Z(kh) = Zx. Ap6s cdlculos tediosos, po-
demos obter o modelo (7) a partir das expressoes
abaixo:

— T ~
T(kh+T) = &+ / T4 By (r)dr
0

Tepr = e"TDAZ(Rh+T) +

h—T _
/ e T=DApy. dr
0

As propriedades (A), (B), (C) sao imediatas a
partir de (7).

B Esboco da prova do Teorema 2

Por construgdo, se uy tender para zero exponen-
cialmente entdo u(t) = O(ug) também vai ten-
der a zero exponencialmente, isto é, existem M
e A1 positivos tais que ||u(t)|] < Me=**. Como
(4, B,C) é um sistema exponencialmente estével,
se H(T) = ¢™ B, entdo existem N e Ay positivos
tais que ||[H(7)|| < Ne~*2". Sabendo-se que

z(t) = e +/0 H(t — m)u(r)dr

Para mostrar a estabilidade exponencial é sufici-
ente, portanto, mostrar a convergéncia exponen-
cial da resposta forcada. Note que

[H(t = r)u(r)]| < MNe (-

Por outro lado, note que h(7) = —Xa(t —7) — M7
representa a equacdo de uma reta tal que h(0) =
—Aat e h(t) = —A1t. Sejay = min{A1, A\2}. Entao
h(t) < —~t. Logo, ||H(t — T)u(r)|| < MNe "t e,
portanto, apds a integracao, a norma da resposta
forcada ¢ limitada por te~"* M N, que tende a zero
exponencialmente.

A segunda parte da prova é imediata a par-
tir da primeira parte e do fato de que a acao do
distiirbio aditivo O(d) = de’** na entrada no sis-
tema continuo equivale & acao do distiirbio aditivo
constante d no sistema discreto.
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