XXI Congresso Brasileiro de Automatica - CBA2016
UFES, Vitéria - ES, 3 a 7 de outubro

DIFERENCIADOR GLOBAL E EXATO COM GANHOS DINAMICOS PARA
CONTROLE POR MODOS DESLIZANTES VIA REALIMENTACAO DE SAIDA

TiAGOo ROUX OLIVEIRA*, ANTONIO ESTRADAT, LEONID M. FRIDMAN?, MANUCHI DANSA*

*Dept. of Electronics and Telecommunication Engineering, State University of Rio de Janeiro (UERJ),

Rio de Janeiro, RJ 20550-900, Brazil.

YCONACYT Research Fellow - Center for Engineering and Industrial Development (CIDESI),
Quaretaro, C.P. 76125, Mexico.

iDept. of Control Engineering and Robotics, National Autonomous University of Mezico (UNAM),
Federal District, C.P. 04510, Mexico.

Emails: tiagoroux@uerj.br, anntonio.estrada@gmail.com, lfridman@unam.mx,
manuchid@gmail.com

Abstract— In this paper, we propose a global exact differentiator with dynamic gains based on higher-order
sliding modes to solve the problem of global trajectory tracking via output-feedback for a class of uncertain
nonlinear plants with disturbances. Norm observers for the unmeasured state are employed to dominate the
disturbances as well as to adapt the gains of the proposed differentiator since the nonlinearities may be state-
dependent and time-varying. Differently from some previous works in the literature, no hybrid switching scheme
is necessary to state global stability using only input-output information. For the first time, uniform global
exponential stability and ultimate exact tracking are guaranteed exclusively employing higher-order sliding modes
based exact differentiators. Numerical simulations are presented to validate the analysis and show the effectiveness
of the proposed method.

Keywords— higher-order sliding modes; differentiators; output-feedback; tracking; global stability

Resumo— Deseja-se, neste artigo, resolver o problema de rastreamento global de trajetodria, via realimentagao
de saida, para uma classe de plantas nao-lineares, incertas e com disturbios. Para isto, é proposto um diferenciador
global, exato e com ganhos dindmicos que seja baseado em modos deslizantes de ordem superior. Observadores
da norma para o estado nao mensurado sao utilizados. Isto é feito com duas finalidades: dominar os distirbios
e adaptar os ganhos do diferenciador proposto. Isto é necessario, uma vez que as ndo-linearidades podem
ser dependentes do estado e variantes no tempo. Diferentemente de alguns trabalhos anteriores na literatura,
nenhum esquema hibrido de chaveamento é necessario para garantir a estabilidade global utilizando-se apenas
informagdes de entrada-saida. Pela primeira vez, a estabilidade global exponencial uniforme e o rastreamento
exato sdo garantidos empregando-se exclusivamente diferenciadores exatos baseados em modos deslizantes de

ordem superior. Simulagdes numéricas sdo apresentadas para validar a andlise e demonstrar a eficiéncia do

método proposto.

Palavras-chave— modos deslizantes de ordem superior; diferenciadores; realimentagdo de saida; rastrea-

mento; estabilidade global

1 Introducgao

O controle de estabilizacdo e de rastreamento para
sistemas nao-lineares é um problema antigo e ainda
vem sendo estudado em controle por modos deslizan-
tes (Sliding Mode Control — SMC). Muitas dificulda-
des podem ser apontadas. Dentre elas, estao: a con-
dicao de grau relativo mal definida (Levant, 2013), a
hipé6tese de fase nao-minima (Baev et al., 2008), a pre-
senca de perturbagoes e incertezas (Estrada and Frid-
man, 2010; Angulo et al., 2012; Angulo et al., 2013)
ou a necessidade de aplicar SMC adaptativo para li-
dar com disturbios com limites desconhecidos (Plestan
et al., 2010). Em particular, o uso SMC via realimen-
tagdo de saida para rastreamento exato de sistemas
com disturbios e grau relativo arbitrario é um pro-
blema desafiador nesse contexto (Floquet et al., 2011).
Este cendrio é ainda mais problemético se proprie-
dades de estabilidade global sao também perseguidas
(Nunes et al., 2009; Nunes et al., 2014). Por exemplo,
para compensar o grau relativo, observadores de alto-
ganho (Emelyanov et al., 1992; Esfandiari and Kha-
1il, 1992; Cunha et al., 2009) podem ser usados. Entre-
tanto, resultados de estabilidade global ou semi-global
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foram obtidos apenas com erros residuais de saida.

Recentemente, problemas de estimagdo exata e
controle de estabilizagdo baseados em uma nova ge-
racdo de diferenciadores e controladores por modos
deslizantes de ordem superior (Higher-Order Sliding
Mode — HOSM) foram considerados por alguns autores
(Estrada and Fridman, 2010; Angulo et al., 2012; An-
gulo et al., 2013; Levant and Livne, 2012). Contudo,
os obstédculos de estimagao/estabilidade global ndo pu-
deram ser superados. Por outro lado, os autores em
(Nunes et al., 2009; Nunes et al., 2014) resolveram o
problema de rastreamento exato para o sinal de saida
de plantas lineares com grau relativo arbitrario e dis-
turbios de entrada uniformemente limitados, garan-
tindo propriedades globais de estabilidade. O resul-
tado foi alcangado introduzindo um projeto hibrido
de estimag@o que seleciona através de leis de chave-
amento entre um filtro de avanco e um diferenciador
localmente exato baseado em HOSM.

Neste artigo, introduziu-se um diferenciador glo-
bal exato com ganhos dinamicos e entdo isto foi apli-
cado ao problema de rastreamento global via realimen-
tagdo de saida. As principais contribuigbes sdo: cons-
truir um limitante superior global para a derivada das
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varidveis de estado do sistema usando apenas infor-
magoes de entrada-saida; e mostrar que nenhum pro-
jeto de chaveamento hibrido é necessario para obter
propriedades globais de estabilidade/estimagao como
feito em (Nunes et al., 2009; Nunes et al., 2014). Pela
primeira vez, um diferenciador global, exato e base-
ado em HOSM é desenvolvido, garantindo estabili-
dade global exponencial quando usado para controle
em malha-fechada. Além disso, os resultados anteri-
ores (Nunes et al., 2009; Nunes et al., 2014) apenas
consideraram disturbios de entrada uniformemente li-
mitados. Aqui, os distirbios casados com a entrada
podem crescer linearmente com o estado nao medido,
e os disturbios descasados variantes no tempo, ignora-
dos anteriormente, sao agora considerados.

A metodologia de realimentacao de saida para
majoragdo dos distirbios e para adaptacdao dos ga-
nhos do diferenciador também é nova, uma vez que
observadores de norma do estado sao utilizados. Tais
observadores de norma do estado sao obtidos a par-
tir de filtros de entrada-saida comumente usados em
controle adaptativo por modelo de referéncia (Ioannou
and Sun, 1996). Além de ser um projeto de estima-
¢ao mais simples, uma outra vantagem do diferenci-
ador global proposto com ganhos varidveis é que eles
podem eventualmente convergir para valores peque-
nos, reduzindo a sensibilidade a ruido do sistema em
malha-fechada como um todo em cendrios reais, além
de preservar a globalidade.

Prdélogo: A seguir, todos os k’s e os k’s denotam
constantes positivas. Os termos 7(t) denotam funcoes
que decaem exponencialmente, i.e., |7(t)] < Ke >,
Vt , onde K possivelmente depende das condigoes ini-
ciais do sistema e A é uma constante (genérica) po-
sitiva. A notagdo |-| se refere & norma Euclidiana
para vetores, ou a norma induzida para matrizes, en-
quanto que ||f¢|| denota a norma Le. do sinal f(t),
i.e., SUpg<,<¢|f(7)|- A propriedade de Estabilidade
Entrada-Saida (Input-to-State Stability — 1SS) é defi-
nida como de costume em (Khalil, 2002). A definigao
de Filippov para a solugdo de equacoes diferenciais
descontinuas (Filippov, 1964) é assumida neste traba-
lho. Por uma questao de simplicidade, “s” vai repre-
sentar tanto a varidvel de Laplace quanto o operador
diferencial (d/dt), de acordo com o contexto.

2 Formulagao do Problema
Considere uma planta ndo-linear incerta descrita por:

& =Apr+ Bylutd(z,t)]|+o(t), y=Hz, (1)
onde z € R™ é o estado, u € R é a entrada, y € R
¢ a salda, d(x,t) € R é um distirbio nédo-linear in-
certo dependente do estado e ¢(t) € R™ é um distur-
bio externo, descasado, incerto e variante no tempo.
O termo “descasado” se refere a ¢(¢) nao contido no es-
pago imagem de B,. Caso contrério, ¢(t) poderia ser
diretamente incorporado ao disturbio “casado” d(z, t).
As matrizes incertas A,, B, ¢ Hp pertencem a algum
conjunto compacto, de tal modo que os limitantes das
incertezas, que necessariamente serao definidos mais
adiante, estao disponiveis para o projeto.

As suposicoes béasicas a seguir sao usuais em con-
trole adaptativo (Ioannou and Sun, 1996):

(A1) G(s) = Hy(sI—Ap)"'B, é de fase minima.
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(A2) O subsistema linear é controldvel e obser-
vavel.

(A3) A fungéo de transferéncia G(s) tem um grau
relativo conhecido p e é de ordem n. O ganho de alta
frequéncia Kp € R satisfaz K, = lims o0 s°G(s) . Sem
perda de generalidade, assume-se que K, > 0.

Para atingir rastreamento global exato usando re-
alimentagao de saida, a seguinte hipétese é feita:

(A4) Assume-se que o disturbio de entrada d(z, t)
é incerto, localmente integravel e limitado em norma
por |d(z,t)| < kglz| + ka, Vz,t, onde ky kg > 0
sdo escalares conhecidos. Assume-se que o distir-
bio descasado ¢(t) é suficientemente suave. Além
disso, existe uma constante conhecida kg >0, tal que
oD ()] < kg, Yi=0,...,p.

Note que o grau relativo de (1) depende apenas de
sua parte linear, uma vez que a perturbacao descasada
¢ independe de x e o tnico distirbio d dependente do
estado estd casado com a entrada de controle. Embora
esta hipotese restrinja a classe de disturbios em ques-
tao, ela representa um desafio no contexto de SMC
por realimentacdo de saida, uma vez que estabilidade
global e rastreamento exato serdo atingidos.

Observagao 1 (Forma Normal e Limitantes
para Derivadas) Tomando as hipdteses (A1)-(A4)
como base, € facil demonstrar que o sistema nao-linear

(1) pode ser transformado por z = Tx na sequinte
forma normal (Khalil, 2002):
n = Ao+ Boy, (2)
£ = A+ BoKplu+de(z,t)], (3)

onde o saida medida é y = C,¢, 27 = [nT €7] € R
com n € R"™P) referindo-se ao estado da dindmica
zero e £ = [y vy ... y? VT o estado da dindmica
externa. A tripla (A,, B,, C,) estd na forma do con-
trolador de Brunovsky (Khalil, 2002) e Ay é Hurwitz.
O distirbio de entrada equivalente de(x,t) € limitado
de modo afim pela norma |de(z,t)| < k1|z| + K2 onde
K1,Kk2 > 0 sdo constantes conhecidas. Logo, pode-se
concluir o sequinte limitante superior dependente do
estado para a derivada de ordem p do sinal de saida

Y| < Kplrilz] + k2 + |ul].- (4)
-

Seja o sinal de referéncia ym,(t) € R gerado pelo
seguinte modelo de referéncia:

Ym = Win(s) 7, Win(s)=(s+7m) " L' (), ¥m >0,

(5)
onde r(t) € R é um sinal de referéncia continuo por
partes, uniformemente limitado e arbitrario e

Lm(s)zs(p_l) +lp—23(p_2) + - +lls+107 (6)

com L, (s) sendo um polinémio Hurwitz. A funcao de
transferéncia W, (s) tem o mesmo grau relativo que
G(s) e seu ganho de alta frequéncia é unitdrio.

O principal objetivo é encontrar uma lei de con-
trole, u, tal que o erro de saida

e(t) == y(t) = ym(t) (7)

tenda assintoticamente para zero, para condigoes ini-
ciais arbitrarias.
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Quando a planta é conhecida e d = 0, ¢ = 0,
uma lei de controle que alcanga o casamento ideal
entre a fungdo de transferéncia em malha-fechada e
Wi (s) é dada por u* = G*Tw, onde o vetor de para-

T
(0" 05" 03 03]
onde 67,05 € R("_l),égf,@z € R e o vetor regressor
w = [wl wa yr]7, wa,wy, € R™=Y ¢ obtido a partir
de filtros de entrada/saida descritos por:

metros ideais é escrito como 0% =

Wy = Pwy +Tu, wy = Pwy, + Ty, (8)
onde ® e R VX(=1 ¢ Hurwitz e TeR™™ Y ¢ esco-
lhido de modo que o par (@, I') seja controldvel. As
condigbes de casamento exigem que 05 = K L

Seja o vetor de estado aumentado definido por
X =[z",wl wl]", cuja dindmica é descrita por X =
Ao X + Bou+ Byd+ Bygd, y = Ho,X. Assim, somando
e subtraindo BOQ*Tw e notando que existem matrizes
Q1 e Qo tais que

L«):Q1X+QQT', (9)
tem-se
X = AX 4+ B.Kp0ir4+u—u*]+ Byd+ By,
y = HOX, (10)

onde A. = Ao+ Bo0* Qi, Be=Bobj e BY =[I 0 0].
Note que (Ac, Be, Ho) é uma realizagdo nao-minima
de Wy, (s).

Para fins de andlise, o modelo de referéncia pode
ser descrito por:

X = AcXom+ BoK,[0ir — dy] + Byd + By,
Ym = HoXm7 (11)

com distirbio equivalente de entrada dy =
Wy(s)¢, onde

Wa(s)d+

Wa(s) = [Win(s)Kp] ™" Wa(s), (12)
Va(s) = H,(sI—A.) ' By, (13)
Wo(s) = [Win(s)Kp]™" Wyl(s), (14)
Vo(s) = Ho(sI—Ac)"' By (15)

Logo7 Ym = Wn(s)K, {94 r— d(s)d—W¢(5)<ﬂ +

We(s)p+Wa(s)d e é facﬂ concluir que Yy, = Wi (s)r.
Note que (12) e (14) sa@o matrizes de transferéncia
estdveis (a primeira é prépria e a segunda, possivel-
mente imprépria), de modo que as derivadas de ¢(t)
podem aparecer no canal de entrada. Além disso,
(Win(s)Kp] ™' = Kps” 4+ K,_15”~' 4+ ... + Ko, onde
K;€R, i=0,..., psao constantes. Usando os pardme-
tros de Markov (Kailath 1980) para representar Wy =
H, (sI— A)"! By= B¢+H,,A B¢+HOA By
termo dy(t) pode ser reescrito como

, 0

di =K, 1YY 4o+ K1+ Wy(s) % p+ Wal(s) *d
(16)
onde * denota o operador convolugdo, K; €R'*™,

14 14
Wy(s)=Y KiHo Ay 'By+Y KiHoAi(sI—Ac) "By
=1 =0

(17)
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é uma matriz de transferéncia estavel e prépria com
dimensobes apropriadas e

P
K= Y KH AT By, =1,

i=j+1

7p71

(18)
A dindmica do erro com estado X, := X — X,, é
Xe=AcXe + BoKp[u— 0" w+ds], (19)
e=H, X.,

cuja relacao entrada-saida é dada por

e=Wn(s)Kp [u 0wt df] . (20)

Observacao 2 (Distirbio Equivalente Variante
no Tempo e Dependente do Estado) As equagies
de erro (19) e (20) sao similares aquelas encontradas
em alguns trabalhos anteriores (Nunes et al., 2009;
Nunes et al., 2014). Entretanto, neste artigo, uma
diferenca fundamental deve ser destacada: o disturbio
de entrada equivalente dy(z,t) € dependente do estado.
As ferramentas de projeto de controle propostas em
(Nunes et al., 2009; Nunes et al., 2014) ndo sio ca-
pazes de lidar com dy(z,t), uma vez que o estado da
planta nao estd disponivel para realimenta¢do. Dessa
maneira, aqui foram usados observadores da norma
do estado para obter um limitante para ds(x,t), como
serd discutido na se¢ao a sequir. g

3 Estimacao da Norma de Estado

Considerando a hipétese (A4) e aplicando (Hsu et al.,
2003, Lemma 3) & equagao dindmica em (10), é pos-
sivel encontrar k; > 0 tal que, para k, € [0, k3], um
limitante em norma para X e x pode ser obtido através
da aproximacdo por filtros estdaveis de primeira ordem
(First Order Approzimation Filters — FOAFSs) (veja
detalhes em (Hsu et al., 2003)). Desse modo, tem-se
lz(t)] < |&(t )I +7(t), (21)
B(t) = )\ ——[ei(ka + ko) + c2lw@)]],  (22)
com ci,c2, A\ > 0 sendo constantes apropriadas que
podem ser calculadas pelos métodos de otimizagao
descritos em (Cunha et al., 2008). Nesse sentido,
(21)—(22) garantem que a estimativa do observador
da norma Z(t) fornece um majorante véalido para o es-
tado x ndo medido da planta incerta e perturbada, i.e.,
|z] < |Z| a menos de termos exponencialmente decres-
centes devido as condigoes iniciais do sistema, denota-
das aqui por 7(¢). Uma vez que foram assumidas di-
ferenciabilidade suficiente para ¢ e limitacdo uniforme
para suas derivadas temporais, pode-se encontrar uma
constante kg > 0, tal que |Kidp+ ...+ K, 167~V <
kg e|ds| < kg +|Wp(s) * ¢| + |Wa(s)*d|. Além disso,
a partir de (A4) e (22), tem-se |d(z,t)| < ko2 (t) + ka,
a menos de um termo @, e pode-se escrever |dy| <
d t + 7y, onde 7y é exponencialmente decrescente,

Ar(t) = ko + o + e () +Ra], - (23)

e S:ﬁ\f é um FOAF projetado para Wy(s) e Wp(s),
com constantes positivas e adequadas cs e A\f. Ao
preco de algum conservadorismo, pode-se simplificar
o projeto do FOAF escolhendo-se ¢y suficientemente

grande e Ay suficientemente pequeno.
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4 Diferenciadores Globais Exatos Baseados
em HOSM e Ganhos Dinamicos

Para obter rastreamento exato, pode-se usar o diferen-
ciador exato e robusto (Robust Ezact Differentiator —
RED) de (Levant, 2003). Contudo, apenas resultados
locais ou semiglobais poderiam ser garantidos.

A ideia chave é usar a estrutura do RED, mas
adaptando os seus coeficientes, usando a estimagao
para a norma do estado z fornecido na equacao (21),
a fim de alcangar uma estimativa global e exata, i.e.,
diferenciagdo exata de sinais com quaisquer condigoes
iniciais e derivadas ilimitadas.

4.1  Diferenciador RED Padrdao com Ganhos Fizos

O diferenciador RED padrao de ordem p = p— 1 para
o erro de saida e € R ¢é dado por (Levant, 2003):

Co = vo,

_1
vo = =M CFF T [Go — e(t)| PFT sgn(Co — e()) + 1,

Ci = v,

1 p—i
i Pt
vi = = XNOF ¢ —vi | P T sgn (¢ —vim1) +Cit1,s

ép = _ApcpSgn(Cp — Vp—1),
(24)

onde C, é uma constante conhecida, tal que e (t)| <
C, é um limitante superior valido localmente. Em ou-
tras palavras, C, é uma estimativa para a constante
Lipschitz (se ela existir) para a p-ésima derivada de
e(t). Se os parametros \; sdo escolhidos recursiva-
mente !, entéo as igualdades

Co=e(t), G=€90), i=1,...,p (25)

s@o estabelecidas em tempo finito (Levant, 2003).

Observagao 3 (Regiago de Convergéncia) O pa-
rametro C, € relacionado ao tamanho da regido Dr
no espaco do erro, onde a convergéncia do diferenci-
ador pode ser garantida (Levant and Livne, 2012; Le-
vant, 2003). Quanto maior C,, maior serd também o
tamanho de Dr e mais alta a sensibilidade a ruidos
de medi¢do e discretizacao. a

4.2 Diferenciador Global com Ganhos Dinamicos

A partir das equagdes (4) e (7), pode-se escrever:

€ (t)] < L(x,t) = Kplralz| + k2 + [ul] + [y (¢)] -
(26)
Assumindo que a entrada de controle satisfaz

lul = o(t) < ral[ X[ + K, (27)

para k3, k4 > 0 apropriados, e uma funcao de modu-
lagao o(t) > 0 continua a ser definida posteriormente.

1Em particular, a seguinte escolha é vilida para p < 3:
Ao = 5,A1 = 3,22 = 1.5, A\3 = 1.1. Para mais detalhes,
veja (Levant, 2003).
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Entdo, aplicando-se a desigualdade (21), pode-se ob-
ter o seguinte limitante superior com a varidvel Z(t)
do observador da norma em (22):

()] < Kplral2] + r2 + o(0)] + [y (1)), (28)

a menos de termos com decaimento exponencial de-
vido a condigoes iniciais que levam em consideragao
o transiente do FOAF. A constante k,,, conhecida e
positiva, satisfaz |y$ (£)| < km.

Escolhendo-se k1 > Kpki, k2 > Kpko + km e
ks > K, pode-se definir

L(Z,t) := k1|Z| + k2 + kso(t) , (29)
e construir o seguinte limitante superior

e (@) < L(#,1), V=T, (30)
para algum tempo finito 7" > 0.

A partir de (29)-(30), pode-se introduzir o se-
guinte diferenciador global baseado em HOSM:

Co = wo,

vo = —AoL(#, )P |Co — e(t)| PAT sgn(Co — e(t)) + 1,

Ci = vi,

1 _p—i
vi = =N L(&,t) P~ [ —vi—1| P F T sgn(C —vim1) +Cit1,

Cp=—ApL(2,t)sgn((p — vp—1).
(31)

Condigoes suficientes para convergéncia finita de di-
ferenciadores com ganhos varidveis e baseados em
HOSM foram formuladas em (Levant and Livne,
2012). A principal diferenga é que 14 os autores assu-
mem que o vetor de estado é medido. No diferenciador
proposto (31), o limitante global superior £(Z,t) deve
ser absolutamente continuo e sua derivada logaritmica
L£/L deve ser limitada, isto 6, |£/L£| < M, onde M > 0
é uma constante qualquer. Isto implica que L£(Z,t)
pode crescer no maximo exponencialmente.

De acordo com a condigao de crescimento linear
assumida em (A4) para as ndo-linearidades do sis-
tema e a condi¢ao de regularidade (Sastry and Bod-
son, 1989) assumida em (27) para o sinal de controle,
qualquer escape-finito é evitado e apenas sinais de
crescimento exponencial sao possiveis no sistema de
malha fechada, como serd mostrado na prova do teo-

rema principal.
Uma vez mais, os mesmos resultados de conver-

géncia em tempo finito mostrados em (25) sao preser-
vados, mas com a vantagem tedrica de serem validos
para qualquer condicdo inicial. A convergéncia do di-
ferenciador (31) é global, uma vez que a estimativa
superior (30) se mantém, independente de qualquer
condigdo inicial de sinais em malha-fechada (Dg nao
estd restrito no espaco de estado do erro).

5 Rastreamento Global via Realimentagao
de Saida

O passo seguinte é demonstrar que a lei de controle

proposta ird satisfazer (27), de modo que o diferenci-
ador global acima possa ser de fato construido.
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5.1 Caso de Grau Relativo Unitdrio

Para sistemas com grau relativo unitario, i.e., p = 1,
a principal ideia é fechar a malha de controle com um
relé para lidar com incertezas e distirbios no sistema
de erro (19):

u= —p(t)sgn(e), p€R, (32)

onde a fungdo de modulagao g(t) >0 é projetada para
induzir um modo deslizante na superficie e=0. Para
atender a este objetivo, o(t) deve satisfazer:

o(t) > |-0" w(t) +ds(t)| +5, §>0,  (33)

onde a constante § pode ser arbitrariamente pequena.
Uma vez que A,, By, e H, pertencem a algum conjunto
compacto conhecido, um limitante superior § > |6%|
pode ser obtido. Desse modo, uma escolha possivel
para a funcdo de modulagao satisfazendo (33) é

olt) = Olw(t)] +dr(t) + 6, (34)

com dj(t) definido em (23).

Para plantas de grau relativo unitério, Wi, (s) =
(s+79m)”" (com Ly, (s) = 1) e, aplicando-se o Lema 1
de (Hsu et al., 1997), pode-se concluir que a lei de con-
trole acima é globalmente exponencialmente estavel e
o erro de saida e se torna identicamente nulo depois
de algum tempo finito.

5.2 Caso de Grau Relativo Arbitrdrio

Em plantas com grau relativo maior pode-se usar o
operador L (s) em (6) para superar o obsticulo do
grau relativo. O operador L, (s) é tal que Ly, (s)G(s)
€ Ly (s)Win(s) tém grau relativo unitdrio. A varidvel
de deslizamento ideal o= Ly, (s)e é dada por

c=eP V1. L leé+le (35)
p—1 )
= ZliHoAg”Xe = HX.,
i=0

onde a segunda igualdade é obtida a partir da hip6tese
(A3) e (19). Note que {A., B., H} é uma realizacio
nao minima de Ly, (s)Win(s).

Se o sinal de controle fosse dado por

u=—o(t)sgn(0), (36)

com a mesma fungao de modulagio o(t) em (34) sa-
tisfazendo (33), entdo o sistema de erro em malha-
fechada seria globalmente exponencialmente estavel e
a varidvel de deslizamento ideal o se tornaria identi-
camente nula apds algum tempo finito, de acordo com
(Hsu et al., 1997, Lemma 1).

Entretanto, o nao estd diretamente disponivel
para implementar a lei de controle. Dessa forma,
usando o diferenciador global RED proposto, a se-
guinte estimativa para o pode ser obtida:

6=Co1+ -+ Ul + 1o (37)

A partir de (9), (22) e (23), é facil demonstrar que o
seguinte sinal de controle

u=—o(t)sgn(5), (38)

com fun¢do de modulagao o(t) em (34), verifica a desi-
gualdade (27). Para mostrar esta propriedade, basta
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escrever |w| < k5|X| + k¢ a partir de (9), com ks,
ke > 0 e considerando que 7(t) é um sinal de referén-
cia uniformemente limitado. Logo, a partir da relagao
ISS dos sinais filtrados em (22) e (23) com respeito a w,
conclui-se que |df| < Kol X¢||+ kb € || < Kel| Xe||+Ka,
para constantes apropriadas Kq, Kb, Kc, Kd > 0.

Desse modo, o diferenciador global (31) pode de
fato ser construido e suas varidveis de estado substi-
tuem exatamente as derivadas temporais do sinal e(t)
na varidvel de deslizamento &, dada em (37), apds al-
gum tempo finito.

Conforme serd apresentado no teorema a seguir,
o projeto de controle por realimentacao de saida ga-
rante estabilidade global e rastreamento exato, uma
vez que a convergéncia do diferenciador RED com ga-
nhos dinamicos nao requer a priori que o sinal e(P) (t)
seja uniformemente limitado, tal como foi assumido
anteriormente em (Levant, 2003). Em contrapartida,
os ganhos variantes no tempo baseados no diferenci-
ador proposto em (Levant and Livne, 2012) parecem
funcionar apenas para situagoes que digam respeito a
diferenciacdo em malha aberta. Em cenérios de con-
trole em malha-fechada, tais ganhos dependeriam ex-
plicitamente do estado nao mensurado.

5.8 Resultado de Estabilidade Principal

Teorema 1 Considere a planta (1) e o modelo de re-
feréncia (5)-(6). A lei de controle u por realimentagdo
de saida é dada por (38) com fungdo de modulagdo o
definida em (34) satisfazendo (33) e a estimativa ezata
e global 6 dada por (37) e construida com o estado
¢ =1l ... Cp—1]" do diferenciador proposto (31).
Suponha que as hipdteses (Al) a (A4) sejam vdlidas.
Para i, t = 0,...,p—1, escolhido adequadamente e
L(Z,t) em (31) satisfazendo (29), a estimagdo da va-
ridvel de deslizamento ideal o torna-se exata depois
de algum tempo finito, i.e., & = o. Assim, o sistema
de erro em malha-fechada com dindamica (19) € glo-
balmente exponencialmente estdavel, no sentido de que
Xe(t) e, consequentemente, o erro de rastreamento de
saida e(t) convergem exponencialmente para zero e to-
dos os sinais de malha-fechada se mantém uniforme-
mente limitados.

Prova: Apenas o esbogo da prova serd apresentado. A
demonstragao é dividida em dois passos. No primeiro,
é necessario mostrar que nao é possivel haver escape
em tempo finito nos sinais do sistema em malha-
fechada. Devido & hip6tese (A4), referente a condigao
de crescimento linear dos distirbios nao-lineares com
respeito ao estado ndo mensurado z, pode-se mostrar
que a entrada de controle u, bem como o termo dy e o
vetor regressor w em (19) s@o limitados de modo afim
por Xe:

lul s lds[ s |l < Kall(Xe)ell + ko, (39)

para algumas constantes kg ,k», > 0. Desse modo, os
sinais do sistema serao regulares e, por esse motivo,
podem crescer, no maximo, exponencialmente (Sastry
and Bodson, 1989). Este fato nos leva ao segundo
passo da prova. Existem dois instantes de tempo finito
Ty > 0e T> > 0, de modo que (30) e (33) sejam
satisfeitos, V¢ > max{T1,T2}. Assim, a varidvel de
deslizamento ideal é exatamente estimada, i.e., & =
o e a compensagao de grau relativo é perfeitamente
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Figura 1: Varigveis de estado do sistema.

alcangada. Além disso, a partir do Lema 1 em (Hsu
et al., 1997), o modo deslizante ideal 6(t) = o(t) =0 ¢é
alcangado em tempo finito. Uma vez que o é a saida de
grau relativo unitdrio para (19), é possivel reescrevé-
la na forma normal (Khalil, 2002), de tal modo que o
estado do sistema de erro é ISS com respeito a o, para
uma funcao de classe KL exponencial. Sendo assim,
X. e e = Hy,X. tendem exponencialmente para zero,
bem como o estado ¢ do diferenciador, que tem como
entrada o sinal e(t). Finalmente, a partir de (39), é
facil concluir que todos os sinais remanescentes sao
uniformemente limitados. O

6 Resultados de Simulacao

Considere o seguinte sistema linear perturbado com
grau relativo dois:

&1 =z — cos(t)

T2 =— 1.5x2 + x1 +u + 0.530?/3:5;/3 sin(t) ,

onde y = x1 estd disponivel e o rastreamento de
Ym = mr com 7(t) = 12sin(0.4t) + 0.2 sin(6t)
é o objetivo de controle. Em ¢ = 60 segundos, o si-
nal r é alterado para » = 0 a fim de mostrar que os
ganhos dindmicos podem ser reduzidos com a norma
do estado e a estabilidade é preservada. Os filtros de
entrada/saida a seguir foram usados: w, = SiQu e
wy = s3y- A partir do projeto do observador da
norma, os seguintes parametros foram selecionados:
vy =0.1, k¢ =0, kg = 12, c; = 10, c2 = 20. As con-
digdes iniciais foram fixadas como z1(0) = 5,z2(0) =
25. Uma vez que e = 1 — Ym, O limitante superior,
variante no tempo, estimado para € é calculado por
L(2,t) = |Z| + |u| + km, com kn, = 15. O controla-
dor u = —(3|Z| + 2.2) sgn(6) com superficie de desli-
zamento & = (1 + (o é aplicado (com estimativas de
e, € usando o diferenciador robusto de primeira ordem
(31)). Os resultados de simulagéo obtidos sdo mostra-
dos nas Figuras 1 —4. Na Fig. 4, pode ser visto que
depois de um tempo finito, o observador da norma
supera o valor real da norma de z. Analogamente,
para o diferenciador, existe também um tempo transi-
ente apds o qual o limitante superior £(Z,t) é sempre
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Figura 3: Sinal de erro € = y — ym: ganhos dindmicos x
ganhos constantes.

vélido, veja Fig. 2. Apesar dos distirbios, o rastrea-
mento exato é alcangado depois de um tempo finito,
conforme pode ser observado a partir da trajetéria de
erro na parte superior da Fig. 3. A parte inferior da
Fig. 3 corresponde ao resultado obtido quando um ga-
nho constante, C, = 25, é usado para o diferenciador
HOSM (24), e considerando que a planta e o contro-
lador estavam sob as mesmas condigoes aplicadas ao
caso do diferenciador com ganhos dindmicos proposto.
E possivel observar que o sistema de erro em malha-
fechada torna-se instavel com o diferenciador de ganho
fixo. O projeto com ganhos constantes funciona bem
durante os primeiros 20 segundos, intervalo durante o
qual o limitante superior C, = 25 para é ¢é valido, e
entao o sinal de erro comega a divergir, uma vez que
esse limitante superior é violado. Além disso, quando
a referéncia é alterada para zero em t = 60 segun-
dos, a estabilidade nao pode ser recuperada outra vez.
Isto ocorre porque a magnitude da constante escolhida
C, nao é suficiente para que se tenha uma estimativa
vélida, mesmo no caso de estabilizacao. Isto ocorre
devido & grande magnitude das varidveis de estado no
momento em que o sinal de referéncia é alterado. Caso

1743



XXI Congresso Brasileiro de Automatica - CBA2016
UFES, Vitéria - ES, 3 a 7 de outubro

40 T

35f ,‘sl ’ 1

30r ! \ |

tempo [s]

Figura 4: Observador da norma.

se deseje aumentar o ganho arbitrariamente, o prego a
ser pago é ter um alto ganho que se mantenha fixo por
todo o tempo, aumentando-se assim a sensibilidade do
sistema em malha-fechada.

Em nosso projeto de ganhos dindmicos, existe um
transiente, mas a estabilidade é alcangada indepen-
dentemente das condigOes iniciais e os ganhos sao au-
tomaticamente adaptados. Além disso, é importante
destacar que com o projeto proposto nao hé necessi-
dade de implementar qualquer mecanismo para detec-
tar quando o diferenciador converge, como foi feito em
(Angulo et al., 2012; Angulo et al., 2013).

7 Conclusoes

Um novo controlador de rastreamento por modos des-
lizantes com realimentacdo de saida para plantas in-
certas e ndo-lineares com grau relativo arbitrario na
presenca de disturbios foi proposto. O controlador é
baseado em um diferenciador global com ganhos dina-
micos que é atualizado por um observador de norma
de estado. Pela primeira vez, estabilidade exponen-
cial global e uniforme é garantida para um projeto
de controle por modos deslizantes de ordem superior,
bem como rastreamento exato da saida do modelo de
referéncia. A abordagem proposta permite modos de
deslizamento ideal em teoria. Portanto, o efeito de
chattering nao é considerado no caso ideal, i.e., na
auséncia de imperfei¢ées préoprias do mundo real, tais
como ruido e atrasos de chaveamento. De fato, a
varidvel de deslizamento, estimada pelo diferenciador
global/exato e que é o argumento da fungao relé, se
torna identicamente nula depois de algum tempo fi-
nito. Além disso, a generalizagdo do algoritmo super-
twisting com ganhos varidveis (VGSTA) utilizando so-
mente realimentacao de saida através do diferenciador
global aqui proposto é apresentada em um artigo com-
panheiro (Oliveira et al., 2016), considerando também
plantas de grau relativo arbitrario.

Agradecimentos

Os autores agradecem as agéncias brasileiras CAPES,
CNPq e FAPERJ pelo apoio financeiro.

ISSN 2525-8311

Referéncias

Angulo, M. T., Fridman, L. and Levant, A. (2012). Output-
feedback finite-time stabilization of disturbed LTI sys-
tems, Automatica 48: 606—611.

Angulo, M. T., Fridman, L. and Moreno, J. A. (2013). Output-
feedback finite-time stabilization of disturbed feedback li-
nearizable nonlinear systems, Automatica 49: 2767-2773.

Baev, S., Shtessel, Y. and Shkolnikov, I. (2008). Nonminimum-
phase output tracking in causal systems using higher-
order sliding modes, IEEE 18: 454—467.

Cunha, J. P. V. S., Costa, R. R. and Hsu, L. (2008). Design
of first-order approximation filters for sliding-mode con-
trol of uncertain systems, IEEE Trans. Ind. Electronics
55: 4037-4046.

Cunha, J. P. V. S., Costa, R. R., Lizarralde, F. and Hsu, L.
(2009). Peaking free variable structure control of uncer-
tain linear systems based on a high-gain observer, Auto-
matica 45: 1156-1164.

Emelyanov, S. V., Korovin, S. K., Nersisian, A. L. and Nisen-
zon, Y. Y. (1992). Discontinuous output feedback stabili-
zing an uncertain MIMO plant, Int. J. Contr. 55: 83-107.

Esfandiari, F. and Khalil, H. K. (1992). Output feedback
stabilization of fully linearizable systems, Int. J. Contr.
56: 1007-1037.

Estrada, A. and Fridman, L. M. (2010). Integral HOSM
semiglobal controller for finite-time exact compensation
of unmatched perturbations, IEEE Trans. Aut. Contr.
55: 2645 — 2649.

Filippov, A. F. (1964). Differential equations with discontinu-
ous right-hand side, American Math. Soc. Translations
42: 199-231.

Floquet, T., Spurgeon, S. K. and Edwards, C. (2011). An
output feedback sliding mode control strategy for MIMO
systems of arbitrary relative degree, Int. J. Robust and
Nonlinear Contr. 21: 119-133.

Hsu, L., Costa, R. R. and Cunha, J. P. V. S. (2003). Model-
reference output-feedback sliding mode controller for a
class of multivariable nonlinear systems, Asian Journal
of Control 5: 543—-556.

Hsu, L., Lizarralde, F. and Araujo, A. D. (1997). New results
on output-feedback variable structure model-reference
adaptive control: design and stability analysis, IEEE
Trans. Aut. Contr. 42: 386-393.

Toannou, P. and Sun, J. (1996). Robust Adaptive Control,
Prentice Hall.

Kailath, T. (1980). Linear Systems, Prentice Hall.
Khalil, H. K. (2002). Nonlinear Systems, Prentice Hall.

Levant, A. (2003). Higher-order sliding modes, differentiation
and output-feedback control, Int. J. Contr. 76: 924-941.

Levant, A. (2013). Practical relative degree approach in
sliding-mode control, Springer-Verlag 440: 97-115.

Levant, A. and Livne, M. (2012). Exact differentiation of
signals with unbounded higher derivatives, IEEE Trans.
Aut. Contr. 57: 1076-1080.

Nunes, E. V. L., Hsu, L. and Lizarralde, F. (2009). Global trac-
king for uncertain systems using output-feedback sliding
mode control, IEEE Trans. Aut. Contr. 54: 1141-1147.

Nunes, E. V. L., Peixoto, A. J., Oliveira, T. R. and Hsu, L.
(2014). Global exact tracking for uncertain MIMO linear
systems by output feedback sliding mode control, Journal
of the Franklin Institute 351: 2015—2032.

Oliveira, T. R., Estrada, A. and Fridman, L. (2016). Output-
feedback generalization of variable gain super-twisting sli-
ding mode control via global HOSM differentiatiors, 14th
International Workshop on Variable Structure Systems
p. to appear.

Plestan, F., Shtessel, Y., Brégeault, V. and Poznyak, A.
(2010). New methodologies for adaptive sliding mode
control, Int. J. Contr. 83: 1907-1919.

Sastry, S. S. and Bodson, M. (1989). Adaptive Control: Sta-
bility, Convergence and Robustness, Prentice Hall.

1744





