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Abstract— Two methods of detection of fixed points with interval arithmetic are discussed and compared
with Intlab, which is a computational tool that works with this arithmetic.The results are compared through
the computational cost and size of intervals obtained by each method. Although all methods reach the expected
fixed points, there are differences in the accuracy of results obtained by each method.
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Resumo— Dois métodos de deteccao de pontos fixos em fungdes recursivas que utilizam a aritmética intervalar
sdo abordados e comparados com o Intlab, ferramenta computacional que trabalha com essa aritmética. A
comparacao dos calculos realizados ¢é feita através do custo computacional e do tamanho dos intervalos obtidos
por cada método. Verifica-se que apesar de todos os métodos atingirem os pontos fixos esperados, existem
diferencas na precisdo dos resultados obtidos por cada método.
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1 Introducgao

A computagao numérica desempenha um pa-
pel fundamental na anélise de solugoes de sistemas
dinamicos nao-lineares, sendo usada para resolver
equagoes que modelam os mais diferentes sistemas
(Overton, 2001; Lozi, 2013). Porém, resultados
obtidos a partir do uso de técnicas computacio-
nais quase nunca sao exatos. Isso ocorre gragas a
limitacao de representagao dos niimeros reais pe-
los computadores (Galias, 2013; Kulisch, 2012).

O fato de a computagao numérica geralmente
fazer uso da norma IEEE 754 para aritmética
de ponto flutuante faz com que mesmo para um
dado de entrada que pode ser precisamente repre-
sentado pela maquina, o resultado de uma sim-
ples operagao matematica envolvendo esse niimero
possa nao ser representavel, gerando uma apro-
ximacao do resultado exato devida aos erros de
arredondamento (Overton, 2001; Galias, 2013).

Enquanto a aritmética de ponto flutuante é
afetada por erros de arredondamento, podendo
produzir resultados imprecisos, a aritmética inter-
valar tem a vantagem de limitar a solucao exata
(Ruetsch, 2005). A técnica de computagao por in-
tervalos (Moore, 1979) tem o intuito de controlar
estes erros em célculos envolvendo ponto flutuante
e vem sendo usada em diversas areas, como ana-
lise de circuitos elétricos (Grigoletti et al., 2006),
confiabilidade de sistemas com processo exponen-
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cial de falhas (Mendonga e Campos, 2013), andlise
de sistemas nao-lineares (Galias, 2013), processa-
mento de sinais e sistemas elétricos de poténcia
(Pereira e Costa, 2012) e simulacdo do polinémio
NARMAX (Nepomuceno e Martins, 2016).

Em sistemas dinamicos discretos, os pontos fi-
x0s tem importancia fundamental como elementos
para determinagao de pontos de equilibrio destes
sistemas (Devaney et al., 1993).

O objetivo deste trabalho é comparar métodos
de deteccao de pontos fixos em fungoes recursivas,
que fazem uso da aritmética intervalar: Nepomu-
ceno (2014) faz a anélise da convergéncia dessas
funcoes por meio da propagacao do erro em cada
operagao aritmética, enquanto Rodrigues Junior e
Nepomuceno (2015) desenvolvem um método que
leva em conta os intervalos de representagao dos
nimeros no computador, na intengao de solucio-
nar o problema da falta de precisao dos dados da
maquina.

Ambos os métodos estudados apresentaram
resultados similares alcancando os pontos fixos nas
regides estipuladas. No entanto, o método de-
senvolvido por Rodrigues Junior e Nepomuceno
(2015) apresenta solugdo apenas para um caso de
deteccao de pontos fixos. Portanto, o que se pre-
tende é, além de aprimorar o método de Rodri-
gues Junior e Nepomuceno (2015) de modo que
abranja mais casos no célculo de pontos fixos, tes-
tar ambos os métodos para outras condigoes e

1488



XXI Congresso Brasileiro de Automatica - CBA2016
UFES, Vitéria - ES, 3 a 7 de outubro

comparar seus resultados com os obtidos pelo In-
tlab, ferramenta computacional que trabalha com
a aritmética intervalar na forma tradicional.

2 Conceitos Preliminares

2.1 Andlise Intervalar

A técnica de computacgao por intervalos foi
proposta em sua forma moderna por Moore (1979)
como uma ferramenta para limitar os erros de ar-
redondamentos na computacao numérica e é um
campo que engloba a matematica rigorosa com a
computagao cientifica. Essa ligagdo entre compu-
tacao e matemadtica intervalar, torna possivel re-
solver problemas que nao podem ser resolvidos de
forma eficiente usando a aritmética tradicional de
ponto flutuante (Moore, 1979).

Portanto, a andlise intervalar lida com dados
numéricos na forma de intervalos compactos com
o objetivo de codificar os erros computacionais no
préprio intervalo (Hickey et al., 2001).

Por um intervalo, entende-se um conjunto fe-
chado e limitado de ntimeros reais * € R geral-
mente denotado por uma letra maitiscula X com

os limites = < 2™ tal que X = [z~ 27| = {2 :
= < x < z7} (Nepomuceno e Martins, 2016).
Dados dois intervalos reais X = [z7,2t] e Y =

[y~,yT], a intersecao X NY é o conjunto de ni-
meros reais que pertence a ambos. A unido X UY
é o conjunto de niimeros reais que pertencem a um
ou outro (ou ambos) (Rothwell e Cloud, 2012).
O tamanho de um intervalo é dado por
w(X) = [#7 — 27]. E importante destacar que
a precisao da informacgao contida em um intervalo
é inversamente proporcional ao tamanho do inter-
valo. Sendo assim, quanto menor o intervalo, mais
precisa é a informacao nele contida (Moore, 1979).

2.2  Funcgoes Recursivas

O problema da propagacao de erros deve ser
especialmente levado em conta em fungoes recur-
sivas que caracterizam sistemas cadticos, uma vez
que pequenos erros obtidos em cada passo com-
putacional crescem devido ao fato de que a con-
tragdo ndo pode ser aplicada ao sistema (Galias,
2013; Hammel et al., 1987; Nepomuceno, 2014).

Uma fungao recursiva pode ser definida da se-
guinte forma: seja I C R um espago métrico com
f:T— R, tem-se que:

ITn = f(xn71)~ (1)

Uma série de tempo discreto pode ser gerada
por um procedimento iterativo simples de (1). A
sequéncia de valores de um mapa, representada
por {z¢,z1,...,2,} é uma Orbita. Dependendo
da escolha de f, a série pode apresentar tanto
ponto fixo de periodo 1 ou maior, quanto com-
portamento cadtico.
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Segundo Feigenbaum (1978), se f(z*) = z*,
entdo diz-se que z* é um ponto fixo de f(z). Ex-
pandindo esse conceito para os casos de pontos
fixos de periodos superiores, tem-se:

Definicao 1 Se f(z,) = xn—p, entdo o con-
Junto {xn_p, ... Tn_1} representa os pontos fixos
de f(x) de periodo p, Vn,p € N.

2.8 Meétodos Estudados

O método apresentado por Nepomuceno
(2014) consiste na determinagao de um erro 6,, > 0
relacionado a cada operagao aritmética realizada
pelo computador a cada saida z,, de um mapa re-
cursivo. Seja D C Q o conjunto dos niimeros que
podem ser armazenados no computador, para o
intervalo I C R, com x € I e f, : I — R sendo
uma funcao iterativa, existe um outro intervalo
J C D, com ¢ € J sendo uma representacao de
Te fn sendo uma aproximagao de f,,. Com isso,
tem-se que

d(fu(@),fu(&)) < 8. (2)
A partir de (2), pode-se afirmar que f,,(z) #
fn(x) somente se

d(fin (&), fu(2)) > 6 + 6. (3)

Portanto, com base em (Nepomuceno, 2014),
pode-se fazer a seguinte definicdo a respeito de
ponto fixo:

Definicao 2 Sejam —n =p, VYmn,p € N. Se
A(fm(Z*),fn(T")) < 6m + 0n, entdo f apresenta
ponto fixo de periodo p.

Na metodologia adotada por Rodrigues Ju-
nior e Nepomuceno (2015), a solugdo encontrada
para resolver o problema da influéncia da propaga-
¢ao do erro computacional foi trabalhar com inter-
valos gerados a partir do arredondamento da con-
dicao inicial xg para cima e para baixo, ou seja, 0s
limites 2; e 23 sdo os pontos flutuantes mais pré-
ximos de xg. Apds a defini¢ao do intervalo inicial,
sao realizadas operagoes com cada limite. Essas
operagoes sao também arredondadas de modo que
o tamanho do intervalo nunca fique nulo.

A definicdo de ponto fixo para esse trabalho
pode ser abordada de uma forma mais simples em
relagao ao outro método.

Definigao 3 Seja a sequéncia [XO,Xl, e ,Xn] a
representacdo dos intervalos obtidos a cada itera-
¢do m como resposta de um mapa recursivo. Se
X, NX,_p # 0, entao z* € X,, € ponto fizo de
periodo p.

A determinagao do valor de z* pode ser dada
considerando o ponto médio do intervalo X,, com
um erro associado dado pela metade do tamanho
de X,,.
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Tabela 1: As 10 primeiras iteragoes obtidas como solugao de x,,+1 = rz, (1 —zy,), com r = 3,6 e g = 0,6.

XXI Congresso Brasileiro de Automatica - CBA2016
UFES, Vitéria - ES, 3 a 7 de outubro

wrMazima Nepomuceno (2014) Rodrigues Junior e Nepomuceno (2015)

n Tn (@n — &) (3 — %) (@n — &) (T3 — @)

0 | 0,6000000000000000 0 0 0 0

1 | 0,8640000000000000 0 0 0 0

2 | 0,4230144000000000 | 9,8657 x 10~  1,0118 x 10~ | 9.8657 x 1016 1,0118 x 1015

3 | 0,8786635826135040 | 3,0292 x 10~15  2.9661 x 10~ | 1,0308 x 1015 9,6761 x 1016

4 | 0,3838100083283017 | 1,0726 x 10~  1,1311 x 10~ | 1,7337 x 10715 1,2687 x 10715

5 | 0,8513995890071905 | 1,9403 x 10~  2,0564 x 10714 | 1,4178 x 10~1° 1,5797 x 10715

6 | 0,4554659838440795 | 7,3478 x 1071 7,1516 x 10714 | 3,4793 x 10~1° 3,5151 x 10719

7 | 0,8928601970580872 | 9,6314 x 10~14  9.5826 x 10~ | 1,2073 x 101 7,9103 x 10~16

8 | 0,3443791160429314 | 3,6635 x 10~13  3,6867 x 1013 | 3,3653 x 1017 3,6291 x 10~

9 | 0,8128157057151141 | 7,7902 x 10~ 7,9095 x 10713 | 4,0874 x 10~1° 4,9054 x 1071°

10 | 0,5477268033286385 | 2,5375 x 10712 2,5334 x 10712 | 1,0571 x 10714 8,4140 x 10715
2.4 Intlab o resultado com precisdao de 100 digitos. Se algum

Neste trabalho, os métodos descritos em Ne-
pomuceno (2014) e Rodrigues Junior e Nepomu-
ceno (2015) sao comparados com os resultados do
Intlab pelos tamanhos dos intervalos finais obtidos
e o numero de iteracoes para atingirem diferentes
pontos fixos.

O Intlab é um toolbor do Matlab designado
para realizar operacoes com intervalos reais e com-
plexos. O conceito do Intlab se divide em um bi-
blioteca réapida da aritmética intervalar e em um
ambiente interativo de programacao para opera-
¢oOes intervalares de facil acesso (Rump, 1999).

A definicdo de um valor intervalar no tool-
box pode ser realizada através das fungoes intval
ou infsup. A fungao infsup(x~,x") permite que
o usudrio entre com os limites inferior =~ e su-
perior T do intervalo que desejar. J4 a funcdo
intval(xg), utilizada neste trabalho, gera um in-
tervalo baseado nos intervalos de representacao da
méquina, ou seja, a partir de um ponto g, a fun-
¢&0 usa 0 maior e menor pontos flutuantes mais
proximos a xg para formar um intervalo de modo
que zg € intval(xg).

3 Metodologia

A fim de verificar a coeréncia dos métodos es-
tudados, calculam-se, através do Matlab, as tra-
jetérias das orbitas do mapa logistico, dado por
Tpy1 = 12,(1 — ), com 7 = 3,6 e g = 0,6
para cada método. Os resultados obtidos pelas
10 primeiras iteragoes com célculos de cerca de
16 digitos de precisao sao comparados com céalcu-
los simbélicos com precisao de 100 digitos, obtidos
pelo software wxMazima.

A Tabela 1 apresenta os resultados x,, obti-
dos pelo wxMaxima além dos intervalos obtidos
pelos dois métodos a cada iteracao n. O termo
(zn, — &,,) representa a diferenga entre o resultado
encontrado através do célculo simbélico e o limite
inferior do intervalo. J& (&} — x,) ¢ a diferenga
entre o limite superior do intervalo dos métodos e
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desses valores for negativo, significa que o termo
T, nao estd contido no intervalo [, ,2;].

Como nenhum valor apresentado na Tabela 1
é negativo, pode-se confirmar que a érbita obtida
pelo calculo com maior precisao esta contida den-
tro dos intervalos das érbitas de cada método. Isso
é uma indicagao de que ambas as estratégias ado-
tadas por Nepomuceno (2014) e Rodrigues Junior
e Nepomuceno (2015) s&o coerentes.

Tanto em Nepomuceno (2014) quanto em Ro-
drigues Junior e Nepomuceno (2015), a fungao re-
cursiva usada para ilustrar a técnica de compu-
tagao por intervalos na eliminacao do erro com-
putacional no calculo do ponto fixo foi a fungao
do mapa logistico, desenvolvida por (May, 1976)
como um modelo populacional, dada por:

Tn+1 = r$71(1 - wn) (4)

Na equagao (4), =, é um ndmero entre zero
e um que representa a razao entre a populacao
existente na m-ésima iteragdo e o maior nimero
possivel de individuos; e r é a taxa de crescimento
da populagao. Para que z,, esteja sempre no in-
tervalo indicado, o maior valor admissivel para a
taxa de crescimento r € 4.

A medida em que o parametro r se aproxima
de 4, a trajetéria da érbita do mapa logistico se
torna mais instavel, levando o sistema a apre-
sentar comportamento cadtico (Feigenbaum, 1978;
Wang et al., 2004).

Quando se trabalha com intervalo em mapas
discretos, é necesséario que seu tamanho nunca seja
nulo, de modo a evitar que o intervalo seja tra-
tado como um ponto, tornando inutil a andlise
intervalar. Para que isso nao ocorra, deve se ob-
servar a posicao dos pontos limites dos intervalos
no cobweb plot.

O cobweb plot é um procedimento gréfico
usado para analisar o comportamento qualitativo
de funcoes recursivas unidimensionais. Esse tipo
de grafico, apresentado na Figura 1, permite de-
terminar a evolucao de uma condigao inicial sobre
vérias iteragoes (Tomida, 2008).
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Tabela 2: Comparagao dos célculos para os trés casos entre Intlab, Nepomuceno (2014) e Rodrigues Junior

e Nepomuceno (2015).

Intlab Nepomuceno (2014) R. Junior e Nepomuceno (2015)
Caso | Periodo Tamanho n | Periodo Tamanho n | Periodo Tamanho n
1 2 1,83 x107% 20 2 1,46 x 1078 27 2 6,66 x 10~16 55
2 4 3,22x 1074 23 4 7,49 x 107° 33 4 1,11 x 10715 207
3 8 457 x107* 23 8 2,15 x 1073 35 8 1,15 x 10~ 302

Na intencao de que um intervalo sempre seja
assegurado no mapa logistico para o método adap-
tado de Rodrigues Junior e Nepomuceno (2015),
os arredondamentos realizados em cada iteragao
devem seguir uma das trés situacoes:

+

e Limite superior x;7 menor do que 0,5: z,

deve ser arredondado para baixo e z;}, | deve
ser arredondado para cima;

e Limite inferior z,; maior do que 0,5: z,
deve ser arredondado para cima e z;; deve
ser arredondado para baixo;

e Limites inferior z,, e superior z,' entre 0,5:
ambos devem ser arredondados para baixo.

Cobweb Plot do Mapa Logistico
T T T T T

—_— =3,6.xn.(1-xn)

0.8~ q

Figura 1: Cobweb plot do mapa logistico para o
parametro r = 3,6.

Baseado em Feigenbaum (1978), trés casos de
pontos fixos de (4) serdo analisados:

e Caso 1: r = 330/100 e zy = 0,6, cuja 6rbita
deve convergir para ponto fixo de periodo 2;

e Caso 2: r = 347/100 e o = 0,6, cuja drbita
deve convergir para ponto fixo de periodo 4;

e Caso 3: r = 355/100 e 2o = 0,6, cuja drbita
deve convergir para ponto fixo de periodo 8;

4 Resultados

O resultado da aplicagao dos métodos aborda-
dos em Nepomuceno (2014) e em Rodrigues Junior
e Nepomuceno (2015) estao apresentados na Ta-
bela 2, onde sao descritos o periodo do ponto fixo
calculado, o tamanho do intervalo final obtido e
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o numero de iteracoes necessarias por cada mé-
todo para alcancar o ponto fixo. Para efeito de
comparacgao, a Tabela 2 também apresenta os re-
sultados obtidos por meio da aritmética intervalar
tradicional encontrados através do toolbox Intlab.

Pela anélise da Tabela 2 pode-se observar que,
apesar de alcancarem pontos fixos de mesmo pe-
riodo, existem diferencas consideraveis com rela-
¢a0 ao numero de iteragoes necessarias para atingi-
los e ao tamanho dos intervalos finais obtidos em
cada caso pelos métodos analisados.

Outra observacao que pode ser feita é que a
medida em que se aumentou o parametro r da
equagdo (4), o tamanho dos intervalos finais tam-
bém aumentou em todos os métodos.

O tamanho dos intervalos cresce devido ao
fato de que quanto maior o valor do parametro
r, maior a inclinacao da curva da Figura 1. Con-
sequentemente, a distancia entre as saidas obtidas
a partir de dois pontos muito préximos, também
sera maior.

Pela analise das simulagoes, todos os métodos
atingiram os pontos fixos estipulados de acordo
com Feigenbaum (1978).

5 Conclusao

De acordo com os resultados obtidos, todos os
métodos sao eficazes para atingir os pontos fixos
dos casos abordados no trabalho, porém cada um
possui caracteristicas distintas.

Pela anélise da Tabela 2, pode-se observar que
apesar do método desenvolvido por Nepomuceno
(2014) calcular os pontos fixos mais rapidamente
em relagao ao de Rodrigues Junior e Nepomuceno
(2015), seus resultados apresentam menor preci-
sdo, uma vez que o tamanho do intervalo final ob-
tido chega a cerca de 107" maior. Além disso,
pela andlise da Tabela 1, pode-se observar que
os intervalos em Nepomuceno (2014) apresentam
taxa de crescimento maior em relacao a Rodri-
gues Junior e Nepomuceno (2015).

Fazendo a comparagao do método de Nepo-
muceno (2014) com os resultados obtidos pelo In-
tlab, pode ser observado que o numero de itera-
¢Oes necessarias para alcancar o ponto fixo com
Nepomuceno (2014) é maior para todos os casos.
Porém, nos casos 1 e 2, os intervalos obtidos para
esse método sao mais precisos em relagao aos re-
sultados do Intlab.
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A metodologia desenvolvida por Rodri-
gues Junior e Nepomuceno (2015) apresentou os
melhores resultados em relagao aos demais méto-
dos. Mesmo necessitando de nimeros de iteragoes
muito maiores para todos os casos, os intervalos
finais obtidos com esse método foram muito meno-
res em relagao ao método de Nepomuceno (2014)
e a aritmética intervalar do Intlab.

Por exemplo, no caso 3, o nimero de iteragoes
para alcancar o ponto fixo de periodo 8 pelo mé-
todo de Rodrigues Junior e Nepomuceno (2015)
foi aproximadamente 13 vezes o numero com o
uso do Intlab. Porém, o intervalo final encontrado
para esse método foi cerca 4 x 10'° vezes menor
do que o correspondente obtido pelo Intlab.

Por fim, pretende-se em trabalhos futuros in-
vestigar esses métodos na construcao de diagra-
mas de bifurcagao para o mapa logistico e traba-
lhar com outros mapas.
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