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Abstract— In the automotive industry, nowadays the technology of dampers using MR fluid has emerged
as a solution which can bring benefits of comfort and safety to overall vehicle users. This paper discusses the
non-linear modeling of a full vehicle which considers the vertical, lateral and longitudinal dynamics and aims to
contribute to the field of vibration control in vehicular suspensions using magnetoreological dampers, evaluating
the performance of optimal controller (LQR).
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Resumo— Na indústria automobiĺıstica, atualmente a tecnologia dos amortecedores que utilizam fluido mag-
netoreológicos (MR) vem se destacando como uma solução que pode trazer benef́ıcios de conforto e segurança aos
usuários de véıculos em geral. Este trabalho discute a modelagem não-linear de um véıculo inteiro que considera a
dinâmica vertical, lateral e longitudinal e pretende contribuir com a área de controle de vibrações em suspensões
veiculares que utilizam amortecedores MR, avaliando o desempenho do controlador ótimo (LQR).
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1 Introdução

Durante as últimas décadas, tecnologias avança-
das em sistemas de suspensão veicular têm sido de-
senvolvidas e o conceito principal envolvido, está
em estabelecer um equiĺıbrio entre os seguintes
ı́ndices de desempenho: aderência à pista e con-
forto na condução do véıculo. A aderência à pista
refere-se em quais condições os pneus estão sub-
metidos e devem sempre permanecer em contato
com a superf́ıcie da pista enquanto realiza mano-
bras. Já o conforto na condução refere-se a trans-
missão de vibrações para os passageiros e exige
uma isolação da massa suspensa, à partir de vi-
brações causadas por irregularidades da superf́ıcie
da pista.

Em geral, uma boa suspensão deveria gerar
um passeio confortável e uma boa dirigibilidade.
Todavia, os critérios de projeto dependem do pro-
pósito do véıculo. Por exemplo, um motorista
de carro esportivo ou de corridas aceitará uma
suspensão com alto coeficiente de amortecimento
para uma boa dirigibilidade, principalmente em
curvas a alta velocidade. Nesse caso, as vibrações
são transmitidas ao motorista. Já em carros de
passeio, as suspensões possuem baixo coeficiente
de amortecimento no intuito de se obter conforto,
através da redução da transmissibilidade. Há vá-
rias pesquisas atuais de projetos de amortecedo-
res ativos que conseguem modificar o seu modo
de operação, passando de uma condição em que
exige estabilidade para outra de conforto, e vice-
versa (Abreu et al., 2013).

De acordo com (Savaresi et al., 2010), as sus-
pensões controláveis podem ser classificadas com
base em duas caracteŕısticas principais: a) entrada
de energia, isto é, quando a energia é ”adicionada”
ao sistema de suspensão, classifica-se como sus-
pensão ativa. Por outro lado, quando a força
presente na suspensão é alterada sem inserção de
energia, classifica-se como semi-ativa e b) largura
de banda, isto é, quando o componente controlado
da suspensão pode ser modificado com um tempo
de resposta espećıfico. Tal recurso caracteriza for-
temente o sistema de suspensão, uma vez que ine-
rentemente define a largura de banda máxima al-
cançável correspondente ao sistema de controle em
malha fechada.

Na literatura existem inúmeros trabalhos so-
bre controle semi-ativo de vibrações em siste-
mas de suspensões automotivas com amortecedo-
res magnetoreológicos (MR) para melhorar o con-
forto e a segurança dos ocupantes do véıculo. Dife-
rentes estratégias de controle têm sido propostas.
Algumas delas baseadas nas teorias de controle
não-linear (Lai e Liao, 2002; Kafafy et al., 2012),
controle robusto (Crivellaro, 2008; Chadli et al.,
2010; Yim, 2011), controle LQR (Linear Qua-
dratic Regulator) (Jahromi e Zabihollah, 2010),
ou controle LQG (Linear Quadratic Gaussian)
(Zareh et al., 2011; Metered, 2012). Essas técnicas
oferecem resultados atraentes quando se têm um
modelo de véıculo preciso, ou existem medidas su-
ficientes que poderiam descrever a dinâmica não-
linear para projetar um observador/estimador. A
dificuldade no estabelecimento de modelos confiá-
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veis e de fácil tratamento matemático para auto-
móveis levam a utilização dos controladores basea-
dos em Inteligência Artificial, tais como, o contro-
lador nebuloso (Yu et al., 2006; Abreu et al., 2013)
e o controlador baseado em redes neurais artificiais
(Metered et al., 2010), não prescindindo o conhe-
cimento detalhado dos modelos dos elementos do
processo a ser controlado.

Dada a simplicidade na formulação, os mode-
los de véıculo que consideram a dinâmica verti-
cal ou a dinâmica lateral separadamente, por sua
vez, vêm sendo empregados em projetos de con-
troladores. No entanto, alguns efeitos dinâmicos
importantes são desconsiderados.

Neste trabalho, propõe-se um modelo com-
pleto para um véıculo que considera a dinâmica
vertical, lateral e longitudinal, as não-linearidades
dos amortecedores MR e as não-linearidades dos
pneus, visando simular diferentes condições de
condução. Pretende, também, contribuir com a
área de controle de vibrações em suspensões veicu-
lares que utilizam amortecedores MR, avaliando o
desempenho dos controladores ótimos (LQR), em
que o objetivo principal é assegurar a estabilidade
do véıculo e minimizar o movimento da massa sus-
pensa em qualquer situação de condução.

2 Modelo Não-Linear do Véıculo Inteiro

Um modelo não-linear do véıculo inteiro com
dois eixos e 14 GDL’s foi adaptado de (Shim e
Ghike, 2007), e desenvolvido para investigar as
respostas dinâmicas relacionadas as entradas de
direção e torque, bem como excitações decorren-
tes da rugosidade pista. Este modelo é composto
de 6 GDL’s da massa suspensa e 2 GDL’s de cada
uma das quatro rodas, incluindo o deslocamento
vertical da suspensão e a velocidade angular da
roda.

A massa suspensa é modelada como sendo ŕı-
gida, com um sistema de coordenadas local B,
(xyz ), anexado ao centro de gravidade e alinhado
com as direções principais. A orientação e a po-
sição do corpo, representada no sistema de coor-
denadas inercial G (XYZ ), pode ser determinada
por meio de sucessivas transformações de coorde-
nadas através dos ângulos de cardan (isto é, o ân-
gulo de rolamento ϕ, o ângulo de arfagem θ, e o
ângulo de guinada ψ), como mostrado na figura 1.

O sistema de coordenadas local B1 é obtido
pela rotação do sistema de coordenadas inercial G
através do ângulo de guinada ψ. E o sistema de
coordenadas local B é obtido pela rotação do sis-
tema de coordenadas B1, primeiramente através
da ângulo de arfagem θ e, em seguida, através do
ângulo de rolagem ϕ.

A figura 2 mostra os componentes de força e
velocidade do canto direito dianteiro do véıculo, a
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Figura 1: Esquema do modelo não-linear do véı-
culo inteiro com 14 GDL’s e os sistemas de coor-
denadas.

relação das forças gerada nos pneus com o ângulo
de direção e o modelo dinâmico da roda.
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Figura 2: (a) Descrição das forças e velocidades no
canto direito dianteiro de um véıculo e (b) Modelo
dinâmico da roda.

As equações diferenciais de movimento de ro-
tação para cada conjunto de roda, para a massa
suspensa (m) e para as massas não-suspensas m1,
m2, m3 e m4, são determinadas a partir da figu-
ras 1 e 2 e formuladas usando a dinâmica New-
toniana, semelhante ao apresentado por (Shim e
Ghike, 2007), assim dadas por:

m(u̇ + ωyw − ωzv) = ∑(Fxsij) +mgsenθ (1)

m(v̇ + ωzu − ωxw) = ∑(Fysij) −mgsenϕcosθ (2)

m(ẇ +ωxv −ωyu) = ∑(Fzsij)−mgcosϕcosθ (3)

Ixω̇x = ∑(Mxij)−Fzsfryfr+Fzsflyfl−Fzsrryrr+
+ Fzsrlyrl (4)

Iyω̇y = ∑(Myij) −Fzsfrxf −Fzsflxf +Fzsrrxr+
+ Fzsrlxr (5)

Izω̇z = ∑(Mzij) +Fysfrxf +Fysflxf −Fysrrxr−
− Fysrlxr + Fxsfryfr − Fzsflyfl + Fzsrryrr−

− Fzsrlyrl (6)
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mkẇuij = cosϕ(cosθ(Fzgij −mkg)+senθFxgij)−
− senϕFygij − xsijKsk − Fk −mkωxvuij+

+mkωyuuij (7)

Iwijω̇ij = Fxtijrij − Tij (8)

sendo o subscrito ij denota frente direita (fr),
frente esquerda (fl), traseira direita (rr), traseira
esquerda (rl) e o subscrito k denota as massas
não-suspensa (1, 2, 3 e 4).

Os ângulos de cardan ϕ, θ, ψ necessários men-
cionados nas equações acima são obtidos reali-
zando a integração das seguintes equações:

ϕ̇ = ωx + ωysenϕtgθ + ωzcosϕtgθ (9)

θ̇ = ωycosϕ − ωzsenϕ (10)

ψ̇ = ωysenϕ

cosθ
− ωzcosϕ

cosθ
(11)

As forças Fxgij e Fygij são obtidas a partir
da relação das forças longitudinal Fxtij e lateral
Fytij na área de contato do pneu com o ângulo
de direção (δk), conforme ilustrado na figura 2a, e
são dadas por:

Fxgij = Fxtijcosδk − Fytijsenδk (12)

Fygij = Fxtijsenδk + Fytijcosδk (13)

O modelo do pneu desenvolvido por (Pacejka,
2012) foi usado para o desenvolvimento das forças
Fxtij e Fytij . Os deslizamentos longitudinais e la-
terais usados como entradas do modelo do pneu
foram calculados como segue:

Sij =
rijωij − (ugijsenδk + vgijcosδk)

∣(ugijsenδk + vgijcosδk)∣
(14)

αij = tg −1 (
vgij

ugij
) − δk (15)

Os valores dos parâmetros f́ısico e geométricos
do véıculo adotados neste trabalho foram baseados
em um carro tipo A-class e estão dispostos na Tab.
1.

Todas as simulações numéricas foram feitas
aplicando o teste DLC (Double Lane Change) a
uma velocidade longitudinal (u) de 50 km/h e com
os ângulos de direção das rodas dianteiras descri-
tos conforme ilustra a figura 3.

O sistema dinâmico, foi simulado num micro-
computador pessoal sendo que as equações foram
computadas (admitindo condições iniciais nulas)
usando um integrador de Runge-Kutta de quarta
ordem e passo variável. O tempo de simulação
utilizado nos testes numéricos foi assumido como
sendo de 8 segundos, tempo suficiente para se ob-
servar a estabilização do sistema.

Tabela 1: Parâmetros f́ısicos e geométricos de um
carro tipo A-class.

Parâmetros do Véıculo A-class

Massa suspensa

m = 750 kg

Momento de inércia Longitudinal Ix = 270 kgm2

Momento de inércia Lateral Iy = 750 kgm2

Momento de inércia Vertical Iz = 750 kgm2

Distância do CG até eixo dianteiro xf = 1.100 m
Distância do CG até o eixo traseiro xr = 1.250 m
Distância do CG até lado esquerdo dianteiro yfl = 0.7075 m
Distância do CG até lado direito dianteiro yfr = 0.7075 m
Distância do CG até lado esquerdo traseiro yrl = 0.6875 m
Distância do CG até lado direito traseiro yrr = 0.6875 m
Distância do CG até a pista h = 0.540 m

Massa não-suspensa

m1 =m2 =m3 =m4 = 41.5 kg
Rigidez da suspensão dianteira ks1 = ks2 = 18 kN/m
Rigidez da suspensão traseira ks3 = ks4 = 18 kN/m
Rigidez do pneu dianteiro kt1 = kt2 = 230 kN/m
Rigidez do pneu traseiro kt3 = kt4 = 230 kN/m
Raio do pneu nominal r0 = 0.298 m

Momento de inércia do conjunto roda Iwij = 0.6 kgm2
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Figura 3: (a) Ângulo de direção δ1 e (b) Ângulo
de direção δ2.

3 Amortecedores Magnetoreológicos

Fluidos magnetoreológicos (MR) são fluidos capa-
zes de alterar suas propriedades reológicas quando
submetidos a um campo magnético. Trata-se de
soluções coloidais formadas por 20% a 40% do
seu volume de part́ıculas magnetizáveis mistura-
das com um óleo inerte, geralmente à base mineral
ou à base de silicone (Rainbow, 1948). Quando
o fluido é submetido a um campo magnético ex-
terno, suas part́ıculas começam a formar estrutu-
ras colunares paralelas às linhas de fluxo magné-
tico.

3.1 Modelo Matemático

Para desenvolver algoritmos de controle que utili-
zem amortecedores MR, um número significativo
de modelos matemáticos tem surgido com o ob-
jetivo de descrever o comportamento não-linear
intŕınseco destes dispositivos (Spencer et al.,
1996).

Um modelo que é numericamente tratável e
vem sendo usado extensivamente para modelar sis-
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temas que contém histerese é o modelo de Bouc-
Wen modificado (Spencer et al., 1996). Este mo-
delo é extremamente versátil e pode exibir uma
grande variedade de comportamento de histerese.

As equações que descrevem este modelo são
listadas a seguir:

F = c1
.
y +k1 (x − x0) (16)

sendo

.
y= 1

c0 + c1
[αz + c0

.
x +k0 (x − y)] (17)

e

.
z= −λ ∣ .x −

.
y∣ z ∣z∣n−1−γ ( .

x −
.
y) ∣z∣n+β ( .

x −
.
y) (18)

Assume-se que α, c0 e c1 em (16) e (17) são
também funções que dependem de uma tensão elé-
trica (v) aplicada na bobina do amortecedor, na
forma:

α (e) = αa + αbe (19)

c0 (e) = c0a + c0be (20)

c1 (e) = c1a + c1be (21)
.
e = −η (e − v) (22)

As equações 19, 20 e 21, apresentam parâme-
tros que são dependentes da variável e, que por sua
vez é resultante de um filtro de primeira ordem
que representa o retardo da corrente do circuito
elétrico em relação a tensão de entrada v. Todos
os parâmetros deste modelo foram coletados do
trabalho de (Lai e Liao, 2002) e estão dispostos
na Tab. 2.

Tabela 2: Parâmetros do amortecedor MR utili-
zados por Lai e Liao (2002).

Parâmetros Valores

c0a 784 Ns/m
c0b 1803 Ns/V m
k0 3610 N/m
c1a 14649 Ns/m
c1b 34622 Ns/V m
k1 840 N/m
x0 0.0245 m
αa 12441 N/m
αb 38430 N/V m
λ 136320 m−2

γ 2059020 m−2

β 58
n 2
η 190 s−1

3.2 Algoritmo de Controle utilizado em Amorte-
cedores MR

Dentre os algoritmos de controle que não utilizam
um modelo do amortecedor MR, um dos mais pre-
sentes na literatura é o Clipped Control ou Con-
trole Grampeado (Dyke et al., 1996). O conceito
de grampeamento do controle requer que o amor-
tecedor MR reproduza continuamente a força ge-
rada por uma lei de controle ativa. Esta estratégia
de limitar ou grampear a força do amortecedor
MR em determinadas condições foi chamada de
controle semi-ativo grampeado (Clipped Control).

Assim, a representação matemática de v em
função de Fd e F , é dada por (Dyke et al., 1996):

v = { vmax, Fd > F
0, Fd ≤ F

, se sgn(Fd) = sgn(F ) (23)

sendo sgn( ) é a função sinal e para sgn(Fd) ≠
sgn(F ), tem-se que: v = 0.

Deve-se notar que a voltagem determinada se-
gundo a Eq. (23) é descont́ınua no tempo e seu
valor permuta entre os valores v = 0 e v = vmax,
sendo que a voltagem máxima (vmax) geralmente
é a tensão elétrica de saturação do campo magné-
tico gerado pelo amortecedor MR.

4 Controle Ótimo

A lei de controle ótimo ou do regulador linear qua-
drático (LQR) é obtida a partir do modelo mate-
mático de 1/4 de véıculo. Desta forma, conside-
rando que todos os estados são mensuráveis, a lei
de controle ótimo proposta é dada por (Lewis e
Syrmos, 1995):

F (t) = −Kx (t) (24)

Esse problema de otimização busca garantir a mi-
nimização de um funcional quadrático, descrito
pela equação:

J = ∫
∞

0
(xTQx + FTRF)dt (25)

sendo Q é uma matriz diagonal semi-positiva que
pondera o estado x e R é uma matriz positiva que
pondera o esforço de controle F .

Assim, para resolver o problema de controle
ótimo, isto é, determinar o ganho de realimentação
do regulador ótimo K, neste trabalho, as matrizes
Q e R foram escolhidas serem iguais, respectiva-
mente, a:

Q =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

e R = 2 × 10−9 (26)

sendo o requisito de projeto de controle relativo à
matriz Q pondera, dentre as variáveis de estado,
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o deslocamento da massa não-suspensa e a veloci-
dade da massa suspensa.

Assim, o vetor de ganho ótimo para a parte
dianteira Kf e traseira Kr resultam em:

Kf = [1.52 × 10
−10
−9970.9 22367.63 −86.66] (27)

Kr = [3.02 × 10
−10
−10121.22 22366.89 −77.39] (28)

5 Avaliação Numérica

Para verificar o desempenho dos controladores
ótimo projetados, realiza-se a simulação do sis-
tema descrito pelas Eqs. 1 à 15 em malha fechada
e aberta (v = 0V e v = 2V ). A figura 4 mostra o
sistema em malha fechada.

Modelo não-linear do 
veículo inteiro de 14 GDL's 

Ângulo de direção, 𝜹𝒌
Torque em cada roda, 𝑻𝒊𝒋
Excitação da pista, 𝒘𝒈𝒊𝒋

Entradas

Velocidade longitudinal do pneu, 𝒖𝒈𝒊𝒋
Velocidade lateral do pneu, 𝒗𝒈𝒊𝒋

Velocidade angular do pneu, 𝝎𝒊𝒋
Força vertical agindo na pista, 𝑭𝒛𝒈𝒊𝒋

Deslocamento relativo da suspensão, 𝑿𝒔𝒊𝒋

Deslocamento dos cantos da massa suspensa, 𝒛𝒔𝒊𝒋

Velocidade relativa da suspensão,  𝑿𝒔𝒊𝒋

Velocidade dos cantos da massa suspensa, 𝒘𝒔𝒊𝒋

Deslocamento da massa não-suspensa, 𝒛𝒖𝒊𝒋

Velocidade da massa não-suspensa, 𝒘𝒖𝒊𝒋

Modelo Pacejka 
dos Pneus 

Força longitudinal do pneu, 𝑭𝒙𝒕𝒊𝒋
Força lateral do pneu, 𝑭𝒚𝒕𝒊𝒋

Modelo de Bouc-Wen 
modificado

Modelo de Bouc-Wen 
modificado

Modelo de Bouc-Wen 
modificado

Modelo de Bouc-Wen 
modificado

Força do 
amortecedor 
MR dianteira 
direita, 𝑭𝟏

Força do 
amortecedor 
MR dianteira 
esquerda, 𝑭𝟐

Força do 
amortecedor 
MR traseira 
esquerda, 𝑭𝟒

Força do 
amortecedor 
MR traseira 
direita, 𝑭𝟑

Grampeamento

Tensão
Elétrica, 𝑽𝟏

Grampeamento

Tensão 
Elétrica, 𝑽𝟐

Grampeamento

Tensão 
Elétrica, 𝑽𝟑

Grampeamento

Tensão 
Elétrica, 𝑽𝟒

LQR, 𝑲𝒇

Força 
desejada, 
𝑭𝒅𝟏

LQR, 𝑲𝒇

Força 
desejada, 
𝑭𝒅𝟐

LQR, 𝑲𝒓

Força 
desejada, 
𝑭𝒅𝟑

LQR, 𝑲𝒓

Força 
desejada, 
𝑭𝒅𝟒

Figura 4: Sistema em malha fechada.

Assim, as respostas resultantes das simula-
ções numéricas, aceleração da massa suspensa, ẇ,
deslocamento da massa não-suspensa, zufr, e o
ângulo de rolagem, ϕ são mostradas, respectiva-
mente, pelas Figs 5, 6 e 7.
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Figura 5: Aceleração da massa suspensa ẇ com o
sistema de controle passivo e ótimo.
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Figura 6: Deslocamento da massa não-suspensa
wufr com o sistema de controle passivo e ótimo.
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Figura 7: Ângulo de rolagem ϕ com o sistema de
controle passivo e ótimo.

Pela análise dos gráficos mostrados pelas Figs.
5 e 6, nota-se que o sistema de controle passivo
(v = 0V ), não consegue atenuar, de maneira rá-
pida, as oscilações do sistema dinâmico e apre-
senta elevados ńıveis de aceleração da massa sus-
pensa m. Já, com o controle passivo (v = 2V )
e controle ótimo, percebe-se forte atenuação das
oscilações do sistema e uma diminuição nos ńıveis
de aceleração da massa suspensa m e um aumento
nos ńıveis deslocamento da massa não-suspensa
m1.

A figura 7 mostra a variação do ângulo de
rolagem no tempo e observa-se que o sistema de
controle passivo (v = 0V ) apresenta muitas osci-
lações. Já o sistema de controle passivo (v = 2V )
e ótimo apresentam uma forte atenuação das os-
cilações do sistema dinâmico e uma minimização
do ângulo de rolagem.

A partir dos resultados mostrados nos gráficos
ilustrados, construiu-se a Tab. 3 onde são compa-
rados os ńıveis RMS de ẇ, zufr, ϕ e v obtidos
para o sistema de controle passivo e ótimo.

Tabela 3: Valores RMS de ẇ, zufr, ϕ e v.

Condição ẇ zufr ϕ v

Controle Passivo (v = 0) 4.02 0.34 1.88 0
Controle Passivo (v = 2) 3.04 0.35 0.86 2

Controle Ótimo 1.43 0.41 1.67 1.79

Pela análise da Tab.3 e dos gráficos preceden-
tes, observa-se claramente que o sistema de con-
trole ótimo apresentou resultados bastante otimis-
tas em relação à minimização da aceleração da
massa suspensa (ẇ) e do consumo de energia v,
mas, em contrapartida o deslocamento da massa
não-suspensa (zufr) e o ângulo de rolagem ϕ apre-
sentaram maiores ńıveis que o sistema de controle
passivo (v = 2V ). Deste modo caracterizando-se,
para o caso estudado, como uma alternativa efi-
ciente em comparação com o sistema de controle
passivo (v = 0V e v = 2V ).

6 Conclusões

Neste trabalho foi apresentada uma metodolo-
gia para o problema de controle de vibrações em
suspensões veiculares que utilizam amortecedores
com fluidos magnetoreológicos (MR) e controla-
dores ótimo. Dentre as principais vantagens do
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controlador ótimo frente ao sistema de controle
passivo (v = 0V e v = 2V ) estudado, destacam-se:
o menor consumo de energia e uma maior sensação
de conforto. Em contrapartida o mesmo apresenta
uma menor aderência à pista e uma menor dirigi-
bilidade, pois apresenta maiores ńıveis de desloca-
mento da massa não-suspensa (zufr) e de ângulo
de rolagem (ϕ). Os resultados demonstram que o
controlador ótimo estabeleceu um equiĺıbrio entre
os ı́ndices de desempenho, conforto na condução e
dirigibilidade, diferentemente do sistema de con-
trole passivo.
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