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Abstract— This paper presents the Lyapunov’s stability analysis for the Indirect Dual Mode Adaptive Robust
Controller (IDMARC), when bounded input disturbances are considered. It is proven that the state error vector
e(t) and the parametric error vector ép (t) converge exponentially to a feasible residual set. Simulations results for
an unstable plant suggest non oscillatory and fast transient response, and a smooth control signal in steady-state,
provided by its hybrid nature.
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Resumo— Este trabalho apresenta a anédlise de estabilidade de Lyapunov para o Controlador em Modo Dual
Adaptativo Robusto Indireto (IDMARC), considerando perturbagdes limitadas na entrada da planta. E provado
que o vetor de erro do estado e(t) e o vetor de erros paramétricos 6,(t) convergem exponencialmente para um
conjunto residual. Resultados de simulacGes para uma planta instavel apresentam uma resposta transitéria rapida
e sem oscilagoes, além de um sinal de controle suave em regime permanente, devido a sua natureza hibrida.

Palavras-chave— Anidlise de Estabilidade, Robustez, Perturbacao na Entrada da Planta.

1 Introducao

O IDMARC surgiu a partir da ideia de combi-
nar as boas propriedades de transitério e robustez
dos sistemas a estrutura varidvel, com um sinal de
controle suave em regime permanente dos contro-
ladores adaptativos convencionais.

Trata-se da versao indireta do Controlador
em Modo Dual Adaptativo Robusto (DMARC)
(Cunha et al., 2007) (Cunha et al., 2005), o qual
atua entre o Controlador Adaptativo por Mo-
delo de Referéncia (MRAC) (Narendra and Va-
lavani, 1978) e o Controlador Adaptativo por
Modelo de Referéncia e Estrutura Varidvel (VS-
MRAC) (Hsu, 1990). Dessa forma, ele mantém
as principais caracteristicas do DMARC, porque
atua entre o MRAC indireto (IMRAC) (Ioannou
and Sun, 1996) e o VS-MRAC indireto (IVS-
MRAC) (Oliveira and Araujo, 2004) e, adicional-
mente, permite uma fase de projeto mais intui-
tiva, devido a abordagem indireta, pois o projeto
se baseia nos parametros fisicos da planta, os quais
geralmente sao conhecidos com incertezas.

Os coeficientes dos polindmios da planta e o
ganho de alta frequéncia sao representados pelo
vetor 0. A estimativa 0,,(t) de 6, gerada por uma
lei adaptativa, é usada para calcular o vetor de
pardmetros do controlador () em cada instante
t, usando explicitamente as equagoes de matching
no algoritmo (Ioannou and Sun, 1996).

Apesar do aumento na carga computacional,
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isso nao é um problema, pois atualmente existem
dispositivos eletronicos cuja principal caracteris-
tica é a possibilidade de operar em altas frequén-
cias e, assim, oferecer um rapido processamento,
tais como: Digital Signal Processor (DSP) e Field
Programmable Gate Array (FPGA).

Resultados de simulacao e uma primeira ané-
lise de estabilidade, sem considerar a presenga de
perturbacao, do IDMARC foram apresentadas em
(Teixeira et al., 2015), no qual os autores ga-
rantiram que todos os sinais do sistema em ma-
lha fechada sao uniformemente limitados, e que
[le(t)|] — 0 quando ¢t — oco. Neste trabalho, serd
estudado o desempenho do IDMARC na presenga
de perturbagoes limitadas na entrada da planta,
apresentando anélise de estabilidade e simulagoes.

2 Formulagao do Problema

Considere uma planta linear, SISO (Single Input-
Single Output), invariante no tempo, e com para-
metros desconhecidos ou conhecidos com incerte-
zas, com funcao de transferéncia

Np(s)
W(s) = kp =2+,
pr(S) .
Ny(s) =s""" 43 Bis" ' (1)
= n—1 .
D,(s) =s" + ays" 4+ Z Qips" T
i=1
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e entrada u e saida y.
O modelo de referéncia tem entrada r, saida
Ym, € funcao de transferéncia da forma

n—1
No(s) = 8" 437 Bris™ 7,
i=1

n—1
1 + Z Oém,iJrlSniliZ-
1=1
(2)

A proposta é determinar uma lei de controle
u tal que o erro de saida

Dp(s) =s" +am1s"~

€0 =Y Ym (3)

tenda a zero para condicOes iniciais arbitrérias,
sinais de referéncia r(t) uniformemente limitados
e continuos por partes arbitrarios, e perturbagao
na entrada da planta limitada.

As seguintes hipdteses sao feitas:

a) A planta é observdvel e controldvel, com
grau[D,(s)] = n e grau[N,(s)] = n-1, ou seja,

grau relativo n* = 1;

b) sgn(k,) = sgn(k,,), positivo por simplicidade;

c) Np(s) é Hurwitz - W(s) é de fase minima;

(
d) M(s) tem o mesmo grau relativo da planta
e ¢ escolhido ser Estritamente Real Positivo
(ERP);

e) Somente a entrada e a saida da planta sdo
usadas para gerar o sinal de controle u;

f) d(t) é uniformemente continuo por partes, e
d é um limitante superior para |d(t)|, sendo
supld(t)] < d.

Considere os seguintes filtros de entrada e
saida:

01 = Av1 + gu,
4
U9 = Ava + gy, @
onde v1,v5 € R"71, g = [0 0 ~ ]T €

Rl 4 >0, e A € RO=D-(2=1) ¢ escolhido tal
que N, (s) = det(sI-A).

Definindo 0T (t) =
[ 0F,(t) 0n(t) OL(t) O2n(t) | como o ve-
tor dos parametros adaptativos do controlador, e
wl = [ ol oy ol ] como o vetor regressor,
a lei de controle é definida como:

u =07 (t)w(t). (5)

Se a planta W(s) for conhecida, entdo é pos-
sivel determinar o valor do vetor constante 6* tal
que a funcao de transferéncia da planta em malha
fechada seja M(s). Quando esse vetor é obtido, a
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condicao de matching é alcancada com u = 6*T w.
Quando W(s) é desconhecida, (t) é adaptado até
que eg(t) — 0 para ¢ — co. Sob uma condigao de
riqueza de sinal, temos 6(t) — 6*.

Considere A,b, AT como uma realizacdo mi-
nima da planta e x € R" o vetor de estado.
Definindo X7 = [ 2T 0T T | e R3"2 4
planta, os filtros e a perturbacao na entrada da
planta podem ser representados no espago de es-
tado da seguinte forma:

X = Ao X + bou + bad,

yzth% (6)
onde
A 0 0 b
AO— 0 A 0 ,boZ g 5
_ghT 0 A 0
-
bg=10 ,hCT:[hT 0 0}.
0

~ Somando byf*Tw — byf*w no lado direito de
X, temos:

. b. -~
X = A X +ber + ——0"w + bad,
9271 (7)
y=hlX.

onde A, = Ag + by [ oxnT ot o:T ], b. =
bobs,,, ¢ 0 =6 — 6%

Representando o modelo de referéncia por va-
ridveis de estado

Xm = AcXm + bcr;

. A 3 /.
e definindo o vetor erro e = X — X'm, é possivel
encontrar a equagao do erro:

nT
9§n9 w ~+ bad, (9)

No caso indireto, os parametros da planta sao
estimados a cada instante f, representados por

0T(t) = [ kp(t) BT(t) au(t) aT(t) ], onde:

. A(t)
mentos 5;,1 =n—1, ...,
t;

e R(=1 & um vetor composto pelos ele-
1 de N, (s) no instante

e &1(t) € R é o elemento a1 de D,(s) no ins-
tante ¢;

e G(t) € R é um vetor composto pelos ele-
mentos a1, 4 =n—1,...,1 de Dy(s) no ins-

tante ¢;

e B € R ¢ um vetor composto pelos ele-
mentos B, i =n —1,...,1 de Np,(s);

® a1 € R 6o elemento ay,y de Dy, (s);
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e a,, € R & um vetor composto pelos ele-
mentos G it1, 4 =n —1,...,1 de Dp,(s).

A partir de ép(t), os parametros do contro-
lador podem ser calculados da seguinte forma
(Ioannou and Sun, 1996):

B — B(t)
0,1 (t) = K ,
o (t) = 2alt) = am1.
kp(t) (10)

) ~a(t) = am + (@ — @1 (t)) B

v2(t) - = 9

i kp(t)’y

P =

com |k, (t)| # 0,Vt > 0.
Os erros paramétricos sao definidos como

Eo
I

D I%p_k;aB:B_ ¥
Q

K ; : 11
1 = 01 — O, . ( )

jo)

A partir de (Oliveira and Araujo, 2008), foi
possivel obter a nova equagao do erro conside-
rando perturbacao na entrada da planta:

i be  ~ s N N
é= Ace+a [ kpCp + k3BT Cs + a1C1 + @ Co | +bad,
(12)
onde
BL v BT,
G =" —u—
7, v
Cﬂl: 17Zai:13 7n_1a
v (13)
T
v
gl = - ﬂ’l’; 27
Cozi - U2’i_1a = 2) —ey 1,
0
com v > 0.

3 Controlador em Modo Dual
Adaptativo Robusto Indireto

Como citado anteriormente, o IDMARC atua en-
tre o IMRAC e o IVS-MRAC, obtendo um tran-
sitério rapido e sem oscilagoes, tipico do IVS-
MRAC, com um sinal de controle suave em regime
permanente, tipico do IMRAC. A transicao entre
essas estratégias ocorre em tempo real, a depender
do erro de saida em cada instante.

Essa transicao é possivel devido ao parametro
i na lei adaptativa. Ele é representado por uma
fungao gaussiana, expressa por (14) e pela Figura
1. E interessante observar que quando o erro de
saida e, cresce, © — 0, e o IDMARC tende ao
IVS-MRAC. Entretanto, quando o erro de saida
decresce, u — 1, e o IDMARC tende ao IMRAC.
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L é um parametro definido no projeto, e é o res-
ponsével por definir a largura de atuacao do IVS-
MRAC no sistema.

e (14)

_J S

THn &

—_— U

Figura 1: Representagao grafica de u

As leis adaptativas do IDMARC sao basea-
das nas do DMARC (Cunha et al., 2007), IMRAC
(Ioannou and Sun, 1996) e IVS-MRAC (Oliveira
and Araujo, 2008), e sdo listadas a seguir.

é = _%B — %ﬁ (1 — ) [Bsgn(esCs)] + Tgeovt,
&y = 7021 by — % (1 — p) [arsgn(esr)] — veol,
&= 70—:(54 — % (1 — p) [@sgn(eoCn)] — Taeova,

em caso contrario
k, =0,

(15)
onde ko é um limitante inferior para k, (evita erro
numérico), I'y = diag(Vai), Yai > 0, 1 = 2,...,1,
g = diag(vg:),vi > 0,i=1,..0-1, v > 0, v, >
0, 4 é definido como em (14) e cada pardmetro
da planta possui um o, representados de forma
generalizada em (16).

_J) 0,
0’9]”. = o
Cy

comi=1,..,2ne My, =0,y
O o, foi escolhido igual para todos os para-
metros, assim como i, de tal forma que a relacao

se |0pi| < Mo, € pt> puip
o. > 0, em caso contrario

(16)
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% seja suficientemente alta para o caso em que
D
K= Hp-

3.1 Andlise de Estabilidade

Teorema 1 Considere o sistema (7), erro de
saida (12) e leis adaptativas (15). Se as hipdteses
(a-f) forem satisfeitas, entao:

(i) Eziste um tempo T finito tal que |le|| <

Cdd

Amin (Q)°

(i) e(t) eB,(t) convergem exponencialmente para
o conjunto residual definido como:

D (e,0,) |V ( é)<1 70332 +
R = €, €, X ~
b b 1Y )\mzn(Q)
20kp 42 b 2
M + Mag||“+
phmYp b kY I g I

20&1 2 2 2)}
M2 + M,
phkmyr ukmvn I
(17)

Prova: Considere como funcao candidata de Lya-
punov a seguinte funcao definida positiva:

el Pe
2

V(e,ép) =

1 [ k2 . BT Bk . a2 . aTr-'q
Em \ 27p 2y 2m 2y
) (18)
onde 0 = [k, BT a1 aT ], Ta =TL >0,
g=TF>0,7v>0,7 >0ey >0.
Calculando a derivada de (18), além de con-

siderar o Lema de Kalman-Yakubovitch (AT P +
PA.=—2Q, Pbe = he, P=P" >0,Q =Q" >

0) e sabendo que 6, = ép, a partir de (11), temos:

Z(e, t?p) = —eT~Qe + el Pbyd+
(oG + kBT Co + @i + 7G| +

ki
N
L plp B p+a1a1+a o &
km \ gl gt gl
(19)
Substituindo ép como em (15) na equagao

(19), e sabendo que (g = *T”l e (o= %;

Ve, 0,) = —eTQe + T Pbyd—

Okpk » L
W {ko = (U= 1) [Rnom = Fnsgn(eaGy)] } -

k*BTI‘*l N —

anfvgﬁ {5 + (1 - p) [Bsgn(eots)] } -
] e
6y 00

(6 (1= p [Esgn(eata)l}
(20)
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Em (Teixeira et al., 2015) foi provado que
V(e,0,) < —eTQe < 0. Mas no trabalho citado
nao foi considerada a presenga de perturbacgao na
entrada da planta. Agora, é necessario analisar o
termo da perturbagao:
eT Pbyd = bT Ped < |bY Ped| < |[ba||.]| P||-|le]|.d <
cq.|lel].d, onde cq = ||bal].||P|| € |d(¢)| < d,Vt > 0.

Adicionalmente, a partir da Desigualdade
de Rayleigh, —Amaz(Q)llel? < —€eTQe <
—Amin(Q)]le]|*. Dessa forma, podemos reescrever
(20) como:

V(e,0p) < =Amin(@llell” + callelld.  (21)

Como |le]| > 0, —Amin(Q)lle]| + cad deve ser
negativo para que V (e, 8,) < 0. Essa condicao é
satisfeita caso:

Cda

Portanto, existe um tempo T finito tal que

lell > (22)

llel] < #?Q)’ comprovando a propriedade 7.

De (20) e (21), e sabendo que ép =0, + 0,
temos:

V(e,0p) < =Amin(@Q)llell” + callelld—

b (: _
% {kp + Ky — (1= 1) [kpnom — kpsgn(eoCp)] } -
k*BTl—\BlO,B R . B
AL B 5 4 () [Bagnent)]} -
1%L (61 +af + (1 ) [sgn(enti)]} -
~TT—1
LT ok a4 (1= ) Esgneata)]).
(23)
Ou ainda:
V(e,0,) < —2mn s (Pllel + callel A

)\mam (P) maz

ks 5 g VBTG 5 0

HkmYp pkmy
~ ~Tp—1
TalO1 . a'l' o (.
a + (6% - - 5 a+ o .

(24)
com ¢, = ky — (1—p) [k:p,,wm — kpsgn(eogp)},
¢ ="+ (1—n) [ﬂsgn(eogﬁ)}a boy =7 + (1 -
) [@sgn(eaC)] € o = 0+ (1 p1) [@sgn(enta)]

A partir da Desigualdade de Rayleigh,
“Amaz(P)]le]]? < —eT Pe. Além disso, temos que
¢/2 > ¢, caso ¢ < 0. Assim:
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~ Amin(Q) €T Pe = Okp k2
0,) < ———= d——2_—2 _
V(ev P) Amax(P) 2 +Cd||€|| 1 2km7p
Ukpkp ¢ O—_ﬁk;ﬁTl—‘Elﬁ - k;ﬁTl—\Bla,B -
K Yp o 2k kY
Oa, d% B 0a1d1¢ 7U_adTF;1d7
t2kmyt pkmyi 0 p 2kmy
alr;to,
Loetug,
HEmY
(25)
De (25) e (18), temos:

. _ _ i
Vie,6,) < —pV(e,0,) + calle||d — 2222 g,

1hmYp
k;BTFE10'5¢ B Oal1 b — dTF(;lo'a(b
phmy 0 pkmt T phmy
(26)
_ ; m'm(Q) Okp., 985 ; _ 1.
onde p = mzn[ NP T T = 1,...,n—1;
Tou . Toi =9, ,n} .
TR
Ou ainda:
V(e 8y) < —pV(e,0,) + calle||d + —2— g7
! phmyp 7
Oal 2 1 2
[e%1 + « .
AR (]
(27)

B Como ¢r, < 2(kp.nom +kp) = 2My,, b5, <
261- = 2Mﬂwi =1,...,n—1, ¢o, <201 =2M,,, e

o < 20 = ais b = 2,...,n, temos:
;<2 2My, i =2
. ~ ~ - 20
V(e,0p) < —pV(e,0,) + callelld + ——2-M7 +
; 2 2# e
P\ Mall2 Oal 2 4 M,||2.
e L e L]
(28)

A partir da propriedade 1 do Teorema 1, 3T

finito tal que |le[| < 1~ (Q),Vt > T. Assim, para

t>1T:
. ~ ~ cﬁa2 20k 9
V(ezk@p) < V(eQ, 0p) + /\mm(Q) + P, Mj; +
O
B M|+ A2, 4 P
Para V (e, ép) < 0, é necessério que: >

92

V) 5+ M

k. 20&1
P Mpl[? + ———

Mka ,ukmm

2
2 2
o F———IMu||” <0
(30)
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E assim:

20'kp 2
fhmyp T

~ 1 d
Ve, 0p) > ; (Amin(Q)

20&1

2
p 2 2 2
+ —=|IM,|?) = V.

(31)

Isso implica que e(t) e 6,(t) convergem expo-

nencialmente para o conjunto residual (17) des-
crito na propriedade ii.

O

3.2 Simulagoes

Para verificar o desempenho do sistema em ma-
lha fechada considerando perturbagao na entrada
da planta, foram realizadas simulagoes em uma
planta de segunda ordem instavel, com grau rela-
tivo n* = 1. A planta e o modelo de referéncia
sao representados abaixo:

s+
W(S) - (S _ 1)25
(32)
M(s) = 1.5(s+2)

(s+1)(s+3)

A partir de (32) podemos identificar os pa-
rametros nominais da planta (k; =1, p* =1
af = =2, e a® = 1) e do modelo de referéncia
(km = 1.5, B =2, am1 =4, e apy, = 3).

As estimativas iniciais para os pa-
rametros da  planta foram escolhidas
proximas df)s seus valores nominais:
000 = [ k(00 5T(0) @(0) a™(0) ] =

[ 1.2 1.2 —-18 1.2 ] Os filtros foram sinto-

nizados como: v1(0) = v2(0) =0, com A = —2 e

g = 2. Os outros parametros foram projetados

da seguinte forma: B = 3, @ = 4, a@a = 4,

kp = 1.6, kpnom = 1.9, kg = 0.01, v, = 10,

Ig=12,T,=12,91 =12, L=1075 h = 1075,
»=10""e o, =10""%

Primeiramente, foi aplicada uma perturbacao
constante incremental, como detalhado a seguir:
d(t) = 1 parat < 2; d(t) = 2 para 2 < t < 4;
d(t) =3 para 4 <t < 6, d(t) =4 para 6 < t < 8;
e d(t) = 5 para t > 8. A partir da Figura 2, po-
demos observar a rejeicao a perturbagao aplicada,
o rapido transitério, sem apresentar grandes os-
cilacoes, e um sinal de controle suave em regime
permanente. Isso ocorre porque quando ey — 0,
o parametro p — 1, e consequentemente, o ID-
MARC tende ao IMRAC.

Em seguida, o sistema foi testado com mudan-
cas de referéncia e aplicacao de uma perturbacao
na entrada da planta do tipo senoidal, ao invés
de valores constantes. As mudancas de referéncia
foram realizadas da seguinte forma: r(t) = 2 para
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~ ~ Modelo de Referéncia
) —Planta
0 I I I I I I I

y(® e ym(t)
\

I

eo(®

Figura 2: Desempenho do IDMARC para pertur-
bagao incremental

t<bhel0<t<15,er(t)=1parab <t <10
et > 15. A perturbagdo na entrada da planta
d(t) = 5sen(0.5t) foi aplicada durante toda a si-
mulacao, representada na Figura 3. Nela, pode-
mos observar mais uma vez a robustez do sistema
contra a agao da perturbacao. Dessa vez, o si-
nal de controle apresentou um chaveamento de
pequena amplitude, devido as rapidas mudancas
de referéncia. Nesta simulagdo, mesmo parando
de efetuar as mudancas citadas, o sinal de con-
trole ainda realiza pequenas oscilagoes, nao sua-
vizando perfeitamente, como pode ser observado
para t > 18s. Isso se deve a existéncia da per-
turbagao senoidal, a qual, pela sua natureza vari-
ante, torna a evolugao do parametro p oscilatéria.
Assim, o IDMARC também oscila de comporta-
mento entre o IVS-MRAC e o IMRAC.

Saidas
T

)k 1
r ~ = Modelo de Referéncia
—Planta

0 L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

y(t) e ym(t)

t

10 T T T T W0 T T

—Sinal de Controle ||

u(®
ol

Figura 3: Desempenho do IDMARC para pertur-
bacao senoidal e mudancas de referéncia

4 Conclusoes

Nesse trabalho, foi apresentada uma analise de es-
tabilidade do IDMARC com perturbagao limitada
na entrada da planta, a qual prova que existe um
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tempo T finito tal que ||e|]| < %, além de

demonstrar que os vetores e(t) e 0,(t) convergem
exponencialmente para um conjunto residual des-
crito no Teorema 1.

Adicionalmente, simulacoes apresentaram
propriedades de robustez na presenca de perturba-
¢do na entrada da planta (constante ou senoidal),
além de boas caracteristicas de transitério e sinal
de controle.

Como trabalhos futuros, temos: realizar uma
aplicagao prética com o IDMARC; a analise de es-
tabilidade do IDMARC na presenca de dinamicas
nao-modeladas; o desenvolvimento do IDMARC
para grau relativo arbitrario; e a sintonia automéa-
tica para projetar os parametros L, 0. e .
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