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Abstract— In this work are proposed methologies based on Lyapunov stability theory for designing gain
scheduling controller using state-derivative feedback and considering D-stability constraint. The design conditions
are given by Linear Matrix Inequalities. The methodology is applied on a system with time-variant parameter.
The use of Finsler’s Lemma eliminated the problem of inverting a symbolic matrix to calculate the feedback
gain. The theory of D-stability allowed to get feasible controllers for an active suspension system. A practical
implementation showed the efficiency of the proposed methodology.

Keywords— Linear Matrix Inequalities (LMIs); Controller gain scheduling; State-derivative feedback;
Finsler’s Lemma; D-stability.

Resumo— Neste trabalho sao propostas metodologias com base na teoria de estabilidade segundo Lyapunov
para projetar controladores gain scheduling usando realimentacao derivativa e o conceito de D-estabilidade. As
condigbes de projeto sdo dadas por desigualdades matriciais lineares (do inglés, Linear Matriz Inequalities -
LMlIs). A metodologia é aplicada em sistemas lineares sujeitos a pardmetros variantes no tempo (do inglés,
Linear Parameter Varying - LPV). A utilizagdo do Lema de Finsler eliminou a necessidade de inverter uma
matriz literal para encontrar o ganho de realimentagao. Com o objetivo de satisfazer requisitos praticos, foi
feito uso da restricdo de D-estabilidade no projeto de um controlador para um sistema de suspensao ativa. Uma

implementagao pratica mostra a eficiéncia da metodologia proposta.

Keywords— Desigualdades matriciais lineares (LMIs); Controle gain scheduling; Realimentagdo derivativa;

Lema de Finsler; D-estabilidade.

1 Introducgao

O modelo matematico de um sistema pode apre-
sentar variagoes temporais, perturbagoes ou in-
certezas nos seus parametros fisicos, proporcio-
nando um modelo incerto. Uma pequena variagao
em um pardmetro pode ter um importante im-
pacto na dinamica do sistema. A analise e controle
de sistemas lineares com parametros variantes (do
inglés, Linear Parameter Varying - LPV) tem
obtido maior relevancia nos ultimos anos, justi-
ficando a aplicacao de teorias como a gain sche-
duling e fuzzy, por exemplo.

Gain scheduling é uma técnica de controle
nao linear com muitas aplicacdes no controle de
processos. O objetivo é decompor o problema
nao linear em distintos subproblemas lineares
de menor complexidade. Esse tipo de controle
tem a vantagem de auto adaptar-se com rapidez,
mas é necessario um conhecimento detalhado da
dindmica da planta a ser controlada. Em fungao
de uma variavel conhecida é determinado o con-
trolador.

Recentemente muitos trabalhos tém sido de-
senvolvidos nessa drea. Em (Apkarian and
Adams, 1998) se faz uso da teoria de gain sche-
duling e da formulacgao através de LMIs (do in-
glés, Linear Matriz Inequalities - LMIs) usando
um sistema LPV, com o objetivo de obter um
controlador menos conservador que garanta o de-
sempenho desejado. (Scorletti and El Ghaoui,
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L., 1998) apresentam condigoes LMIs suficientes
para melhorar o desempenho de um controlador
gain scheduling.

O presente trabalho dé continuidade a outros
estudos envolvendo o uso de LMIs utilizando a rea-
limentagao derivativa, acrescentando a aplicagao
da teoria de gain scheduling (Llins et al., 2015).

Para obter a segunda derivada do vetor de es-
tado (posigao), se faz uso de sensores acelerométri-
cos. Estes sao populares nas aplicacoes industri-
ais atualmente, devido ao seu baixo custo e tam-
bém por causa da possibilidade de obter a primeira
derivada de forma precisa.

Neste trabalho, sao propostas condigoes LMIs
envolvendo a teoria de D-estabilidade, com o ob-
jetivo de garantir que os autovalores do sistema
realimentado estejam em uma determinada regiao
do plano complexo. Dessa forma, é possivel garan-
tir que o sistema em malha fechada apresente um
desempenho satisfatério. Ao longo desse trabalho
foram utilizadas as seguintes notacdes: (-)7 indica
a transposicao de um vetor ou matriz, o simbolo
(*) denota genericamente cada bloco simétrico e
He{-} é o operador hermitiano, He{U} = U+U".
Por fim,
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destacando que «(t) é um pardmetro varidvel no
tempo e F, representa uma matriz genérica que
depende de «(t).

2 Projeto do controlador gain scheduling
usando realimentacao derivativa com
restricao de D-estabilidade

As seguintes propriedades serdo tteis no desen-
volvimento do trabalho.

Propriedade 1 (Boyd et al., 1994) Para toda
matriz M nao simétrica (M # M7T), se M +
MT <0, entdo M ¢ invertivel.

Propriedade 2 (Tanaka et al., 1998) Se as
sequintes LMIs: Y;; < 0 para i = 1,2,...,N e
Yij+7Tj <0paral <i<j <N, forem factiveis,
entdo a desigualdade Zf\; Z;V:1 a5 =
T.. <0 € verdadeira.

2.1 Formulagao LMI com Lema de Finsler

O objetivo neste projeto do controlador é garantir
a estabilidade do sistema:

{L‘(t) = Azx(t) + Bzu(t)‘ (2)

sendo z(t) € R™ o vetor de estado, u(t) € R™ aen-
trada de controle, A, € R"*™ e B, € R"*™_ note
que conforme (1), A, e B, dependem de «a(t). A
realimentagao derivativa utilizada nesse trabalho
é dada por:

u(t) = —K,&(t). (3)
Substituindo (3) em (2) obtém-se

#(t)=A,x(t) — B.K.2(t) (4)

& 0=A.2(t) — (I + B, K,)i(t). (5)

Para utilizar o Lema de Finsler é necessario
partir da igualdade (5), resultado da transfor-
magao do sistema (4). O mesmo garante a relaxa-
¢ao do conjunto de LMIs, devido a desassociagao
de matrizes ou a reducao do nimero de LMIs no
projeto dos controladores (Mozelli et al., 2004).

Lema 1 (Lema de Finsler) Considere W €
R™, D € R*™™™ ¢ B € R™*"™ com posto (B < n)
e Bt uma base para o espago nulo de B (isto
¢ BBY = 0). Entio as sequintes condicdes sio
equivalentes:

(i) WIDW <0, YW #0, BW =0,
(i) BX DB+ <0,

(iii) 3p € R : D — pBTB < 0,

(iv) 3Q € R™*™: D+ QB+BTQT<0,

sendo p e Q varidveis adicionais (ou multiplicado-
ras).

Prova: Veja (Skelton et al., 1997).
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2.2  Projeto do controlador com condi¢ao de es-
tabilidade

Em (Hardy, 2015) sdo apresentadas condigbes su-
ficientes para que o sistema (4) seja estabilizdvel.

Com o objetivo de melhorar a resposta tran-
sitoria do sistema, é proposta uma técnica de alo-
cagao dos autovalores do sistema realimentado que
usa o conceito de D-estabilidade. O mesmo per-
mite que restricoes de porcentagem de owvershoot
PO%, tempo de subida t, e tempo de estabeleci-
mento te, sejam representadas na forma de LMIs
(Chilali and Gahinet, 1996). A regido de inte-
resse estd apresentada na Figura 1 (Chilali and
Gahinet, 1996) que pode ser dada por niimeros
complexos x + jy, tal que:

r<—y<0, |z+jyl<r, tan(d)z < —|y| (6)

Im(X)
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|
1
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1
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!
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r

S(v,r, 6) 9\%\

Figura 1: Regiao S(v,r,0) para alocacao de auto-
valores.

Nos préximos teoremas sao propostas
condigoes LMIs que possibilitam a inclusao de
D-estabilidade no projeto do controlador gain
scheduling.

2.8 Projeto do controlador com condi¢cao de es-
tabilidade e taza de decaimento y

No Teorema 1, proposto em (Hardy, 2015) sao
apresentadas condicoes suficientes para que o sis-
tema (4) seja estabilizdvel com taxa de decaimento
~v > 0. Devido a pequena faixa de « que tornava
as LMISs factiveis, foi introduzido um escalar x > 0
no conjunto de LMIs. Com uma escolha adequada
de k, é possivel aumentar a taxa de decaimento.

Teorema 1 (Llins,2015) Supondo A,  in-
vertivel, para dado 7y e k, se existir uma matriz
simétrica definida positiva G € R™ ™, matrizes
Zi, Zj € R™*™ e Q € R™*™ tais que:

T}, <0, i=1,2,...,N, (7)
T +7},<0, 1<i<j<N, (8)
29G + A,QT + QAT

(32 *
G+ kQAT — QT — B, Z;

—k(QT + BiZi + Q + ZI'BI) <0 (9)
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entdo o sistema (4) € estabilizdvel, com taza de
decaimento maior ou igual a v e as matrizes do
controlador sdo dadas por K,=2,Q"T.

Prova: Veja (Hardy, 2015).

A seguir sdo propostas nossas condigoes
LMIs para inclusao da restricao de raio da D-
estabilidade.

2.4 Projeto do controlador com condi¢do de es-
tabilidade e restrigao de raio r

Teorema 2 Supondo A, invertivel, para dado r,
se existir uma matriz simétrica definida positiva
G € R™" matrizes Z;, Z; € R™*"™ ¢ W € R™*"
tais que:

17, <0, i=1,2,...,N, (10)
T+ 715 <0, 1<i<j<N, (11)
-G+ AWT\ (-WT — B;Z; 0
+WAT +Ww AT nen
Y= -WT - B,Z;
" ¥ (—W - Z-TB-T) G

* * —rG

(12)

entao o sistema (4) € estabilizdvel com autovalo-
res, dentro do circulo de raio r, para todo «(t).
As matrizes do controlador sao dadas por:

K.=2ZWwT, (13)

Prova: A partir da Propriedade 2, se as
LMIs (10)-(11) forem factiveis, entdo a desigual-
dade Y7, < 0 é verdadeira. Realizando as trans-
formacoes de varidveis G = X 'PX~T W =
X1te Z = K,X T e multiplicando Y7, &
esquerda por diag(X,X,X,X) e a direita por
diag( X", X7, XT XT), tem-se:

—rP+ XA, ~X +ATXx 0
+ATXxT ~XB.K, nen
~X - XB.K. 0 14
) <—XT—KTBTXT) Pt 09
* *Z N —rP

De —X - XT - XB.K, - KI'BI'XT <0«
X(I +B.K.)+ (I +B,K.)TXT > 0 e segundo
a Propriedade 1, conclui-se que X(I + B,K,) é
invertivel, logo (I + B.K.) e X sdo invertiveis.
Do item (iv) do Lema 1, a desigualdade (14) pode
ser reescrita como:

_TP Onzn Onzn
* Onen P
* * —rP

D

X
+Hel | X | [A. —T—B.K. Op00] p<0.
Onzn B
—
Q

(15)
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sendo @ uma matriz varidvel adicional. Agora
considere que

1 Az_l Onan —7P Opgn Onan
B==|(I+B:K.)"" Onen [, D=| * Onen P_|.
I * * —rP
(16)

Como BB+ = 0,,x2n, considerando o item (77)
do Lema 1, a equivaléncia é estabelecida

0’71/171,

1T 1_[-AZTrPA;' (I+B.K,) TP
B~ DB _LP(IJFBZKZ)*I “p ] <0,
(17)

Multiplicando ~ (17) &  esquerda  por
diag(AT,I) e & direita por diag(A,,I), tem-
se

{ rP ALP

— -1
PAN rP :| < O, AN — (I+BZK2) Az.

e a prova esta concluida.

A continuagao sao propostas nossas condigoes
LMIs para inclusao da restricao do angulo de D-
estabilidade.

2.5 Projeto do controlador com condi¢ao de es-
tabilidade e restricdo de angulo 0

Teorema 3 Supondo A, invertivel, para dado 0,
se existir uma matriz simétrica definida positiva
G € R™™™, matrizes Z;, Z; € R™*" e W € R™*"
tais que:

ng7,<07 22172a7N7 (18)
] 0 o

T +715, <0, 1<i<j<N, (19)

To=[Mii My My M) (20)

sen(0)(A,W7T + wAT)
Mii— sen(0)(G — W + A,W7T — ZzT'BT)
117 |cos(0)(G + A,WT +w + z B[ »
cos(0)(A;WT — wAT)

[ sen(@)(@ - WT 4 WAT = B.Zy) ]
it |sen(O) (=W — BiZ; — W — Z/B)

127 feos(0)(~WT — BiZ; + W + ZI'B])| >
_cos(@)(—G - wT - B, Z; — WAT) ]

[ cos(0)(G+WT + WAT + B, Z,) |

it | cos(OWT +BiZi =W — Z] B])
137 |sen(0)(-WT — B; Z; - W — zI B)|

| sen(0)(G —WT — B;Z; + WAT) |

cos(0)(—A,WT + waAT)
ii _ |cos(0)(—=G — A,WT —w — zT BT)
147 [ sen(0)(G + A,WT —w — zI'BT)
sen(0)(A,W7T + waT)
entdo o sistema (4) € estabilizdvel com autova-
lores, dentro da regigo limitada por 0, para todo
a(t). As matrizes do controlador sao dadas por:

K,=2w™T. (21)

Prova: A partir da Propriedade 2, se as
LMIs (18)-(19) forem factiveis, entdo a desigual-
dade Y% < 0 é verdadeira. Realizando as
transformacdes de varidveis G = X 'PX~T |
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W=X"1eZ = K, X T e multiplicando Y?,
a esquerda por diag(X, X, X, X) e a direita por
diag(XT, X7, XT XT), tem-se:

[My1 My Mss Moy <0, (22)

sen(0) (XA, + ATXT)
_ |sen(@)(P + XA, — XT — K'BTXT)
T lcos(0)(P+ XA, + XT + KI'BTXxT)| >
cos(9) (XA, — ATXT)

sen(0)(P — X + ATXT — XB.K.,)
sen(0)(—X — XB. K, — X7 — KTBTxT)
cos(0)(—X — XB.K. +XT + kKI'BTXxT) |~

cos(0)(—P - X — XB,K, — ATXT)

cos(0)(P+ X + ATXT + XB.K,)
cos(0)(X + XB. K., — XT - KIBTXT)
sen(0)(—X — XB, K, — X7 - KTBTxT)|"~
sen(0)(P — X — XB, K, + ATx™)

cos(0)(—X A, + ATXT)
cos(0)(—P — XA, — X7 - KTBTXT)
sen(0)(P+ XA, — XT — KT'BTXT)
sen(0) (XA, + ATxT)

Moy =

De —X — XT — XB.K, - KTBTXT < 0 <
X(I+ B.K,)+ (I + B.K,)TXT > 0 e segundo
a Propriedade 1, conclui-se que X (I + B,K,) é
invertivel, logo (I + B.K.) e X sdo invertiveis.
Do item (iv) do Lema 1, a desigualdade (22) pode
ser reescrita como D + He{QB} < 0, sendo que

*  Onen  Opzn —cos(0)P

[ Onen sen(0)P cos(0)P  Opgn ‘|
b

- * * Ongn sen(0)P
* * * O"Lm"l
sen(0)X —cos(0)X
o— sen(0)X —cos(0)X
| cos(0)X sen(0)X |
cos(0)X sen(0)X
_| A —I-B:K: Onan Onan
B—[ Onan  Owan  —I-B.K. A- } -(23)

sendo @ uma matriz varidavel adicional. Agora
considere que

1T _ AZ (I + BZKZ) Ona:n Ona:n
BY = o Open (T4 Bkt Azt | ()
Como BB+ = 02,,x2n, considerando o item
(74) do Lema 1 a equivaléncia é estabelecida

( sen(8)(I + B, K,)"TPA?!

1T 1 _ | \tsen(®)A;TP(I+ B.K,)™ !

B~ DB~ = cos(0)A;TP(I + B.K.)™ !

+cos(0)(I + B.K,)"TPAS?!

( cos(Q)A;TP(I+ B.K,)™ ! )
. —-T —1

—cos(0)(I + B.K.)” " PA] < 07 (25)

sen(0)A;TP(I + B.K.)™ !
+sen(8)(I + B.K,)"TPA?!

Multiplicando ~ (25) &  esquerda  por
diag(AT,AT) e A direita por diag(4,,A,),
tem-se

sen(0)(AL P+ PAy)
cos(0)(AyP — PAN)

cos(0)(PAn — AT P)
sen(6)(PAn + AL p)| <0

sendo An=(+B.K,)~'A., conclui-se a prova.
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3 Implementacao Pratica

Nesta secao sao testadas de forma pratica as
metodologias propostas nos teoremas anteriores.
Sao apresentadas as solugoes obtidas das matrizes
Q, Z, e K, e figuras com a resposta dinamica do
sistema, para os distintos sinais de controle empre-
gados. O sistema de suspensao ativa utilizado é
fabricado pela Quanser e pode ser visto na Figura
2.

Figura 2: Sistema de suspensao ativa da marca
Quanser, pertencente ao LPC-FEIS-UNESP.

O sistema consiste de um conjunto composto
por duas massas, denominadas My e M,,. A
massa M representa i do corpo total do veiculo
e é suportada pela mola k; e pelo amortecedor b,.
A massa M, corresponde & massa do conjunto
do pneu do veiculo e é suportada pela mola ks e
pelo amortecedor b,;. Para atenuar as vibracoes
causadas por irregularidades na pista utiliza-se o
sistema de suspensao ativa, representado por um
motor (atuador) conectado entre as massas M, e
M,s, e controlado pela forga F.. Os valores dos
parametros estao dispostos na Tabela 1.

Acelerér?etro (= #1(t))

Suspenséo ativa
Acelerdmetro (= Z3(t))
M,s — Massa do conjunto do pneu

bus

pneu

Figura 3: Modelo esquemético do sistema de sus-
pensao ativa.

O modelo esquemdtico (Quanser, 2009),
mostrado na Figura 3 (Llins et al., 2015) pode ser
representado em espago de estados, como segue:

0 1 0 -1 0

—ks —bs 0 _bs 1
a)=| M W M le(err | T Ju(o),

—ks bs —kus —(bs+bus) -1

Mus Mus Mus Mus Mus

sendo x2(t) = Z1(t) e x4(t) = 23(t), representando
as velocidades de cada massa.
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Tabela 1: Parametros da suspensao ativa.

Simbolos Valor
M, 2,45 (Kg)
Maus 1 (Kg)
ks 900 (N/m)
Kus 2500 (N/m)
bs 7,5 (Ns/m)
bus 5 (Ns/m)

Os parametros do sistema Mg e M,, dados
na Tabela 1 (Quanser, 2009), possuem pequenas
variagoes ao longo do tempo. Isto tem a intengao
de simular desgaste dos componentes do sistema
mecanico. Com objetivo de realizar um teste mais
severo do controlador gain scheduling é imple-
mentada uma variacdo temporal «(t) dada pela
equacao (26), no ganho do canal de saida do sinal
de controle u(t). Isso é feito via software, emu-
lando uma variagao ao longo do tempo do ganho
do amplificador de poténcia que alimenta o motor
CC do atuador. Essa variagao paramétrica pode
ser representada no modelo considerando dois vér-
tices do politopo no vetor de entrada B, em (2).
Para uma frequéncia f = 0,01Hz, «a(t) é dado
por:

a(t) = 0,5+ 0,5sen (27r0, 01t + g) . (26)
Os dois vértices resultantes da variagao

paramétrica «(t), representam o amplificador
operando com 100% da poténcia ou com 60% da
poténcia. Entao, foram considerados os seguintes
vértices do politopo:

0 1 0 ~1
367,347 —3,061 0 3,061
Ar=Ap= 0 0 0 1|
900 7.5  —2500 —12,5
T

Bi=[0 0,408 0 1],
B,=[0 0,244 0 -0,6]"

3.1 Primeiro caso

Usando as LMIs dos Teoremas 1, 2 e 3 com
v =111, kK = 0,9, r = 70, § = 45° e parame-
tro «(t) variando com frequéncia de 0,01Hz, os
ganhos calculados foram:

K1=[292,7180 24,5552 —466,9545 1,5677].

K,=[486,0575 40,8744 —787,9186 2,4722].

A frequéncia de «(t) foi adotada igual a 0,01
Hz. Na Figura 4, mostra-se a evolucao temporal
dos elementos do controlador K.

Os autovalores do sistema estao ilustrados na
Figura 5, para diversos valores de 0 < a(t) < 1.
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Figura 4: Elementos de K,(«(t)) em funcao do
tempo.

Eixo Imaginério(\)
X
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x

0 —e0  -s0__ -a0_ a0 _ 20  -10 o
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Figura 5: Localizacao da nuvem dos autovalores

do sistema.

|
o
o
B

Deslocamento (m)

—0.02
o

5 1 20 25 30

* Tempo (s)

Figura 6: Resposta transitéria pratica de malha
aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-30s).

"
o
]

Sinal de controle (N)

o 5 1

20 25 30

* Tempo (s)

Figura 7: Sinal de controle para «/(t) com frequén-
cia de 0,01 Hz.

Na Figura 6 nota-se que o sistema apresenta
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um bom desempenho dinamico, mostrando a val-
idade de nossa proposta.

3.2 Segundo caso - maior frequéncia

Aplicando a mesma metodologia e restricao de D-
estabilidade proposta no primeiro caso, as Figuras
8 e 10 mostram o bom desempenho do sistema
para os casos nos quais o parametro «(t) varia
com frequéncia de 0, 1Hz e 1H z respectivamente.

Pista
Chassi
Assento

(m)
o o o
o o o
=] N w

o

|
o
o
4

Deslocamento

|
o
o
N

5 1 20 25 30

’ Temf)so (s)

Figura 8: Resposta transitoria préatica de malha
aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-30s) para
a(t) com frequéncia de 0, 1H z.

~—~ 100 ]
Iz i

o 6o
=

8 aol

E 20}

g o f

o -20f v
T ol
—

< -e0-

E ool
wn

-100
o 5 1 20 25 30

’ Tempo (s)

Figura 9: Sinal de controle para «(t) com frequén-
cia de 0,1Hz.

Pista
Chassi
0.03 Assento

o

|
o
o
B

Deslocamento (m)

|
<]
Q
N

5 1

20 25 30

* Tempo (s)

Figura 10: Resposta transitéria pratica de malha
aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-30s) para
a(t) com frequéncia de 1H z.

Para diferentes valores de frequéncia de
0,01Hz a 1Hz os graficos mostrados nas figuras
anteriores atestam um bom desenpenho do sis-
tema com o controlador gain scheduling proposto.
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Figura 11: Sinal de controle para a(t) com fre-
quéncia de 1H z.

Nessa motodologia nao foi incluida a taxa de vari-
agao temporal do parametro «(t), como foi rea-
lizado por (Montagner and Peres, 2004). Porém,
na pratica, a metodologia proposta apresenta uma
formulacao LMI mais simples que a existente na
literatura e eficiente para diversas faixas de taxa
de variacao de a(t).

4 Conclusoes

Neste trabalho demostrou-se que as condicoes pro-
postas s@o suficientes para projetar o controlador
gain scheduling usando realimentagao deriva-
tiva via LMI com restricao de D-estabilidade.
Projetou-se o controlador gain scheduling apli-
cando o Lema de Finsler, tornando possivel obter
o valor do controlador sem inverter uma matriz
literal (Montagner and Peres, 2004). Com o em-
prego da restricao de D-estabilidade é possivel sa-
tisfazer requisitos de desempenho para a resposta
transitéria do sistema, além de obter ganhos im-
plementéveis na pratica. Os resultados mostram
que as metodologias implementadas tem validade
e sao viaveis, motivando futuras pesquisas.
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