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Abstract— In this paper the Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy model is used as tool for the switched control design
of a class of uncertain nonlinear systems considering the actuator saturation. The proposed switched control
ensures a specified decay rate and allows the control of uncertain plants (uncertain T-S fuzzy models), because
the membership functions of the model are not used in the implementation of the control signal. It is assumed
that the controlled system should remain in a region of operation previously established and it is subject to
actuator saturation. It was empirically observed that, using an available control design method, if the specified
decay rate increases, then the allowed norm of the initial state vector decreases. This paper then proposes
the use of stages in the control strategy, allowing to conciliate initial conditions with higher norms (requiring
for them lower decay rates) and higher decay rates in regions close to the origin. This paper also presents an
implementation of the proposed control strategy in a QuanserR©

Ball Balancer system. The results show the
effectiveness of the proposed control.

Keywords— Control of uncertain nonlinear systems, Switched control, Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy models,
Actuator saturation, Ball Balancer system.

Resumo— Neste trabalho utiliza-se o modelo fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) como ferramenta para o projeto
de controle chaveado para uma classe de sistemas não lineares incertos, considerando saturação do atuador.
O controle chaveado utilizado assegura uma taxa de decaimento especificada e permite o controle de plantas
incertas (modelos fuzzy T-S incertos), pois as funções de pertinência do modelo não compõem o sinal de controle.
Considera-se que o sistema controlado deve permanecer em uma região de operação previamente estabelecida e que
está sujeito à saturação no atuador. Observou-se empiricamente, usando um procedimento de projeto dispońıvel,
que maiores taxas de decaimento permitiam garantir teoricamente as condições especificadas para estados iniciais
com menores normas. Este trabalho então propõe a utilização de estágios na estratégia de controle, permitindo
conciliar condições iniciais com maiores normas (exigindo para elas menores taxas de decaimento) e maiores taxas
de decaimento em regiões próximas à origem. Apresenta-se a implementação da estratégia de controle proposta
em um sistema Ball Balancer QuanserR©. Os resultados obtidos mostram a eficácia da proposta de controle.

Palavras-chave— Controle de sistemas não lineares incertos, Controle chaveado, Modelos fuzzy Takagi-
Sugeno (T-S), Saturação no atuador, Sistema Ball Balancer .

1 Introdução

A representação exata de uma classe de sistemas
não lineares em um contexto local por modelos
fuzzy T-S (Taniguchi et al., 2001; Santim et al.,
2012) possibilita o projeto de controle do sistema
não linear através de seu modelo fuzzy T-S exato,
contanto que o sistema permaneça na região de
operação em que é exatamente representado pelo
modelo.

No procedimento para a representação exata
de um sistema não linear por modelo fuzzy T-S, as
funções de pertinência obtidas podem depender de
parâmetros incertos do sistema, e, por consequên-
cia, não estarem dispońıveis para compor a lei de
controle. Neste caso pode-se utilizar o controle
chaveado proposto por Souza et al. (2014), que
não utiliza as funções de pertinência do modelo
fuzzy T-S.

Um problema bastante comum em aplicações
práticas é a saturação no atuador. Neste caso o
sinal de controle sujeito à saturação pode ser re-
presentado por uma combinação convexa em certa
região no espaço de estados (Hu et al., 2002; Yong-
Yan Cao and Zongli Lin, 2003). Esta aborda-

gem foi aplicada ao controle chaveado (Souza
et al., 2014) sujeito à saturação em Alves et al.
(2016).

Este trabalho apresenta a primeira implemen-
tação prática de resultados recentemente publica-
dos em Alves et al. (2016) para controle local de
sistemas não lineares incertos sujeitos à saturação
no atuador. A implementação foi realizada em um
sistema Ball Balancer Quanser R©(descrito na Se-
ção 4) que apresenta não linearidade e saturação
no atuador (Quanser Innovate Educate, 2008a).
De modo a conseguir bom desempenho do sis-
tema frente a distúrbios e não linearidades não
modeladas, a teoria previamente publicada (Alves
et al., 2016) é estendida de modo a garantir maior
taxa de decaimento em uma região “próxima” do
ponto de equiĺıbrio, que contém estados inicias
com menores normas. Para isto é proposta a uti-
lização de estágios no controle, com metodologia
descrita na Seção 5, permitindo conciliar condi-
ções iniciais x(0) com maiores normas (exigindo
para elas menores taxas de decaimento) e maiores
taxas de decaimento em regiões próximas à origem
(menores normas de x(0)).
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Notação: Defini-se o conjunto Ir = {1, 2, · · · , r}.
Denota-se a combinação convexa dos vetores ai,
∀i ∈ Ir, por co {a1, · · · ,ar}. |z| representa
o valor absoluto de um número real z e ‖x‖
denota a norma euclidina do vetor x. M(l)

representa a l-ésima linha de uma matriz M .
diag {M1,M2, · · · ,Mn} denota uma matriz bloco-
diagonal cujos elementos diagonais são M1, M2,
· · · , Mn. ‘arg*mini∈Ir

{hi}’ é a notação utilizada
para representar o menor ı́ndice j ∈ Ir tal que,
para o conjunto {h1, · · · , hr}, hj = mini∈Ir

{hi}.
Utiliza-se αi(x(t)) = αi. I corresponde a uma
matriz identidade de ordem adequada.

2 Definições Preliminares

Nesta seção são definidos alguns conjuntos úteis
no contexto deste artigo. A região de operação
estipulada para o sistema não linear a ser contro-
lado é definida como (Klug et al., 2015)

X
△
=

{

x(t) ∈ ℜn : |N(h)x(t)| 6 φh, h ∈ Ip

}

, (1)

sendo N =
[

NT
(1) NT

(2) · · · NT
(p)

]T

∈ ℜp×n e

φ =
[

φ1 φ2 · · · φp

]T
∈ ℜp conhecidos.

O conjunto L(Hj) é definido para um vetor

conhecido ρ =
[

ρ1 · · · ρm
]T

∈ ℜm como (Hu
et al., 2002; Yong-Yan Cao and Zongli Lin, 2003)

L(Hj)
△
=

{

x(t) ∈ ℜn : |Hj(l)x(t)| 6 ρl,

∀(l,j) ∈ Im × Ir} , (2)

sendo Hj =
[

HT
j(1) · · · HT

j(m)

]T

∈ ℜm×n, j ∈

Ir.
Dada uma matriz 0 < P = PT ∈ ℜn×n e

um escalar δ > 0, defini-se a seguinte região no
espaço de estados (Hu et al., 2002; Yong-Yan Cao
and Zongli Lin, 2003):

E(P,δ)
△
=

{

x(t) ∈ ℜn : x(t)TPx(t) 6 δ
}

. (3)

Defini-se ainda o conjunto de matrizesD como
(Hu et al., 2002; Yong-Yan Cao and Zongli Lin,
2003)

D
△
=

{

D ∈ ℜm×m : dii = 0 ou 1 e dij = 0 ∀i 6= j
}

,
(4)

sendo dij , ∀(i,j) ∈ Im × Im, os elementos da
matriz D. Observe que o conjunto D (4) pos-
sui 2m matrizes. As matrizes que compõem este
conjunto serão denominadas Ds, s ∈ I2m . Ape-
nas para exemplificar, para m = 2, tem-se D =
{D1 = [ 1 0

0 1 ] , D2 = [ 1 0
0 0 ] , D3 = [ 0 0

0 1 ] , D4 = [ 0 0
0 0 ]}.

3 Projeto de um controlador chaveado

Considere um sistema não linear incerto sujeito à
saturação no atuador descrito por

ẋi(t) =
n
∑

j=1

fij(x(t))xj(t)+
m
∑

k=1

gik(x(t)) satk(uk(t)),

(5a)

satk(uk(t)) = sgn(uk(t))min{ρk, |uk(t)|}, (5b)

sendo xi(t), i ∈ In, as variáveis de estado do sis-
tema, uk(t), k ∈ Im, os sinais de controle, fij(·),
(i,j) ∈ In×In, e gik(·), (i,k) ∈ In×Im, funções não

lineares cont́ınuas, ρ =
[

ρ1 · · · ρm
]T

∈ ℜm, um
vetor conhecido, sendo ρi > 0, i ∈ Im. Supondo
que (5) esteja restrito a uma região de operação
X (1) e que suas incertezas pertençam a interva-
los conhecidos, ele pode ser exatamente represen-
tado por um modelo fuzzy T-S incerto (Taniguchi
et al., 2001; Santim et al., 2012)

ẋ(t) = A(α)x(t) +B(α) sat(u(t)), (6)

sendo x(t) = [x1(t) · · · xn(t)]
T

∈ ℜn,

α = [α1 · · · αr]
T

∈ ℜr,
∑r

i=1 αi = 1,
αi > 0 e incerto, i ∈ Ir, [A(α) B(α)] =
∑r

i=1 αi [Ai Bi], Ai ∈ ℜn×n, Bi ∈ ℜn×m,

sat(u(t)) =
[

sat1(u1(t)) · · · satm(um(t))
]T

∈
ℜm, satk(uk(t)) dado em (5b), u(t) =

[u1(t) · · · um(t)]
T
∈ ℜm.

Utiliza-se neste trabalho a lei de controle cha-
veada (Souza et al., 2014)

u(t) = −Kϕx(t), ϕ = arg*min
i∈Ir

{x(t)TQix(t)}, (7)

sendo ϕ ∈ Ir e Qi, i ∈ Ir, matrizes simétricas
obtidas no procedimento de projeto.

Teorema 1 (Alves et al. (2016)) Considere

um sistema não linear incerto (5) em uma região

de operação X (1) na qual é exatamente descrito

por (6), sendo ρ ∈ ℜm, φ ∈ ℜp e N ∈ ℜp×n

conhecidos. Suponha que existam matrizes simé-

tricas 0 < X ∈ ℜn×n, Q̄i e Z̄i ∈ ℜn×n, matrizes

Gj e Mj ∈ ℜm×n, e um escalar β > 0, tais que

AiX +XAT
i + Z̄i + Q̄i + 2βX < 0, (8a)

BiU + UTBT
i − Z̄i − Q̄j 6 0, (8b)

[

ρ2l Gj(l)

GT
j(l) X

]

> 0,

[

φ2
h N(h)X

XNT
(h) X

]

> 0, (8c)

sendo U = [−DsMj +D−
s Gj ], sejam satisfeitas ∀

i e j ∈ Ir, l ∈ Im, h ∈ Ip, s ∈ I2m , Ds ∈ D e

D−
s = I − Ds. Então, a lei de controle (7) com

Ki = MiX
−1 e Qi = X−1Q̄iX

−1 ∀ i ∈ Ir, torna

o ponto de equiĺıbrio x(t) = 0 do sistema não li-

near (5) localmente assintoticamente estável com

taxa de decaimento maior ou igual a β para todo

x(0) ∈ E(P, 1) (3), sendo P = X−1. Adicional-

mente, x(t) ∈ X para t > 0.

Prova: Veja Alves et al. (2016). 2

Caso as condições do Teorema 1 sejam sa-
tisfeitas, fica garantida a estabilidade local do
sistema controlado (5)-(7) com taxa de decai-
mento β para toda condição inicial x(0) ∈ E(P, 1).
Neste contexto, é interessante exigir que um con-
junto de condições iniciais de interesse X ⊂
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E(P, 1) e, portanto, para qualquer condição ini-
cial x(0) ∈ X tenha-se x(0) ∈ E(P, 1). Seja
X = ̟co{v1, · · · ,vL}, ̟ > 0, então a condição
X ⊂ E(P, 1) é assegurada caso

[

̟−2 vTℓ
vℓ X

]

> 0 (9)

seja satisfeita ∀ℓ ∈ IL. Observe que ̟ é um fator
de escala do conjunto co{v1, · · · ,vL} (Boyd et al.,
1994; Hu et al., 2002; Yong-Yan Cao and Zongli
Lin, 2003).

A norma dos controladores pode ser dimi-
núıda aumentando a região ξL(Ki) ⊂ E(P,1),
0 < ξ ∈ ℜ, na qual a saturação não ocorre (veja
a definição dada em (2)). Neste sentido, é posśı-
vel restringir a norma dos controladores impondo
também que

[

ξ−2ρ2l Mi(l)

MT
i(l) X

]

> 0 (10)

seja satisfeita para um valor adequado de ξ e
∀ (i,l) ∈ Ir × Im. Quanto maior o valor de
ξ, maior será a norma de x(0) admisśıvel em
ξL(Ki) ⊂ E(P, 1) e menor será a norma dos
ganhos Ki (Alves et al., 2016). Observe que,
pré e pós multiplicando (10) por diag {I, P} e
aplicando o complemento de Schur em relação
à primeira linha e coluna, sem esquecer que
Mi(l) = Ki(l)X, segue que KT

i(l)ξ
2Ki(l) 6 ρ2l P e

assim (x(t)TKT
i(l)ξ)(ξKi(l)x(t)) 6 ρ2l x(t)

TPx(t).

Para qualquer x(t) ∈ E(P, 1) tem-se
(Ki(l)x(t)ξ)

T (Ki(l)x(t)ξ) 6 ρ2l , ou seja,
|ξKi(l)x(t)| 6 ρl. Por isto, mantendo-se x(t),
quanto maior o valor de ξ, menor o valor de
∥

∥Ki(l)

∥

∥.

4 Sistema Ball Balancer Quanser R©

O sistema Ball Balancer Quanser R© possui uma
placa montada sobre dois servomotores. O ob-
jetivo é movimentar a placa através do aciona-
mento dos servomotores de modo que uma bola
sobre a placa permaneça em uma posição espe-
ćıfica ou percorra uma certa trajetória. A posi-
ção da bola é medida por uma câmera localizada
acima da placa. Uma foto do sistema Ball Ba-

lancer Quanser R© pertencente ao LPC - FEIS -
UNESP é mostrada na Figura 1. Um esquemá-
tico do movimento no eixo x é apresentado na Fi-
gura 2. O acionamento do eixo y é análogo ao
acionamento do eixo x.

O acionamento de cada eixo é modelado
pelo seguinte sistema dinâmico (Quanser Innovate
Educate, 2008a).

ẋ = A(x(t))x(t) +B sat (u(t)) , (11a)

Figura 1: Sistema Ball Balancer Quanser R© per-
tencente ao LPC - FEIS - UNESP.

Eixo de

Suporte

Bola

θ(t)

Conjunto de

Engrenagens

do Motor

α(t)

Plataforma Móvel

Suporte

d(t) L

h

r a
rm

Figura 2: Esquema do movimento no eixo x do
sistema Ball Balancer (adaptado de Quanser In-
novate Educate (2008b)).

x(t) =
[

x1(t) x2(t) x3(t) x4(t)
]T
,

A(x(t)) =









0 1 0 0
0 0 f23(x3(t)) 0
0 0 0 1

0 0 0 −
Beq

Jeq









,

B =
[

0 0 0 Am

Jeq

]T

,

(11b)

sendo f23(x3(t)) = kbb (sen(x3(t))/x3(t)), x1(t) =
d(t), a posição da bola, x2(t) = ḋ(t), a ve-
locidade linear da bola, x3(t) = θ(t), a po-
sição angular do eixo do servomotor, x4(t) =
θ̇(t), a velocidade angular do eixo do motor,
u(t) representa a tensão aplicada no motor.
kbb =

(

2mbrarmr2bg
)

/
(

L
(

mbr
2
b + Jb

))

e Jb =
(

2mb r
2
b

)

/5. Os parâmetros do equipamento são
os seguintes: Beq = 0,0844Nms/rd, o amorteci-
mento referente ao motor; Jeq = 0,0021kgm2, a
inercia referente ao motor; Am = 0,129Nm/V , o
ganho referente ao motor; L = 0,275m, o com-
primento da placa móvel; rarm = 0,0254m, a
distância entre o eixo da engrenagem de sáıda
do servomotor e o ponto de fixação da barra;
rb = 0,0196m, o raio da bola; e mb = 0,003kg,
a massa da bola.

A região especificada para a operação de
cada eixo do Ball Balancer Quanser R© é repre-
sentada por X (1) com p = 4, N = I, uma
matriz identidade de ordem adequada, e φ =
[

φ1 φ2 φ3 φ4

]T
=

[

0,1375 0,3 π/6 π
]T

.
A restrição para as variáveis de estado foi espe-
cificada com base em restrições f́ısicas do equipa-
mento. Por exemplo, pela forma como foi cons-
trúıdo o sistema Ball Balancer Quanser R©, o ân-
gulo θ(t) representado na Figura 2 deve ser tal que
−π/6 6 θ(t) = x3(t) 6 π/6 (Quanser Innovate
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Educate, 2008a). Os sinais de controle enviados
aos servomotores (um sinal de controle para cada
servomotor) estão sujeitos à saturação com valor
ρ = 5 Volts, utilizada para proteção do equipa-
mento. Foi admitida a possibilidade de perda de
potência nos servomotores de 30%. Esta perda foi
modelada como um ganho kf no sinal de controle
de tal forma que kf = 1 para o sistema sem falha
e kf = 0 para a falha total do sistema. Assim, na
implementação foi utilizado o sinal de controle

uf (t) = kfu(t), (12)

sendo u(t) dado em (7) e a constante kf ∈ [0,7, 1].
Observe que Buf (t) = kfBu(t) e o parâme-
tro incerto kf pode ser incorporado na matriz
B, tornando-a incerta para o projeto da lei de
controle (7). Nestas condições encontra-se que
1,2361 6 f23(x3(t)) 6 1,2944 e o sistema não li-
near (11) pode ser representado pelo modelo fuzzy
T-S dado em (6) (Taniguchi et al., 2001; Santim
et al., 2012) com n = 4, m = 1, r = 4 e

A1 = A3 =









0 1 0 0
0 0 1,2944 0
0 0 0 1
0 0 0 −35,0877









,

A2 = A4 =









0 1 0 0
0 0 1,2361 0
0 0 0 1
0 0 0 −35,0877









,

B1 = B2 =
[

0 0 0 61,7544
]T
,

B3 = B4 =
[

0 0 0 43,2281
]T
.

(13)

5 Resultados

5.1 Considerações sobre taxa de decaimento e re-

gião de condições inicias

Foi observado que, devido às restrições impos-
tas pela região de operação, quanto maior a taxa
de decaimento menor a norma dos estados inici-
ais x(0) ∈ E(P, 1). Observe que x(t)TPx(t) 6

λmax‖x(t)‖
2, sendo λmax o maior autovalor de

P . Então para aumentar ‖x(0)‖ tal que x(0) ∈
E(P, 1) é suficiente diminuir λmax. Utilizando as
LMIs do Teorema 1 e acrescentando: X > aI
e a > 0, sendo a ∈ ℜ uma variável e I a ma-
triz identidade de ordem 4, λmax pode ser mini-
mizado com a maximização de a, pois os auto-
valores de X são iguais ao inverso dos autovalo-
res de P . Com esta estratégia e resolvendo as
LMIs utilizando os parâmetros descritos na Se-
ção 4, D = {D1 = 1, D2 = 0} e taxas de decai-
mento β = 0,5, 1, 1,5 e 2 foram obtidos os respec-
tivos valores mı́nimos de λmax: 0,2093, 2,8940,
28,7593 e 192,2425.

Para uma implementação com bons resulta-
dos no Ball Balancer Quanser R©, em virtude de
distúrbios não modelados, a taxa de decaimento

necessita ser maior que β = 1,5. Deste modo,
para este sistema tem-se dois objetivos conflitan-
tes: aumentar a região para as condições ini-
cias e, ao mesmo tempo, conseguir uma taxa de
decaimento relativamente elevada. Apenas para
exemplificar, apresenta-se na Figura 3 a posi-
ção da bola no plano para o sistema Ball Ba-

lancer Quanser R© com lei de controle (7) proje-
tado através das LMIs (8) com os parâmetros já
mencionados na Seção 4, D = {D1 = 1, D2 = 0},
β = 1,25, juntamente com as LMIs em (9) sendo

v1 =
[

0,1 0 0 0
]T

, v2 = −v1, ̟−2 = 1,56
e ξ−2 = 20 (Efberg and Löfberg, 2004; Gahinet
et al., 1994). Neste contexto é assegurado que

x(0) = ±
[

0,08 0 0 0
]T

∈ E(P, 1). Foi uti-
lizada uma referência quadrada de 6 cm de lado
por meio de mudança de coordenada, resultando
em x(0) = ±

[

0,06 0 0 0
]

.

6

-5 -3 0 3 5

-5

-3

0

3

5

Posição no eixo x [cm]

P
os
iç
ão

n
o
ei
x
o
y
[c
m
]

Referência
Posição

Figura 3: Posição da bola no plano xy para lei de
controle (7) com ganhos projetados com β = 1,25.

Para conseguir resultados satisfatórios é pro-
posto um sistema de controle utilizando dois está-
gios, cada qual projetado com base no Teorema 1
e com exigências diferentes de taxa de decaimento
e “tamanho” do elipsóide E(P, 1), medido por ̟
em (9). Sendo assim, cada estágio possui um con-
junto de ganhos de realimentação. Cada conjunto
de ganhos de realimentação é utilizado quando seu
estágio correspondente é ativo e são chaveados de
acordo com a lei (7).

O primeiro estágio, no qual é projetado o
conjunto de ganhos K1 e de matrizes de decisão
Q1, associado à função de Lyapunov V1(x(t)) =
x(t)TP1x(t), garante taxa de decaimento β1 = 0,8.
O segundo estágio, com o conjunto de ganhos K2 e
de matrizes de decisão Q2, associado à função de
Lyapunov V2(x(t)) = x(t)TP2x(t), garante taxa
de decaimento β2 = 2. Note que é prefeŕıvel a
utilização do conjunto K2, uma vez que garante
maior taxa de decaimento. Então a lógica de ati-
vação dos estágios é a seguinte: se V2(x(t)) 6 1
ative o estágio 2 e utilize a lei de controle (7) com
os conjuntos K2 e Q2, caso contrário ative o está-
gio 1 e utilize a lei de controle (7) com os conjuntos
K1 e Q1. Por hipótese o estágio 1 garante a es-
tabilidade para um conjunto maior de condições
iniciais. Isto é garantido com a utilização ade-
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quada das LMIs (9) no projeto dos controladores,
ou seja, é exigido no projeto menores taxas de de-
caimento β em (8) junto com maiores valores de
̟ em (9) ou vice-versa. Observe que as condi-
ções inicias devem pertencer ao conjunto E(P1,1)
ou E(P2,1) e que nestas condições o vetor de es-
tado do sistema não deixará a região de operação
X , pois E(P1,1) ⊂ X e E(P2,1) ⊂ X .

Neste contexto acontece, no máximo, uma
troca no conjunto de ganhos até o sistema atin-
gir o ponto de equiĺıbrio (veja ilustração de pos-
śıvel trajetória de estado na Figura 4). Caso
x(0) ∈ E(P2,1) não ocorre troca de conjunto de
ganhos de realimentação, porque ambos os con-
juntos E(P1,1) e E(P2,1) são invariantes para o
sistema controlado utilizando os respectivos con-
juntos de ganhos de realimentação e matrizes de
decisão.

x1(t)

x2(t)

X

x(0)

E(P1,1)

E(P2,1)

Figura 4: Ilustração de uma posśıvel trajetória de
estado com troca de estágios para x(t) ∈ ℜ2.

5.2 Resultados utilizando estágios

Nesta subseção são detalhados os resultados
obtido no controle do sistema Ball Balancer

Quanser R© utilizando estágios no controle. Resol-
vendo as LMIs (8) com os parâmetros já men-
cionados na Seção 4, D = {D1 = 1, D2 = 0},
β = 0,8 para o primeiro estágio (conjuntos K1

e Q1) e β = 2 para o segundo estágio (con-
junto K2 e Q2), juntamente com as LMIs em (9)

sendo v1 =
[

0,1 0 0 0
]T

, v2 = −v1, ̟ = 1
para o primeiro estágio (assegurando que x(0) =

±
[

0,1 0 0 0
]T

∈ E(P,1)) e ̟ = 11,1111 para
o segundo estágio, junto com as LMIs (10) sendo
ξ−2 = 20 (Efberg and Löfberg, 2004; Gahinet
et al., 1994), encontra-se K1 =

{

K1
1 ,K

1
2 ,K

1
3 ,K

1
4

}

e K2 =
{

K2
1 ,K

2
2 ,K

2
3 ,K

2
4

}

(os conjuntos Q1 e Q2

foram omitidos por questão de espaço), sendo

K1
1 = [37,1335 40,8541 12,7707 2,1861],

K1
2 = [36,9318 40,7140 12,8230 2,1818],

K1
3 = [60,3955 54,9699 17,4896 1,8657],

K1
4 = [60,6123 54,9882 17,6589 1,8596],

K2
1 = [208,4600 138,6943 37,5984 2,3416],

K2
2 = [207,5852 138,2461 37,5875 2,3440],

K2
3 = [249,0018 160,8535 41,6335 1,9881],

K2
4 = [247,6551 160,0490 41,5052 2,0010].

Os resultados de implementação do sistema
de controle proposto para o eixo x são mostrados

nas Figuras 5-8 (os resultados para o eixo y são
análogos e por isto foram omitidos). A posição da
bola no plano, do sistema controlado, é mostrada
na Figure 9. Observe que nesta implementação é
utilizado um quadrado de 9 cm lado, maior que
o utilizado na implentação mostrada na Figura 3
(foi utilizada mudança de coordenada, resultando

em x(0) = ±
[

0,09 0 0 0
]T

). A linha vertical
marcada como inicio da falha indica o momento a
partir do qual foi emulada uma falha que diminuiu
a potência dos servomotores em 30%, ou seja, o
instante no qual kf passa de 1 para 0,7 em (12).
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Ińıcio da
Falha

Figura 5: Deslocamento no eixo x.
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Figura 6: Variáveis de estado no eixo x.

Como é posśıvel observar nos resultados apre-
sentados nas Figuras 5-9 conseguiu-se bom desem-
penho do sistema controlado com o uso de es-
tágios no controle, mesmo com a saturação no
atuador e perda de potência nos servomotores.
Comparando-se as Figuras 9 e 3 percebe-se ga-
nho de desempenho significativo quando utiliza-se
a estratégia de controle por estágios. Observe, a
partir da Figura 6, que as restrições de região de
operação foram atendidas durante toda a imple-
mentação, embora existam rúıdos na implemen-
tação, como observado nas funções de Lyapunov
apresentadas na Figura 8.

6 Conclusões

Neste trabalho foram apresentados resultados de
implementação de controle chaveado para siste-
mas não lineares incertos, restritos a uma região
de operação e sujeitos à saturação no atuador. As
considerações feitas aproximam o projeto do con-
trolador das condições práticas encontradas na im-

XXI Congresso Brasileiro de Automática - CBA2016 
UFES, Vitória - ES, 3 a 7 de outubro

ISSN 2525-8311 1239



0 10 20 30 40 50 60 70 80

-5

0

5

S
in
a
l
d
e
C
o
n
tr
o
le

[V
]

Tempo [s]
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Figura 7: Sinal de controle no eixo x.
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Figura 8: Funções de Lyapunov V1(x(t)) =
x(t)TP1x(t) e V2(x(t)) = x(t)TP2x(t).
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Figura 9: Posição da bola no plano xy utilizando
estágios no controle.

plementação do controlador (região de operação e
saturação no atuador). Os resultados mostraram
o bom desempenho da estratégia utilizada para o
controle. A utilização de estágios dependentes do
estado do sistema na estratégia de controle per-
mitiu conciliar taxa de decaimento e garantia de
estabilidade para uma maior região (maior norma
de x(0) ∈ E(P,1)). A formalização deste proce-
dimento e sua utilização em outros contextos são
propostas para futuros trabalhos, assim como me-
todologias para supressão de rúıdos na implemen-
tação.
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