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Abstract— This paper addresses the problem of aperiodic sampled-data control of linear parameter varying (LPV) systems
under input saturation. It is explicitly assumed that the LPV-controller is updated only at the sampling instants and that the control
signal is kept constant between two consecutive samples by means of a zero order holder, while the plant and the scheduling
parameter evolve continuously in time. In this case, quasi Linear Matrix Inequality (LMI) conditions to compute a sampled-data
LPV state feedback control law that ensures the asymptotic stability of the closed-loop system, provided that the intersampling
interval respect some bounds are proposed.
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Resumo— Este trabalho aborda o problema de controle amostrado aperiodicamente de sistemas lineares com parâmetros vari-
antes (LPV) considerando saturação do sinal de controle. Assume-se que o controlador LPV é atualizado apenas nos instantes de
amostragem e mantido constante entre duas amostragens consecutivas, através de um retentor de ordem zero, enquanto a planta e
os parâmetros variantes evoluem continuamente no tempo. Neste caso, condições quasi-LMI para projeto do controle LPV amos-
trado por realimentação de estados são propostas para garantir a estabilidade assintótica da origem do sistema em malha fechada,
com o intervalo de amostragem aperiódico. A abordagem baseia-se em uma modelagem politópica para o sistema LPV, no uso
de um looped-funcional dependente dos parâmetros e uma condição de setor generalizada, para que possam ser considerados os
efeitos da amostragem aperiódica e da saturação, respectivamente.

Palavras-chave— Sistemas amostrados, Sistemas LPV, Saturação de controle, Inequação Linear Matricial (LMI)

1 Introdução

Para lidar com algumas incertezas e não-linearidades,
os sistemas podem ser modelados como sistemas li-
neares com parâmetros variantes no tempo (LPV) ou
quasi-LPV (Huang e Jadbabaie, 1999). Nas estraté-
gias de controle LPV, assume-se que o parâmetro va-
riante está disponível para medição e que o controla-
dor é continuamente atualizado para lidar com a va-
riação do modelo. Na prática, a medição do parâ-
metro variante e atualização do controlador de forma
contínua é inviável, por isso o interesse em sistemas
com dados amostrados aumentou nas últimas décadas
(Hespanha et al., 2007), em especial o caso de amos-
tragem aperiódica. Neste caso, o comportamento da
planta em tempo contínuo e a atualização discreta do
sinal de controle devem ser explicitamente considera-
dos na análise de estabilidade e desempenho do sis-
tema em malha fechada. Para lidar com os efeitos da
amostragem aperiódica, basicamente três abordagens
são utilizadas: a primeira é baseada em um modelo
discreto com incertezas (Cloosterman et al., 2010); a
segunda trata o problema como um sistema híbrido
(Sivashankar e Khargonekar, 1994) e a terceira trata
o sinal amostrado como uma entrada com atraso vari-
ante no tempo e, assim, baseia-se no uso de funcionais
de Lyapunov-Krasovskii , (Naghshtabrizi et al., 2008),
(Fridman, 2010). Uma alternativa menos conserva-
dora aos funcionais de Lyapunov-Krasovskii, é a utili-
zação de um looped-funcional (Seuret, 2012).

Considerando sistemas LPV, poucos trabalhos li-
dam formalmente com o problema de controle amos-
trado. Em (Tan et al., 2002), assume-se que os pa-
râmetros não variam durante o intervalo de amostra-
gem, o que é uma hipótese restritiva. Neste caso, a
técnica de lifting é aplicada para propor condições de

estabilidade. Em (Ramezanifar et al., 2012) é consi-
derada a abordagem de sistemas com atraso, necessi-
tando assim a aplicação de técnicas de varredura (gri-
ding). Braga et al. (2015) apresentam condições LMI
para projeto de uma lei de controle por event trigge-
red para sistemas LPV, considerando atraso e amos-
tragem aperiódica. Para isso, o método de discreti-
zação proposto é baseado em expansão de séries de
Taylor e assume-se também que o parâmetro não va-
ria no intervalo de amostragem. Já (Shi e Su, 2014)
e (Du et al., 2012), utilizam funcionais de Lyapunov-
Krasovskii clássicos e consideram saturação do sinal
de controle. O primeiro utiliza a estratégia de con-
trole preditivo baseada em modelo (MPC), enquanto
o segundo considera um ganho L2 entre o distúrbio
e o sinal de saída. Outro modo de tratar o problema
é considerado em (Gomes da Silva Jr. et al., 2015).
A abordagem utiliza um looped-funcional dependente
de parâmetros para lidar com os efeitos da amostra-
gem aperiódica e assume que o parâmetro da planta
evolui continuamente no tempo.

A partir dos resultados apresentados em (Gomes
da Silva Jr. et al., 2015), neste trabalho são propos-
tas condições para estabilização de sistemas LPV com
saturação do sinal de controle, por meio de realimen-
tação de estados LPV amostrados. Assume-se que
o controlador LPV é atualizado apenas nos instantes
de amostragem e mantido constante entre duas amos-
tragens consecutivas, enquanto o parâmetro da planta
evolui continuamente. Considera-se que os limites de
magnitude e de variação do parâmetro são conheci-
dos. A abordagem é baseada em um modelo politó-
pico que descreve o sistema LPV e em um looped-
funcional dependente dos parâmetros. Assim, condi-
ções quasi-LMI são propostas para projeto dos ganhos
de realimentação de estados e para resolver problemas
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de otimização propostos.
Notação. Os conjuntos N, R+, Rn, Rn×n e Sn repre-

sentam o conjunto de números naturais, reais positivos, ve-
tores de n-dimensões, matrizes n× n e matrizes simétricas
de Rn×n, respectivamente. Para um escalar T2, K define o
conjunto de funções contínuas no intervalo [0, T ] para Rn,
com 0 < T ≤ T2. ‖ · ‖ representa a norma Euclidiana. O
sobrescrito ‘ ′’ representa matriz transposta. ⊗ representa
o produto de Kronecker. A notação P > 0 significa que P
é positiva definida. He{A} > 0 refere-se a A+ A′ > 0. I
e 0 são matrizes identidade e zero de dimensão apropriada.
Co{·} denota um envelope convexo. A(i) e x(i) correspon-
dem a i-ésima linha da matriz A e ao i-ésimo elemento do
vetor x, respectivamente. E (P,c) corresponde ao elipsoide
E (P,c) = {x ∈ Rn;x′Px≤ c}, com P = P′ > 0, c > 0.

2 Formulação do Problema

Considere o seguinte sistema LPV com controle satu-
rante:

ẋ(t) = A(σ(t))x(t)+Bsat(u(t)), (1)

onde x ∈ Rn e u ∈ Rm representam os vetores de es-
tado e de entrada, respectivamente. sat(u) representa
a função de saturação, definida como

sat(i)(u(i)) = sign(u(i))min{|u|(i), ū(i)},

para i = 1, ...,m, onde ū(i) é o limite simé-
trico do i-ésimo sinal de entrada. σ(t) =
[σ(1)(t) σ(2)(t) · · · σ(N)(t)]′ corresponde a um vetor
de N parâmetros variantes no tempo. Assume-se que
cada componente de σ(t) é limitado em magnitude e
em taxa de variação como segue:

σ ( j) ≤ σ( j)(t)≤ σ ( j),

ξ
( j)
≤ σ̇( j)(t)≤ ξ ( j),

j = 1, · · · ,N. (2)

A(σ(t)) e B são matrizes de dimensão apropriada,
com A(σ(t)) sendo afim no parâmetro variante tal que

A(σ(t)) = A0 +
N
∑
j=1

σ( j)(t)A j.

Considera-se uma abordagem por dados amos-
trados para implementar o controle, i.e. os valo-
res de σ(t) e x(t) são medidos e disponíveis ape-
nas no instante de amostragem tk, com tk sendo uma
sequencia crescente de escalares positivos, tais que⋃

k∈N[tk, tk+1) = [0,+∞). A diferença entre dois ins-
tantes de amostragem consecutivos é definida por Tk =
tk+1− tk. Assume-se que Tk satisfaz 0 < T1 ≤ Tk ≤ T2.
O caso particular Tk = T1 = T2 > 0, ∀k corresponde
a estratégia por amostragem periódica. No intervalo
[tk, tk+1), os dados amostrados de x(t) e σ(t) são man-
tidos constantes por meio de um segurador de ordem
zero (ZOH). Neste caso, considera-se o sinal de con-
trole como uma realimentação LPV dos estados amos-
trados descrito como:

u(t) = K(σ(tk))x(tk), ∀t ∈ [tk, tk+1), ∀k ∈ N,

K(σ(tk)) = K0 +
N
∑
j=1

σ( j)(tk)K j.
(3)

Considere um conjunto de condições iniciais admissí-
veis:

E (X0,1) =
{

x ∈ Rn;x′X0x≤ 1
}
.

Assim, o problema de interesse neste artigo pode ser
enunciado como segue.

Problema 1 Dados T1 e T2, projetar os ganhos de re-
alimentação K0 e K j, j = 1, · · · ,N, tais que, ∀x(0) ∈
E (X0,1), ∀σ(t) satisfazendo (2), as trajetórias do sis-
tema em malha fechada (1)-(3) tendem assintotica-
mente para a origem.

A partir do Problema 1, um problema implícito é
projetar os ganhos de realimentação K0 e K j, j =
1, · · · ,N, tais que o limite do intervalo de amostra-
gem seja maximizado, ou seja, dado T1 maximizar T2.
Quando possível será considerada a estabilidade assin-
tótica global da origem do sistema em malha fechada
(1)-(3), neste caso, a região de atração será todo o con-
junto Rn.

3 Preliminares

3.1 Modelagem Politópica

Para t ∈ [tk, tk+1), a função σ(t) pode ser decomposta
como:

σ(t) = σ(tk)+δk(t), (4)

com δk(t) representando a possível variação de σ(t)
durante o intervalo de amostragem. Assumindo ξ ( j) ≥
0, ξ

( j)
≤ 0 e T2 ≥ T1, segue que:

σ ( j) ≤ σ( j)(tk)≤ σ ( j),

T2ξ
( j)
≤ δk( j)

(t)≤ T2ξ ( j),

ξ
( j)
≤ δ̇k( j)

(t)≤ ξ ( j),

j = 1, · · · ,N, (5)

uma vez que δ̇k(t) = σ̇(t). A partir dos limites de-
finidos em (5), nota-se que σ(tk), δk(t) e δ̇k(t) per-
tencem a politopos convexos em RN com 2N vér-
tices. Assim, σ(tk) ∈ Bσ = Co{v1,v2, . . . ,v2N},
δk(t) ∈ Bδ = Co{T2vd

1 ,T2vd
2 , . . . ,T2vd

2N} e δ̇k(t) ∈
B

δ̇
= Co{vd

1 ,v
d
2 , . . . ,v

d
2N}. Definindo-se agora as ma-

trizes auxiliares

Λ(tk) =
2N

∑
f=1

λ f (tk)v f ⊗ I = σ(tk)⊗ I,

Γ(t) =
2N

∑
h=1

ρh(t)vd
h⊗ I = δ̇k⊗ I,

Γ2(t) =
2N

∑
g=1

γg(t)T2vd
g⊗ I = δk⊗ I.

é possível escrever:

A(σ(t)) = A0 +A Λ(tk)+A Γ2(t),
K(σ(tk)) = K0 +K Λ(tk),

com A = [A1 A2 · · · AN ], K = [K1 K2 · · · KN ],
2N

∑
f=1

λ f (tk) =
2N

∑
g=1

γg(t) =
2N

∑
h=1

ρh(t) = 1 e λ f (tk), γg(t),

ρh(t) ≥ 0. Note que os ganhos de realimentação de
estados K(σ(tk)) dependem somente dos valores de
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σ(t) medidos no instante de amostragem tk, permane-
cendo constantes no intervalo entre duas amostragens
consecutivas. No instante de amostragem tk+1, uma
nova medição de σ(tk+1) é obtida e então um novo
ganho K(σ(tk+1)) é calculado.

3.2 Tratamento da Saturação

A partir da função de saturação, pode-se definir a se-
guinte função zona-morta:

ψk = sat(K(σ(tk))x(tk))−K(σ(tk))x(tk). (6)

Com relação a esta função, o seguinte Lema é enunci-
ado (Tarbouriech et al., 2011).

Lema 1 Seja o conjunto S (ū,σ(tk)) = {x ∈
Rn;
∣∣(K(σ(tk))−S(σ(tk)))(i)x

∣∣ ≤ ū(i), para i =

1, ...,m}, com S(σ(tk)) = S0 +
N
∑
j=1

σ( j)(tk)S j, S0 e

S j ∈ Rm×n. Então se x(tk) ∈ S (ū,σ(tk)), a seguinte
inequação é satisfeita ∀U ∈ Sm diagonal e definida
positiva

ψ
′
kU(ψk +S(σ(tk))x(tk))≤ 0.

3.3 Função de Lyapunov Dependente de Parâmetros

Considere uma função quadrática dependente de parâ-
metros descrita como

V (x,σ) = x′P(σ(t))x, (7)

com a matriz definida positiva P(σ(t))∈ Sn, para todo
σ(t) ∈Bσ , onde P(σ(t)) = P0 +PΛ(tk)+PΓ2(t) e
P = [P1 P2 · · · PN ].

A partir da modelagem em (4), tem-se que para
t = tk, δk(t) = 0. Assim, segue que Γ2(tk) = 0 e

P(σ(tk)) =P0 +PΛ(tk) = P0 +P
2N

∑
f=1

λ f (tk)v f ⊗ I

=
2N

∑
f=1

λ f (tk)P f
s , com P f

s = P0 +P(v f ⊗ I).

Com base nos resultados em (Jungers e Castelan,
2011), pode-se enunciar os seguintes lemas.

Lema 2 Os conjuntos de nível c > 0 da função (7)
para t = tk são dados por

LV (c) = {x ∈ Rn;V (x,σ)≤ c,∀σ ∈Bσ}
=

⋂
σ∈Bσ

E (P(σ),c) =
⋂

f∈{1,...,2N}
E (P f

s ,c).

(8)

Lema 3 Seja ∆V (k) = x′(tk+1)P(σ(tk+1))x(tk+1) −
x′(tk)P(σ(tk))x(tk). Para D = {x ∈ Rn;V (x,σ) < c},
se

∆V (k)< 0, ∀x(tk) ∈D−{0}. (9)
Então se ∀x(t0) ∈LV (c)⊂D , tem-se

(i) x(tk) ∈LV (c), ∀k > 0, i.e. LV (c) é invariante e
contrativo com relação a trajetória discreta (nos
instantes de amostragem) do sistema (1)-(3).

(ii) x(tk)→ 0, para k→ ∞.

4 Resultados Principais

4.1 Abordagem por looped-funcional

Para obter condições para estabilização do sistema (1)
com a lei de controle (3), foca-se no comportamento
do sistema entre os instantes de amostragem [tk, tk+1).
Para isso, define-se xk(τ) como:

xk(τ) = x(tk + τ), τ ∈ [0,Tk],

e σk(τ) = σ(tk +τ). A partir de (1), (3), (6) e baseado
na formulação politópica da Seção 3.1, a dinâmica do
sistema durante o intervalo de amostragem, i.e. para
τ ∈ [0,Tk], é descrita por:

ẋk(τ) = (A0 +A Λk(0)+A Γ2k(τ))xk(τ)

+B(K0 +K Λk(0))xk(0)+Bψk,
(10)

com Λk(0) = Λ(tk), Γk(0) = Γ(tk) e Γ2k(τ) = Γ2(tk +
τ). A partir dos resultados em (Seuret, 2012) e (Seuret
e Gomes da Silva Jr., 2012), o Teorema a seguir é
base para a abordagem por looped-funcional, utilizada
para assegurar a estabilidade assintótica para sistemas
amostrados.

Teorema 1 Considere o sistema (10). Se existe uma
função V : Rn×Bσ → R+, na forma:

V (xk(τ),σk(τ)) = x′k(τ)P(σk(τ))xk(τ), (11)

com a matriz positiva definida P(σk(τ)) ∈ Sn,
onde P(σk(τ)) = P0 + PΛk(0) + PΓ2k(τ) e P =
[P1 P2 · · · PN ] e σk(τ) ∈Bσ , e uma matriz S(σk(0)) =
S0 +S Λk(0) com S = [S1 S2 · · · SN ], tais que,∥∥(K(σk(0))−S(σk(0)))(i)xk(0)

∥∥2 ≤
ū2
(i)V (xk(0),σk(0)), i = 1, ...,m,

(12)

então as seguintes declarações são equivalentes:

(i) O incremento da função candidata de Lyapunov
∆Vk = V (xk+1(0),σk+1(0)) − V (xk(0),σk(0)),
satisfaz

∆Vk−2Tkψ
′
kU (ψk +S(σk(0))xk(0))< 0. (13)

(ii) Existe um funcional contínuo V0 : [0, T2]×K→
R que satisfaz para todo xk ∈K e Tk ∈ [T1, T2]

V0(Tk,xk) = V0(0,xk) = 0, (14)
tal que para W (τ,xk,σk) =V (xk,σk)+V0(τ,xk),
tem-se

Ẇ (τ,xk,σk)−2ψ
′
kU (ψk +S(σk(0))xk(0))< 0.

(15)

Além disso, se (i) ou (ii) é satisfeita, então a origem do
sistema em malha fechada (1)-(3) é assintoticamente
estável, para qualquer condição inicial pertencente ao
conjunto:

LV (1) =
⋂

f∈{1,...,2N}
E (P̄ f

s ,1). (16)

Prova: A prova deste teorema baseia-se nos re-
sultados apresentados em (Seuret e Gomes da
Silva Jr., 2012) e (Gomes da Silva Jr. et al.,
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2015). Assumindo que (ii) é satisfeita, integrando
(15) no intervalo [0,Tk], tem-se V (xk(Tk),σk(Tk))−
V (xk(0),σk(0))− 2Tkψ ′kU(ψk + S(σk(0))xk(0)) < 0.
Como xk(Tk) = xk+1(0) e σk(Tk) = σk+1(0), então
(ii) implica que (i) é verdadeira. Assumindo que
(i) é satisfeita, considere que existe um funcional
V0(τ,xk) que satisfaça (14), por exemplo, V0(τ,xk) =
−V (xk(τ),σk(τ)) +∆Vkτ/Tk +V (xk(0),σk(0)). Pela
definição de W (τ,xk,σk) e derivando em relação a
τ , tem-se V̇ (xk(τ),σk(τ))+ V̇0(τ,xk) = Ẇ (τ,xk,σk).
Observe que V̇ (xk(0),σk(0)) = V̇ (xk(Tk),σk(Tk)) = 0.
Logo, Ẇ (τ,xk,σk) =

1
Tk
[∆Vk]. Então como (i) é satis-

feita, assegura-se que (ii) é verdadeira.
Considere agora que x0(0) ∈ LV (1). De (12)

segue então que
∣∣(K(σ0(0))−S(σ0(0)))(i)x0(0)

∣∣ ≤
ū(i), i = 1, . . . ,m, o que significa que x0(0) ∈
S (ū,σ0(0)). Assim, a partir do Lema 1, segue que
ψ ′0U(ψ0 +S(σ0(0))x0(0))≤ 0.

Com (15) ou (13) satisfeitas, segue então
que x0(Tk)

′P(σ0(Tk))x0(Tk)− x0(0)′P(σ0(0))x0(0) <
0. Como x0(Tk) = x1(0) e σ̇(t) é limitado, i.e.
σ̇(t) ∈ B

δ̇
, σ (t) é contínuo. Logo, σk(Tk) =

σk+1(0), o que resulta em x1(0)′P(σ1(0))x1(0) <
x0(0)′P(σ0(0))x0(0) ≤ 1. Assim conclui-se que
x1(0) ∈S (ū,σ1(0)) e σ1(0) ∈Bσ .

Repetindo o raciocínio, tem-se que ∀x0(0) ∈
LV (1), segue que ∆Vk < 0, ∀k ≥ 0. Portanto, a partir
do Lema 3, xk(0)→ 0 para k→ ∞, ∀x0(0) ∈LV (1).
2

4.2 Condições de Estabilização

A partir do Problema 1 e do Teorema 1, o seguinte te-
orema apresenta condições quasi-LMIs para o projeto
de ganhos estabilizantes.

Teorema 2 Se existem matrizes definidas positivas e
simétricas P̃0, P̃j, R̃ ∈ Sn e X̃ ∈ Sn+m, uma matriz dia-
gonal positiva definida Ũ ∈ Sm, uma matriz simétrica
F̃ ∈ Sn, matrizes G̃, Ỹ ∈ Rn×n, Q̃ ∈ R(3n+m)×n, S̃0, S̃ j
K̃0, K̃ j ∈ Rm×n, j = 1, . . . ,N, e um escalar positivo ε

satisfazendo

Π̃
f ,g,h
1 +TrΠ̃2 +TrΠ̃3 < 0 (17)[

Π̃
f ,g,h
1 −TrΠ̃3 TrQ̃
∗ −TrR̃

]
< 0 (18)[X0 I

I Ỹ ′+ Ỹ − P̃ f
s

]
> 0 (19)[

P̃ f
s (K̃ f

(i)− S̃ f
(i))
′

∗ ū2
(i)

]
> 0 (20)

∀ f ,g,h = 1, . . . ,2N , ∀i = 1, ...,m e ∀r = 1,2, com

Π̃
f ,g,h
1 = He

{
M′1
(
P̃ f

s + P̃g
δ

)
M3−M′12G̃M2

−M′4S̃ f M2 +(εM′1 +M′3)(A f ,gỸ M1

+BK̃ f M2− Ỹ M3 +BŨM4)− Q̃M12
}

−M′12F̃M12 +M′1(P̃h
d)M1−2M′4ŨM4,

Π̃2 = M′3R̃M3 +He
{

M′3(F̃M12 + G̃M2)
}
,

Π̃3 = M′24X̃M24,

(21)

M1 = [I 0 0 0] , M2 = [0 I 0 0] , M3 = [0 0 I 0] ,
M4 = [0 0 0 I] , M12 = M1−M2, M24 = [M′2 M′4]

′,
(22)

P̃ = [P̃1 · · · P̃N ], S̃ = [S̃1 · · · S̃N ], ˜K = [K̃1 · · · K̃N ],
K̃ f = K̃0 + ˜K (v f ⊗ I), S̃ f = S̃0 + S̃ (v f ⊗ I),

P̃ f
s = P̃0 +P̃(v f ⊗ I),

P̃g
δ
= P̃T2(vd

g⊗ I), P̃h
d = P̃(vd

h⊗ I),
A f ,g = A0 +A (v f ⊗ I)+A T2(vd

g⊗ I),
(23)

então a matriz de ganhos K(σ(tk)) = K0 +K Λ(tk),
com K0 = K̃0Ỹ−1 e K j = K̃ jỸ−1, j = 1, . . . ,N, assegura
que as trajetórias do sistema LPV amostrado em ma-
lha fechada (1)-(3), com σ(t) satisfazendo (2) conver-
gem assintoticamente para a origem, para qualquer
intervalo de amostragem satisfazendo 0 < T1 ≤ Tk ≤
T2, ∀x(0) ∈ E (X0,1).

Prova: Considere a função candidata de Lyapunov de-
pendente de σ(t) definida em (11) e o seguinte funci-
onal

V0(τ,xk) = (Tk− τ)(xk(τ)− xk(0))′[F(xk(τ)− xk(0))

+2Gxk(0)]+(Tk− τ)τ
[
xk(0)

ψk

]′
X
[
xk(0)

ψk

]
+(Tk− τ)

∫
τ

0
ẋ′k(θ)Rẋk(θ)dθ ,

com R = R′ > 0, R ∈ Sn e as matrizes F ∈ Sn e G ∈
Rn×n, X ∈ Sn+m. Note que V0(τ,xk) satisfaz a con-
dição (14) do Teorema 1. Derivando W (τ,xk,σk) =
V (xk(τ),σk(τ))+V0(τ,xk) em relação a τ resulta em

Ẇ = 2ẋ′k(τ)P(σk(τ))xk(τ)+ x′k(τ)Ṗ(σk(τ))xk(τ)

− (xk(τ)− xk(0))′[F(xk(τ)− xk(0))+2Gxk(0)]
+(Tk− τ)[2ẋ′k(τ)F(xk(τ)− xk(0))

+2ẋ′k(τ)Gxk(0)]+(Tk−2τ)
[
xk(0)

ψk

]′
X
[
xk(0)

ψk

]
+(Tk− τ)ẋ′k(τ)Rẋk(τ)−

∫
τ

0
ẋ′k(θ)Rẋk(θ)dθ ,

(24)
com Ṗ(σk(τ)) = PΓk(τ). Defina χ(τ) =
[x′k(τ) x′k(0) ẋ′k(τ) ψ ′k]

′. Como R > 0,
∀Q ∈ R(3n+m)×n tem-se que (Seuret e Gomes da
Silva Jr., 2012):∫

τ

0
ẋ′k(θ)Rẋk(θ)dθ ≥ 2χ

′(τ)Q(xk(τ)− xk(0))

− τχ
′(τ)QR−1Q′χ(τ). (25)

Usando as matrizes auxiliares (22), a partir de
(24) e (25), resulta que

Ẇ −2ψ
′
kU(ψk +S(σk(0))xk(0))≤

χ
′(τ)[Π̂1(σk(0),δk(τ), δ̇k(τ))+(Tk− τ)Π2

+(Tk−2τ)Π3 + τQR−1Q′]χ(τ), (26)

com Π̂1(σk(0),δk(τ), δ̇k(τ)) = He{M′3(P0 +
PΛk(0) + PΓ2k(τ))M1 − M′12GM2 − QM12 −
M′4U(S0 + S Λk(0))M2} − M′12FM12 +
M′1PΓk(τ)M1 − 2M′4UM4, Π2 = He{M′3(FM12 +
GM2)} + M′3RM3, Π3 = M′24XM24. Por ou-
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tro lado, de (10), resulta que (Y1xk(τ) +
Y2ẋk(τ))

′[(A0 +A Λk(0)+A Γ2k(τ))xk(τ) +
B(K0 +K Λk(0))xk(0) + Bψk − ẋk(τ)] = 0, para
quaisquer matrizes Y1 e Y2 ∈ Rn×n. Defina-se então

Π1(σk(0),δk(τ), δ̇k(τ)) = Π̂1(σk(0),δk(τ), δ̇k(τ))

+Θ(σk(0),δk(τ)),
com Θ(σk(0),δk(τ)) = (Y1M1 + Y2M3)

′[(A0 +
A Λk(0) +A Γ2k(τ))M1 B(K0 +K Λk(0))M2 −
M3 BM4]. Suponha que Y2 é não singular, consi-
dere Ỹ = Y−1

2 , Y1 = εY2, com ε > 0, e Ũ = U−1.
Então, definindo a transformação de similaridade
χ̃(τ) = Ξ−1χ(τ), com Ξ = diag{Ỹ ,Ỹ ,Ỹ ,Ũ}, é
possível reescrever (26) como:

Ẇ −2ψ
′
kU(ψk +(S0 +S Λk(0))xk(0))≤

χ̃
′(τ)[Ξ′Π1(σk(0),δk(τ), δ̇k(τ))Ξ+(Tk− τ)Ξ′Π2Ξ

+(Tk−2τ)Ξ′Π3Ξ+ τΞ
′QR−1Q′Ξ]χ̃(τ). (27)

A partir do lado direito da inequa-
ção (27), define-se Ψ1(σk(0),δk(τ), δ̇k(τ)) =
Ξ′Π1(σk(0),δk(τ), δ̇k(τ))Ξ + (Tk − τ)Ξ′Π2Ξ + (Tk −
2τ)Ξ′Π3Ξ + τΞ′QR−1Q′Ξ. Assim, uma condição
suficiente para verificar (15) é dada por:

Ψ1(σk(0),δk(τ), δ̇k(τ))< 0. (28)
Como Λk(0) = σk(0)⊗ I, Γ2k(τ) = δk(t)⊗ I e Γk(τ) =
δ̇k(t)⊗ I, tem-se que (28) é afim em σk(0), δk(τ) e
δ̇k(τ). Logo para satisfazer (28) é necessário e su-
ficiente verificar a mesma nos vértices do politopo
Bσ ×Bδk

×B
δ̇k

. Ou seja, devemos ter

Π̃
f ,g,h
1 +(Tk− τ)Π̃2 +(Tk−2τ)Π̃3 + τQ̃R̃−1Q̃′ < 0,

(29)
com Π̃

f ,g,h
1 ,Π̃2 e Π̃3 definidos em (21), ∀ f , g, h =

1, . . . ,2N . Por outro lado, levando em conta τ ∈ [0,Tk]
e Tk ∈ [T1,T2], por argumentos de convexidade, segue
que (17) e (18) asseguram que (29) é satisfeita. Por-
tanto, a condição (15) do Teorema 1 é satisfeita. (17)
e (18) asseguram implicitamente que Ỹ é não-singular.

Considerando que P̃ f
s = Ỹ ′P f

s Ỹ , com P̃ f
s definido

em (23), sendo P0 = Ỹ ′−1P̃0Ỹ−1 e Pj = Ỹ ′−1P̃jỸ−1,
para j = 1, . . . ,N, note que a inequação (19) asse-
gura que X0 ≥ P f

s , ∀ f = 1, . . . ,2N , i.e. E (X0,1) ⊆⋂
f=1,...,2N E (P f

s ,1) = LV (1).
Considerando agora K̃ f = K f Ỹ e S̃ f = S f Ỹ defi-

nidos em (23), com K0 = K̃0Ỹ−1, K j = K̃ jỸ−1, S0 =
S̃0Ỹ−1 e S j = S̃ jỸ−1, para j = 1, . . . ,N, pré e pós-
multiplicando a condição (20) por diag{Ỹ−1, I}, con-
siderando argumentos de convexidade e aplicando o
complemento de Schur, tem-se que (12) é satisfeita.
Assim, segue que (17), (18) e (20) implicam que (12)
e (15) são satisfeitas. Como E (X0,1)⊆LV (1), a par-
tir do Teorema 1, conclui-se a prova. 2

Observação 1 No caso em que A(σ(t)) é Huwirtz
∀σ(t) ∈Bσ , condições similares para garantir a es-
tabilidade global da origem podem ser escritas. Neste
caso, a condição de setor é satisfeita globalmente,
i.e. para qualquer matriz diagonal e definida positiva
U ∈ Sm a seguinte inequação é satisfeita: ψ ′kU(ψk +
K(σ(tk))x(tk))≤ 0.

4.3 Maximização do Intervalo de Amostragem

A partir do Problema 1, dado T1, projetar os ganhos
de realimentação K0 e K j, i = 1, · · · ,N, com objetivo
de maximizar T2, para o qual as respectivas trajetórias
do sistema LPV para qualquer condição inicial per-
tencente a E (X0,1) convirjam assintoticamente para a
origem. Isto pode ser obtido através do seguinte pro-
blema de otimização:

max T2
sujeito à
(17), (18), (19), (20).

(30)

Note que as condições (17) a (20) são LMIs para um
escalar fixo ε e dados os limites T1 e T2 do intervalo de
amostragem. Assim, o problema (30) pode ser resol-
vido de forma iterativa como um problema LMI para
valores crescentes de T2 e testando a factibilidade des-
tas LMIs em um grid em ε .

5 Exemplo Numérico

Considere o seguinte sistema LPV:

ẋ(t) =
[

0 1
0,1 0,4+0,6σ(t)

]
x(t)+

[
0
1

]
sat(u(t)),

com |σ(t)| ≤ 1, |σ̇(t)| ≤ 0,2, ū= 1 e T1 = 1ms. A par-
tir de (30) com X0 = 1,5I, três casos são considerados
a fim de analisar a influência das matrizes variáveis de-
pendentes de parâmetro. O primeiro consiste nas ma-
trizes P, K e S dependentes do parâmetro. No segundo
e no terceiro caso, Pj = 0, para j = 1, ..,N. Além disso,
no terceiro caso, K e S independem de σ . A Tabela 1
apresenta o máximo intervalo de amostragem obtido
para os três casos. Note que, quanto mais dependência
do parâmetro nas condições, melhores resultados são
obtidos, i.e. obtém-se um T2 maior.

Tabela 1: Máximo intervalo de amostragem T2 para T1 =
1ms, nos três casos

T2

P(σ),K(σ),S(σ) 938ms
P,K(σ),S(σ) 933ms

P,K,S 897ms

Considerando agora P, K e S dependentes de pa-
râmetro, os seguintes casos são considerados: caso
(a) Tk ∈ [1; 200]ms e o caso (b) Tk ∈ [1; 938]ms,
os valores das matrizes K e P para cada caso es-
tão na Tabela 2. Verifica-se em ambos os casos
que E (P1

s ,1) ⊂ E (P2
s ,1), então LV (1) = E (P1

s ,1) =
E (P0 +σP1,1), conforme a Figura 1 que apresenta os
conjuntos E (X0,1), E (P1

s ,1) e E (P2
s ,1) em linha só-

lida, tracejada e pontilhada, respectivamente. Consi-
derando Tk ∈ [1; 938]ms, a Figura 1 apresenta tam-
bém trajetórias do sistema. Note que as trajetórias para
condições iniciadas na borda do conjunto LV (1) con-
vergem para a origem, enquanto para condições inici-
ais não muito distantes do conjunto, algumas trajetó-
rias divergentes são obtidas (em tracejado).
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Tabela 2: Matrizes K e P para os casos (a) e (b)
Caso (a) Caso (b)

Tk ∈ [1;200]ms Tk ∈ [1;938]ms
K0 = [−0,240 −2,030] K0 = [−0,148 −1,100]
K1 = [−0,014 −0,716] K1 = [0,014 −0,228]

P0 =

[
0,0214 0,1073
0,1073 1,1505

]
P0 =

[
0,0639 0,1056
0,1056 1,3753

]
P1 =

[
0,0019 0,0154
0,0154 0,1276

]
P1 =

[
0,0046 0,0183
0,0183 0,0778

]

x
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Figura 1: Esquerda: Conjuntos E (X0,1) (linha sólida),
E (P1

s ,1) (tracejada) e E (P2
s ,1) (pontilhada) para o caso (a)

(em azul) e (b) (em preto). Direita: LV (1) e estados x(t)
para Tk ∈ [1;938]ms.

6 Conclusão

Considerando uma modelagem politópica do sistema
LPV, este trabalho apresentou condições quasi-LMI
para projeto de ganhos de realimentação de estados
amostrados LPV estabilizantes. Estas condições são
obtidas com o uso de um looped-funcional dependente
de parâmetro e de condições de setor generalizadas
para tratar a saturação. Em particular, considera-se
formalmente a possibilidade de amostragem aperió-
dica e o fato de que apesar dos parâmetros da planta
variarem continuamente, os ganhos do controlador são
atualizados apenas com as informações destes parâ-
metros nos instantes de amostragem.
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