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Abstract— This paper discusses the design and analysis of a model predictive control (MPC) strategy for a
semi-active automotive suspension, considered a quarter-car model, and applying a magneto-rheological damper.
The MPC semi-active control law was designed so that the magnitude of the forces calculated by the controller
satisfies the dissipative physical constraints of the damper and its performance is evaluated by computer simu-
lations and compared with the LQR controller. The simulation results show the efficiency of the MPC and its
advantage in energy consumption compared to LQR.

Keywords— Preditive Control, Semi-active Suspension, Automotive Suspension, Magnetorheological
Dampers.

Resumo— Este artigo aborda o projeto e análise de uma estratégia de controle preditivo (MPC - Model
Predictive Control) para uma suspensão veicular semi-ativa, considerado um modelo de um quarto de véıculo, e
a aplicação de um amortecedor magneto-reológico. A lei de controle semi-ativo MPC foi projetada de forma que
a magnitude das forças calculadas pelo controlador satisfaça às restrições f́ısicas dissipativas do amortecedor e
seu desempenho é avaliado por meio de simulações computacionais e comparado com o controlador LQR (Linear
Quadratic Regulator). Os resultados das simulações mostram a eficiência do MPC e sua vantagem no consumo
de energia em relação ao LQR.

Palavras-chave— Controle Preditivo, Suspensão Semi-ativa, Suspensão Automotiva, Amortecedor Magneto-
reológico.

1 Introdução

O sistema de suspensão veicular é um dos com-
ponentes mais importantes de um véıculo e tem
sido alvo de estudos anaĺıticos e experimentais,
sempre no sentido de melhorar a segurança e o
conforto dos ocupantes do véıculo. Segundo (Rao
et al., 2010), além de suportar o peso do véıculo
e isolar a massa suspensa do véıculo das pertur-
bações existentes na estrada proporcionando con-
forto, as suspensões devem manter a força de tra-
ção entre o pneu e a superf́ıcie da estrada para
proporcionar segurança e dirigibilidade.

Os sistemas de suspensão passiva, constrúı-
dos de molas e amortecedores, têm sérias limita-
ções, pois seus parâmetros têm de ser escolhidos
para alcançar um determinado ńıvel de compro-
misso de desempenho entre o isolamento da massa
suspensa, o curso da suspensão e a variação da
força de contato dos pneus na estrada, com uma
larga variedade de condições de estrada (Savaresi
et al., 2010).

As suspensões controláveis surgiram para re-
solver as limitações dos sistemas passivos e podem
ser classificadas em duas configurações: suspensão
ativa e suspensão semi-ativa. As suspensões ati-
vas são capazes de armazenar, dissipar e introdu-
zir energia no sistema, melhorando o desempenho
do véıculo no que diz respeito ao conforto e à se-
gurança, contudo, com alto custo e elevado con-
sumo de energia do atuador ativo. Já as suspen-
sões semi-ativas fornecem um bom compromisso

entre custo e desempenho. Elas são compostas
de elementos passivos e baseiam-se em amortece-
dores com coeficiente de amortecimento variável,
que são relativamente baratos e precisam de ener-
gia adicional despreźıvel (Canale et al., 2006).

O desenvolvimento de novos materiais como
atuadores e sensores e o avanço da computação
possibilitaram o projeto de controladores mais ro-
bustos e adaptativos às variações temporais e/ou
paramétricas da planta. Entre os atuadores semi-
ativos, destacam-se aqueles baseados em fluidos
magneto-reológicos (MR). Os amortecedores MR
têm sido assunto de muitas publicações cient́ıfi-
cas nos últimos anos (Dyke et al., 1996; Lai and
Liao, 2002; Silva de Lima, 2011; Cha et al., 2013),
que têm mostrado o atuador MR como o me-
lhor no controle de vibrações quando compa-
rado aos amortecedores eletrohidráulicos e eletro-
reológicos, devido principalmente às suas caracte-
ŕısticas de controle por corrente elétrica de baixa
potência e baixos ńıveis de tensão elétrica, confi-
abilidade e estabilidade.

O problema de controle semi-ativo em siste-
mas de suspensões automotivas com amortecedo-
res MR tem sido tratado por diversas abordagens
durante as últimas três décadas. (Tusset, 2008)
propôs uma associção de duas estratégias de con-
trole - controle ótimo e lógica fuzzy - aplicada a
um modelo não-linear de um quarto de véıculo
com amortecer MR; (Zheng et al., 2011) desen-
volveu um sistema de controle robusto para um
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modelo de carro completo com sete graus de liber-
dade; um sistema de controle robusto com amorte-
cedores MR foi desenvolvido por (Crivellaro, 2008)
para véıculos utilitários;

No entanto, tais estratégias não atacam di-
retamente as restrições f́ısicas de passividade dos
amortecedores MR. Uma abordagem interessante
para solucionar esse problema é o controle predi-
tivo baseado em modelo (Model Predictive Control
- MPC). Nos trabalhos de (Canale et al., 2006),
(Giorgetti et al., 2006) e (Torres, 2014), foram pro-
postas estratégias de controle preditivo aplicadas a
sistemas com amortecedores hidráulicos. Porém,
apesar de considerarem as restrições de passivi-
dade, não consideram o comportamento dinâmico
destes elementos. (Xu and Li, 2012) apresenta-
ram o estudo teórico de uma estratégia de controle
preditivo semi-ativo com amortecedores MR para
reduzir as respostas de estruturas de construção
civil excitadas sismicamente.

O objetivo deste trabalho é apresentar o pro-
jeto e análise de um controlador preditivo aplicado
a um modelo linear de suspensão semi-ativa de um
quarto de véıculo, considerando a dinâmica não-
linear do amortecedor MR e suas restrições. Tal
sistema é projetado de forma a assegurar que o es-
forço de controle satisfaça as restrições f́ısicas de
passividade do amortecedor.

2 Modelo Matemático Linear para 1/4
de Véıculo

Para a análise matemática do problema deste tra-
balho, considera-se o modelo de sistema de sus-
pensão semi-ativa de um quarto de véıculo repre-
sentado por um sistema linear de dois graus de li-
berdade, ilustrado a Figura 1. Esta técnica de mo-
delar apenas um quarto do véıculo é encontrada
em diversos autores como (Do et al., 2010; Pas-
choal, 2011; Yao et al., 2013), pois diminui sig-
nificativamente o equacionamento que descreve o
problema possibilitando estudar a correlação entre
o conforto, segurança e o sistema de controle.

Figura 1: Modelo de suspensão semi-ativa para
um quarto de véıculo.

A carroceria do véıculo é representada pela
massa suspensa (ms) que corresponde a um quarto
da massa total que é ligada por uma mola de cons-

tante de rigidez ks e por um amortecedor contro-
lado por uma força de amortecimento semi-ativa
Fs a uma massa não suspensa que representa o
conjunto do eixo e roda (mu). Finalmente, a
massa não suspensa é ligada ao solo através de
uma segunda mola, de constante kt correspon-
dente à rigidez do pneu. Os dois graus de li-
berdade do modelo são representados pelos des-
locamentos verticais zs (deslocamento da massa
suspensa) e zu (deslocamento da massa não sus-
pensa). O sinal de entrada do sistema é a excita-
ção de amplitude zr dada pela irregularidade da
pista.

A forma matricial no espaço de estados que
descreve o modelo linear de um quarto de véıculo
com controle semi-ativo de suspensão tem a con-
figuração dada pela Equação (1):

ẋ = Acx+Bcu+ Ecżr (1)

Em que u = Fs e x é o vetor de estados defi-
nido pela Equação (2):

x1
x2
x3
x4

 =


zs − zu
żs

zu − zr
żu

 (2)

sendo x1 o deslocamento relativo da mola, x2 a
velocidade da massa suspensa, x3 o deslocamento
relativo do pneu e x4 a velocidade da massa não
suspensa.

E as matrizes constantes Ac, Bc e Ec são:

Ac =


0 1 0 −1

− ks
ms

0 0 0

0 0 0 1
ks
mu

0 − kt
mu

0

 (3)

Bc =
[

0 1
ms

0 − 1
mu

]T
(4)

Ec =
[

0 0 −1 0
]T

(5)

Os parâmetros f́ısicos que caracterizam o véı-
culo considerado neste trabalho foram os mesmos
utilizados em (Paschoal, 2011). A Tabela 1 apre-
senta tais parâmetros.

Tabela 1: Parâmetros para o modelo de 1/4 de
véıculo (Paschoal, 2011).

Constante Valor Unidade
ks 40000 N/m
kt 190000 N/m
ms 372 Kg
mu 45 Kg

3 Amortecedores Magneto-reológicos

Amortecedores MR exploram as propriedades f́ı-
sicas dos fluidos magneto-reológicos que alteram
a sua viscosidade, quando sujeita a um campo
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magnético. A variação do coeficiente de amorteci-
mento e, consequentemente, da força gerada pelo
amortecedor é realizada ajustando-se a magnitude
do campo magnético produzido por uma corrente
ou tensão elétrica.

3.1 Modelo matemático

Como qualquer sistema real, o comportamento di-
nâmico dos amortecedores MR é não-linear e sua
descrição matemática completa não é uma ques-
tão trivial. Um número significativo de modelos
matemáticos, baseados em diferentes descrições de
funções, tem surgido com o objeto de descrever o
comportamento não-linear intŕınseco destes dispo-
sitivos (Spencer et al., 1997).

O modelo de Bouc-Wen Modificado, porposto
por (Spencer et al., 1997) e ilustrado na Figura 2,
é um dos modelos mais flex́ıveis e numericamente
tratável, descrevendo o comportamento de histe-
rese no amortecedor.

Figura 2: Modelo do amortecedor MR (Spencer
et al., 1997).

O modelo fenomenológico é regido pelas se-
guintes equações:

c1ẏ = αz + k0(x− y) + c0(ẋ− ẏ) (6)

ż = −γ|ẋ− ẏ|z|z|n−1−β(ẋ− ẏ)|z|n+µ(ẋ− ẏ) (7)

ẏ =
1

c0 + c1
[αz + c0(ẋ) + k0(x− y)] (8)

F = c1ẏ + k1(x− x0) (9)

em que F é a força total do amortecedor, k0 e k1
são coeficientes de rigidez, ẋ a velocidade relativa
das extremidades do amortecedor, x0 o desloca-
mento inicial, x a variável dependente, α um co-
eficiente de rigidez e z a variável de estado que
representa uma variável interna do sistema.

A tensão de cisalhamento do fluido MR de-
pende diretamente do campo magnético aplicado,
de modo que assume-se que o coeficiente de rigidez
α e os coeficientes de amortecimento viscoso c0 e
c1 são funções que dependem de uma tensão elé-
trica, ν, aplicada na bobina do amortecedor. As
seguintes relações podem ser propostas:

α = α(e) = αaαbe (10)

c1 = c1(e) = c1a + c1be (11)

c0 = c0(e) = c0a + c0be (12)

ė = −η(e− ν) (13)

Os valores dos parâmetros do amortecedor
MR empregado nas simulações computacionais re-
alizadas neste trabalho foram obtidos a partir do
trabalho de (Lai and Liao, 2002) e estão apresen-
tados na Tabela 2

Tabela 2: Parâmetros do amortecedor MR (Lai
and Liao, 2002).
Constante Valor Constante Valor

c0a 784 Ns/m αa 12441 N/m
c0b 1803 Ns/Vm αb 38430 N/Vm
k0 3610 N/m γ 136320 m−2

c1a 14649 Ns/m β 2059020 m−2

c1b 34622 Ns/Vm µ 58
k1 840 N/m η 190 s−1

Neste trabalho, o controle da força do amor-
tecedor é realizado por meio da tensão aplicada à
bobina. A determinação de tal tensão elétrica é
realizada por meio de um mapa força-velocidade,
que dá a dependência da forca u(t) em cada ins-
tante de tempo como uma função da tensão ν(t)
e da velocidade relativa vus(t), Equação (14), isto
é, u(t) = u(vus) (Canale et al., 2006).

vus(t) = żu − żs (14)

A força u(t) calculada pelo controlador deve
satisfazer as restrições f́ısicas do amortecedor, des-
critas pelo mapa força-velocidade mostrado na Fi-
gura 3. Tal mapa foi obtido a partir de simulações
numéricas e, por razões de simplicidade, apenas as
curvas máximas ui,max(vus) e mı́nimas ui,min(vus)
são apresentadas.

Figura 3: Mapa força-velovidade do amortecedor

A região delimitada pelas curvas de ν = 0V
e ν = 2V estabelece o valor permisśıvel para a
força de controle que pode ser atuado pelo dispo-
sitivo amortecedor semi-ativo. Então, a estratégia
de controle semi-ativo, a fim de assegurar a viabi-
lidade das forças de suspensão, deve ser calculada
para garantir a satisfação da restrição de passivi-
dade, conforme Equação (15):

ui,min(vus) ≤ u ≤ ui,max(vus) (15)
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4 Controle Semi-ativo

Neste trabalho, um sistema de controle semi-ativo
é proposto, conforme diagrama de blocos ilustrado
na Figura 4. A planta é o modelo de 1/4 de véıculo
de dois graus de liberdade excluindo o amortece-
dor MR, Equação (1). A parte de controle consiste
em dois controladores em cascata. O controlador
do sistema, objeto deste estudo, gera a força con-
trolada desejada, Fs, enquanto que o controlador
do amortecedor ajusta o ńıvel de tensão para ras-
trear Fs. Fmr é a força de amortecimento gerada
pelo amortecedor MR, definida pela Equação (9).

Figura 4: Diagrama de bloco do sistema de con-
trole semi-ativo.

Um dos principais desafios na utilização de
amortecedores MR é o desenvolvimento de um
algoritmo de controle apropriado para controlar
as forças de amortecimento. Por isso, o dia-
grama da Figura 4 é o mais utilizado na lite-
ratura (Tusset, 2008; Paschoal, 2011; Lam and
Liao, 2001).

4.1 Controlador do Amortecedor: Clipped-
Optimal Control

Uma variedade de algoritmos de controle tem sido
usada em estudos recentes para controlar as forças
de amortecimento de amortecedores MR (Dyke
and Spencer Jr, 1997; Jansen and Dyke, 2000; Cha
et al., 2013). Dentre os algoritmos de controle que
não utilizam um modelo do amortecedor, um dos
mais presentes na literatura, devido à sua simpli-
cidade e desempenho, é clipped-optimal control ou
controle grampeado (Paschoal, 2011). Esta estra-
tégia foi proposta por (Dyke et al., 1996) e con-
site em limitar ou grampear a força do amorte-
cedor MR em determinadas condições, de modo
que o amortecedor MR reproduza continuamente
a força gerada por uma lei de controle ativa.

A representação matemática de ν em função
de Fs e Fmr é dada pela Equação (16), em que
sgn() é a função sinal e para sgn(Fs) 6= sgn(Fmr),
tem-se que ν = 0.

ν =

{
νmax, Fs > Fmr

0, Fs ≤ Fmr
, se sgn(Fs) = sgn(Fmr)

(16)

É importante notar que a voltagem determi-
nada segundo a Equção (16) é descont́ınua no

tempo e seu valor se restringe ao intervalo ν =
[0, νmax].

4.2 Controle Ótimo - LQR

O controle ótimo ou LQR (Regulador Linear Qua-
drático) vem sendo utilizado em diversos estu-
dos de sistemas de suspensão ativa e semi-ativa
(Tusset, 2008; Paschoal, 2011; Kumar and Vijaya-
rangan, 2006) e, por isso, é utilizado neste traba-
lho para efeito de comparação com o MPC.

A representação em espaço de estados de
tempo discreto é dada pela Equação (17), sendo
Ts = 10ms o peŕıodo de amostragem utilizado.
O método de discretização utilizado foi o segura-
dor de ordem zero e as matrizes A, B e E foram
obtidas a partir da função c2d() do MATLAB.

xk+1 = Axk +Buk + F żrk (17)

A lei de controle do LQR é obtida a partir do
modelo matemático do sistema (17) e definida por
(18):

uk = −Kxk (18)

em que K ∈ Rp×n é vetor de ganhos de realimen-
tação.

A função custo que deve ser minimizada de
forma a limitar a energia dos estados e da ação de
controle é dada pela Equação (19) (Kuo, 1980):

J =
1

2

∞∑
k=0

(
xTkQxk + uTkRuuk

)
(19)

O funcional de custo para determinação do
vetor K deve ser função das grandezas a serem
minimizadas, conforme Equação (20).

J =
∑∞
k=0 σ5(z̈sk)

2
+ σ1(x1k)

2
+ σ2(x2k)

2
+

σ3(x3k)
2

+ σ4(x4k)
2

(20)
Devido ao fato que os requisitos de conforto e

segurança são objetivos conflitantes, o peso para
a ponderação σi pode ser sintonizado para obter
um compromisso satisfatório de desempenho. As
matrizes Q e R foram definidas como:

Q =


12000 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 e R = 7.10−6 (21)

4.3 Controlador do Sistema: MPC

O MPC é a estratégia de controle proposta neste
trabalho como controlador do sistema. Por ser
uma estratégia que considera as restrições no pro-
blema de controle, o MPC parece ser a técnica
mais adequada capaz de tratar as restrições f́ısicas
de passividade dos amortecedores MR, podendo
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aumentar o desempenho dos sistemas semi-ativos
que utilizam tais dispositivos.

De forma semelhante ao LQR, o controle pre-
ditivo semi-ativo é obtido através da minimização
de um funcional de custo, que pondera as gran-
dezas f́ısicas a serem atenuadas pelo controlador.
O objetivo é encontrar uma lei de controle que
otimize o desempenho do véıculo em termos de
conforto e segurança, sujeita às restrições de pas-
sividade apresentada na Figura (3) e à equação
dinâmica, representada pela Equação (17). As es-
pecificações de desempenho podem ser inclúıdas
na função custo. Ao definir o horizonte de predi-
ção Hp, o horizonte de controle Hc e as matrizes
positivas definidas Q = QT > 0 e R = RT > 0,
a função de custo J pode ser expressa por uma
função quadrática dada pela equação (22):

J =

Hp∑
j=1

∥∥x̂k+j|k∥∥2Q +

Hc−1∑
j=0

∥∥ûk+j|k∥∥2R (22)

Em que x̂k+j|k denota o estado estimado
pelo modelo apresentado na equação (1), dada a
sequência de entradas uk|k, ..., uk+j−1|k e o es-
tado inicial xk|k = xk, U = [uk|k, ..., uk+j|k]T é o
vetor de controles futuros para ser otimizado. Se
Hc < Hp, uk+j|k = uk+Hc−1|k, j = Hc + 1, ...,Hp.

A medida padrão para avaliar as caracteŕıs-
ticas de conforto de condução é a aceleração da
massa suspensa z̈s, enquanto no desempenho em
segurança (dirigibilidade e estabilidade) as forças
trocadas entre o pneu e na estrada que depen-
dem da deflexão do pneu (zu− zr) são geralmente
considerados. Assim, a lei de controle MPC foi
obtida minimizando função custo apresentada na
equação 23, considerando a restrição da força de
controle delimitada pelas curvas da Figura 3.

J =
∑Hp

j=1 σ5(z̈sk+j|k)
2

+ σ1(x1k+j|k)
2
+

σ2(x2k+j|k)
2

+ σ3(x3k+j|k)
2
+

σ4(x4k+j|k)
2

(23)

Dada a representação em espaço de estados
introduzida pela Equação (17), a função de custo
dada pela equação (23) pode ser expressa sob
a forma apresentada em (22) por uma definição
apropriada de matrizes Q e R. Utilizando a fun-
ção quadprog do MATLAB, calcula-se o controle
que minimiza (23), sendo Hp = 18 e Hc = 4.

As matrizes Q e R foram definidas iguais às
matrizes do LQR de forma a obter uma compara-
ção dos controladores, considerando sintonias se-
melhantes.

5 Resultados e Discussões

A fim de analisar o desempenho dos controladores
MPC e LQR, realizou-se simulações no software

MATLAB/SIMULINK, com o método de integra-
ção ODE45. Para realização de tais simulações,
uma excitação do tipo buraco descrita pela Equa-
ção (24) é utilizada, como mostrado na Figura 5.

Figura 5: Perfil de estrada do tipo buraco.

w(t) =

{
V h

2L (cos( 2πV t
L )− 1), t0 ≤ t ≤ L

V
0, caso contrario

(24)
sendo V = 30Km/h a velocidade do véıculo,
h = 0, 06m a altura e L = 1m o comprimento
do buraco.

O amortecedor MR pode ser usado como um
dispositivo de controle passivo, abrindo-se a ma-
lha e excluindo-se os controladores do sistema e
do amortecedor, sendo chamado de Passivo Off
quando a tensão elétrica aplicada for constante e
nula. Quando a tensão aplicada é constante e di-
ferente de zero, tem-se o caso Passivo On. Assim,
para o amortecedor em estudo, 0 V e 2 V (tensão
máxima) são aplicados para os casos Passivo Off e
Passivo On, respectivamente (Lai and Liao, 2002).

As Figuras 6 a ?? apresentam a resposta do
sistema à excitação buraco. A aceleração e deslo-
camento da massa suspensa são medidas de con-
forto do passageiro. O deslocamento da massa
não suspensa e o espaço de trabalho (zs − zu) são
medidas de segurança e dirigibilidade.

Embora a amplitude de aceleração dos siste-
mas com controle LQR e controle MPC tenha so-
frido aumento, a amplitude de deslocamento e o
tempo de assentamento foram reduzidos, quando
comparados com o sistema Passivo Off. Observa-
se que o sistema Passivo Off não atenua as os-
cilações. Já no caso Passivo On, verifica-se uma
forte atenuação das oscilações, porém ao custo de
atingir elevada amplitude de aceleração.

Pode-se observar que o controle MPC reduziu
as amplitudes de deslocamento da massa não sus-
pensa e de deslocamento do espaço de trabalho do
amortecedor, quando comparado com os sistemas
LQR e Passivo Off, melhorando o desempenho em
segurança e dirigibilidade, uma vez que um menor
espaço de trabalho aumenta a aderência do pneu
com o solo.

A Tabela 3 apresenta os ńıveis RMS de z̈s,
zs, zs − zu e ν, mostrando mais uma vez que z̈s
e zs podem ser reduzidos de forma eficaz usando
amortecedor MR com controle semi-ativo.
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Figura 6: Deslocamento da massa do eixo e roda.

Figura 7: Aceleração da massa da carroceria para
excitação buraco.

Figura 8: Espaço de trabalho do amortecedor para
excitação buraco.

Figura 9: Deslocamento da massa do eixo e da
roda para excitação buraco.

Apesar de apresentar uma maior redução da
amplitude do espaço de trabalho em comparação
aos demais sistemas, o sistema Passivo On gerou
uma variação da aceleração RMS cerca de 1,5 ve-
zes z̈s do caso Passivo Off e não atenuou rapi-
damente as oscilações de zs, resultando em uma
maior sensação de desconforto dos ocupantes do
véıculo.

Figura 10: Forças geradas pelos controladores
LQR e MPC.

Na Figura 10, pode-se observar as forças ge-
radas pelas leis de controle LQR e MPC. Verifica-
se que o controle MPC respeitou as restrições de
força.

Tabela 3: Valores RMS de z̈s, zs, zs − zu e ν.
z̈s zs zs − zu ν

Passivo Off 1,81 0,012 0,013 0
Passivo On 2,73 0,008 0,007 2

Controle LQR 1,83 0,008 0,011 1,24
Controle MPC 1,93 0,005 0,009 0,86

A partir dos resultados apresentados, verifica-
se que o sistema semi-ativo MPC apresentou me-
lhor desempenho de conforto, pois possui um
tempo de assentamento mais curto, e um bom de-
sempenho de segurança, uma vez que reduziu a
amplitude do espaço de trabalho. Além disso, o
consumo de energia do sistema MPC é menor que
a dos sistemas LQR e Passivo On.

6 Conclusões

Foi proposta uma abordagem de controle baseada
em técnicas MPC para um sistema de suspensão
semi-ativa com amortecedor MR, considerando as
restrições f́ısicas do amortecedor. A fim de mos-
trar a eficácia do controlador proposto, foi apre-
sentada a comparação do desempenho dos siste-
mas Passivo On, Passivo Off e semi-ativo com con-
trole LQR. Testes de simulação foram executados
no modelo linear de um quarto de véıculo, Equa-
ção (17).

Os resultados das simulações mostraram que
o uso de controle preditivo aumenta o desempenho
de conforto, melhorando significativamente as ca-
racteŕısticas de segurança e dirigibilidade de sus-
pensões semi-ativas com amortecedor MR para o
perfil de estrada considerado, além de reduzir a
tensão aplicada ao amortecedor e, consequente-
mente, o consumo de energia.

Agradecimentos
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