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Abstract— This paper presents a consensus analysis method, based on linear matrix inequalities, for het-
erogeneous multi-agent systems subject to delayed inputs. It is assumed that the delays are nonuniform and
time-varying. The proposed approach consists in rewriting the multi-agent system as a reduced order delayed
linear system, thus, the consensus is analyzed via Lyapunov-Krasovskii theory. Finally, the efficiency of the
proposed method is verified by numerical simulations.
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Resumo— Este artigo apresenta um método para andlise do consenso, baseado em desigualdades matriciais
lineares, em sistemas multi-agentes heterogéneos sujeitos a retardos nas agoes de controle, os quais sdo assumidos
nao uniformes e variantes no tempo. A abordagem proposta consiste em reescrever o sistema multi-agente em
um sistema linear sujeito a retardo no tempo e, assim, o consenso é analisado via teoria de estabilidade de
Lyapunov-Krasovskii. Por fim, a eficiéncia do método proposto é verificada por meio de simulagbes numéricas.

Palavras-chave— sistemas multi-agentes heterogéneos, consenso, retardo no tempo, Lyapunov-Krasovskii,
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1 Introducao

O problema do consenso em sistemas multi-
agentes (SMAs) consiste em determinar uma lei
de controle que possibilite ao grupo de agentes,
por meio de troca de informacoes, chegar a um
acordo sobre um determinado valor de interesse tal
como distancia, altura, velocidade, temperatura,
etc. Suas aplicagoes vém atraindo a atencao de
pesquisadores no tratamento de problemas como
a formagdo de agentes auténomos (Jadbabaie
et al., 2003; Olfati-Saber, 2006), controle de mul-
tiplos robds (Mengji et al., 2014) e ranqueamento
de pédginas (Ishii and Tempo, 2014). Para uma
revisao detalhada apresentando os avangos e apli-
cagbes do problema do consenso veja Cao et al.
(2013).

Em aplicacoes reais SMAs estdo sujeitos a:
i) presenga de retardos na comunicagio entre os
agentes, devido a limitagoes fisicas; e nas agoes
de controle, inerentes do processamento de sinais
e da acdo dos atuadores, e ii) agentes hetero-
géneos, pois mesmo agentes de mesma natureza
podem possuir dinamicas diferentes devido, por
exemplo, ao desgaste diferenciado dos atuadores
e, além disso, existem aplicacoes em que os agen-
tes podem ser de natureza diferente, por exemplo,
um problema de formagao entre robos terrestres e
robos aéreos.

Na literatura, o estudo do consenso em sis-
temas multi-agentes heterogéneos (SMAHs) foi
iniciado por Zheng et al. (2011), estudando um
SMAH composto por agentes com dinamica inte-
grador puro de primeira e segunda ordem, além

ISSN 2525-8311

de discutir o problema de consenso sob dois pro-
tocolos, um linear e outro com saturagao. Como
resultado, foram estabelecidas condigoes suficien-
tes para analise do consenso para esta classe de
sistemas. A partir deste trabalho diversas pesqui-
sas foram desenvolvidas considerando outras pe-
culiaridades do problema de consenso, tais como:
tempo discreto (Liu and Liu, 2011), topologia va-
ridvel, retardos de comunicagao, retardos de en-
trada (Dai et al., 2014), agentes com dindmicas
lineares e nédo lineares (Zhu et al., 2014), etc.

O presente trabalho apresenta um método
para andlise de consenso em sistemas multi-
agentes heterogéneos sujeitos a retardos variantes
nas agoes de controle do tipo nao uniforme e, pos-
sivelmente, ndo diferencidaveis em redes direciona-
das, diferentemente de Wang and Sun (2015) que
considera retardos uniformes e diferencidveis. O
presente trabalho assume que os atrasos perten-
cem a dominios conhecidos, i.e., 7;(t) € [T — pu, 7+
u], VicomT >0erT > pu>0. Portanto, a carate-
rizagao do retardo considerada aqui é mais geral
que a apresentada em (Wang and Sun, 2015).

No presente trabalho a abordagem proposta
consiste em reescrever o SMAH como um sistema
linear sujeito a retardo no tempo e, entao, o con-
senso é analisado via teoria de estabilidade de
Lyapunov-Krasovskii. Assim, condi¢oes suficien-
tes para a analise de consenso formuladas como
desigualdades matriciais lineares (LMI, do inglés:
Linear Matriz Inequalities) sdo obtidas. Por fim,
para ilustracao da eficiéncia do método proposto é
apresentado um exemplo de aplicacao em um pro-
blema de formacgao entre robos terrestres e aéreos.
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2 Ferramentas Matematicas

2.1 Teoria Algébrica dos Grafos

Um grafo é uma representacao de um conjunto
de nés e um conjunto de arestas. Em um grafo
direcionado as arestas que ligam os nds sao uni-
direcionais, diferente dos grafos nao direcionados
onde as arestas sao bidirecionais. O grafo é dito
conectado quando existe um caminho de um né
para qualquer outro, caso contrario, diz-se que o
grafo é nao conectado.

Matematicamente, um grafo é descrito por
G = (V,€), sendo que V representa o conjunto
dos n nés e € o conjunto das arestas. A principio,
um grafo possui trés representagoes matriciais, sao
elas as matrizes: de adjacéncias, de grau e a la-
placiana. A matriz de adjacéncias A = [a;;], é
uma matriz quadrada e seus elementos sao defi-
nidos por a;; = 0 se ¢ = j ou se nao existir uma
aresta conectando o né v; ao v; e a;; = 1 se exis-
tir uma aresta conectando o né v; ao v;. A matriz
de grau D = [d;;] é uma matriz diagonal relacio-
nada a matriz de adjacéncias e seus elementos sao
definidos por d;; = 2?21 a;j. J& a matriz lapla-
ciana L = [l;;] é dada por L = D — A, ou seja,
lii = Z’-I:l a;j e l;j = —a;;. Note que a soma dos

J
elementos das linhas de L é nula, ou seja:

L1 =0, (1)
sendo 1 um vetor coluna unitario com dimensao
apropriada.

3 Formulacao do Problema
8.1 Sistemas Multi- Agentes Heterogéneos
Considere o seguinte SMAH sujeito a retardos
variantes no tempo nas acoes de controle, do tipo
nao uniformes e nao diferenciaveis, composto por

m agentes com dindmica integrador simples puro
e n agentes com dinamica integrador duplo puro:

o (- () i€,
Ti(t)= {th), wi(t) = uit —m(t) i€,
(2)

sendo x;, v; € R os estados e u; € R a entrada de
controle do i-ésimo agente, Z,,, = {1,2,3,...,m},
I, ={m+1m+2m+3,...m+n} et =
T + ;(t) o retardo no tempo, sendo 7 uma cons-
tante que representa seu valor nominal e p;(t)
uma perturbacao variante no tempo que satis-
faz |p;(t)] < p, Vi, assim, temos que 7;(t) €
[T —p, 7+ p], Vi

Ademais, para resolver o problema de con-
senso no SMAH (2), considere o protocolo:

:ninaij (xz () —; (t)) i €L,

w)=9 im
> ay (it)=2;(t)) — kiwi(t) i€,
: (3)
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no qual k; > 0 é o ganho de realimentagao do
estado w;.

Um SMA pode ser representado por um grafo
no qual os nés correspondem aos agentes e as ares-
tas aos canais de comunicacao. Assim, represen-
tando o SMAH considerado por um grafo no qual
os m primeiros nés correspondem aos agentes de
primeira ordem e os demais n nds aos agentes de
segunda ordem, define-se a matrix laplaciana L de
dimensao (m +n) x (m + n). Ademais, define-se
a matrix laplaciana L; que representa o subgrafo
contendo apenas as arestas apontando para o vér-
tice (agente) i, tal que L = L1+ La+ ...+ Liyin.

Assim, a dindmica dos agentes em (2) sob o
protocolo em (3) é dada por:
m-+n
> —LPa(t - 7))
i=1
w® ()
m-+n
S —LPa(t - 7))
i=1

m—+n

— Z Ki’LU(Q) (t — Ti(t))

1=m-+1

M) =
(2 t) =

WP (t) =

com 2 = [z1 - 2m]”, 2@ = [yt Tmgn]
z=[zWT 2OT)T 5@ = [y - wmgn] "3 LY
de dimensdo m x (m + n) é a submatriz formada
pelas m primeiras linhas de L; e LE2) de dimensao
nx (m+n) é a submatriz formada pelas n ltimas
linhas de L;; K; é uma matriz de dimensao n x n
cujo elemento na posicao (i —m) x (i —m) é igual
a k; e os demais sao nulos, tal que Z::;?H K, =
diag{km+1, - kmin}-

Entao, definindo K; = 0 para todo i € Z,,,
podemos escrever o sistema na forma matricial:

n+m

X(t) = AX(t) — Z BiX(t—7(t) (4)

na qual X = [x(l) 2(2) w(2)]T,

0’m><(m+n) Omxn Ll('l) Omxn
A= 0n><(m+n) In eBi: 0n><(m+n) Onxn
O x (m+n) Onxn LE2) K;

Para formalizar o problema de andlise de con-
senso no SMAH apresentado, considere:

Definicao 1 (Zheng et al., 2011): O SMAH (4)
atinge consenso se para qualquer condi¢ao inicial,
as sequintes condicdes forem satisfeitas:

tllm |zi(t)—z;(t)| =0 Vi,je€l,UL,, i#je
T [ws(t)—wy ()] =0 Virj € Ty i £

3.2 Consenso como Problema de Estabilidade

Nesta Secao é apresentado como o SMA pode
ser transformado em um sistema linear de ordem
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reduzida de modo que a analise do consenso possa
ser realizada por meio da anédlise de estabilidade
deste sistema transformado.

Considerando a transformacao do tipo arvore
(Sun and Wang, 2009) e o SMAH (2), define-se:

z1(t) — z2(t)
.Tl(ﬁ) — X3 (t)

21(t) — T g (1)

W41 (1) — Winy2(t)
wm-i-l(t) — Wm+3 (t)
wm-l—l(t) — Wm+n
sendo z = [21 22 zm+2n_2]T. Entao temos:
2(t) =UX(1), (5)

X(t) = { Zi?}(ﬁi } L W) (6)

na qual 1, é um vetor coluna unitéario de p linhas,

U= |: 1m+n71 *Iernfl 0(m+n—1)><n:|
O(nfl)x(ern) 1n—1 _In—l ’
01 (m+n-1) 01 (n—1)
W= ~Lmyn—1 O(man—1)x(n-1)
01x (m4n—1) O1%(n—1)
O(n—l)x(m—i-n—l) —in-1

Assim, se tlim z(t) = 0, o consenso é atingido.
— 00

Note que, derivando (5) e usando (4) tem-se

m—+n

() =UX(t) =UAX(t) - U Z B X(t —7i(t)).

Agora, usando (6) e a propriedade (1) temos

m—+n

—U > BiWa(t—7i(t))

i=1

2(t) = UAW z(t

que pode ser reescrita como

min
A(t) Z

com A=UAW ¢ B; = UB;W.

Com esta transformacao, a seguinte proposi-
¢ao traduz o problema do consenso em um pro-
blema de estabilidade.

2(t — 7;(t)) (7)

Proposicao 1 (dos Santos Junior et al., 2014):
O sistema multi-agente heterogéneo (4) atinge
consenso assintoticamente se, e somente se, 0 Sis-
tema (7) atingir a origem.
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4 Analise do Consenso

O teorema apresentado a seguir é o método
proposto por este trabalho como solucao para o
problema da anélise do consenso de sistema multi-
agente heterogéneo (4).

Teorema 1 Dados 7 > 0 eT > > 0, o sis-
tema multi-agente heterogéneo (4) com 7;(t) €
[T —p, T+ p], comi=1,2,...,m+ n, atinge
consenso se existirem matrizes F, G, P = PT,
Q, R=RT, S =57 e¢Z =27 com dimensdo
(m + 2n — 2) x (m + 2n — 2) que satisfacam as
sequintes LMIs:

TR )
L hg | <o )

com ® definido em (11), no topo da pégina se-
guinte, e ' definido abaixo:
"= BTFT BTGT 0 0] (10)

sendo B = """ B,

Demonstracao: Com base na teoria de andlise
de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii, esta de-
monstracao mostra que se as LMIs propostas fo-
rem satisfeitas, entao as desigualdades V(z;) >
azT(t)z(t) e V(z) < —azT(t)z(t) também serdo,
sendo a > 0 € R, z corresponde ao valor de z(o)
como €[t —7—pu, t] e V(z) é o seguinte funci-
onal de Lyapunov-Krasovskii:

Vi(ze) = Vi(2(8)) + Va(ze) + Va(ze) + Valzt) + Vs (1)
(12)
Vi(2(t) = 2" () P=(t),
Va(z) = 22()"Q . 2(£)d¢

Va(ar) = / T (€)Ra(€)de,

o[ ]

m-+n
Vi) = [ /t+<_ () Y Zis(E)ded

i=1
sendo P=PT, Q, R=RT, S=8Te 7, = 2"
matrizes com dimensao apropriada.

A seguir é demonstrado como verificar se a
condicio V(z;) > azT(t)z(t) é satisfeita. Ini-
cialmente, aplicando a Desigualdade de Jensen
(Gu, 2000) em V3(z;) podemos reescrever (12)

Ccomao:

V(zt)ZnT[]: 3%}77

o[ ] Frosson

m+n
[ [ oS msem

i=1

§)d&dg,
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Q+QT+R+FA+ATFT  pP—_F+ ATGT Q—-FB 0
B s ™S-G-G'+2uZ  -GB Q
* * * 7%5

com T = [ZT(t) ftt_T zT(E)df} )

Portanto, uma condigao suficiente para garan-
tir V(z¢) > azT(t)z(t), é verificar se o lado direito
da desigualdade acima é positivo. Deste modo,
se a LMI (8) e as condigdes R > 0, S > 0 e
Z > 0, implicitas na LMI (9), forem satisfeitas,
entdo V(z) > az”(t)z(t) é verdadeira.

O préximo passo da demonstragao mostra que
se as LMIs (8) e (9) forem satisfeitas, a condi¢ao
V(z) < —az”(t)z(t) também serd. Assim, deri-
vando o funcional (12) tém-se:

V() =Vi(2(t) + Valze) + Va(2) + Va(ze) + Vs (20)
(13)
Vi(z(t)) = 27 () Pz(t) + 27 () P(t),
Va(ze) = 2:7()Q z(§)dg

t—7

+227(1)Qz(t) — 22T (1)Q2(t — 1),
2T (t)Rz(t) — 2(t — T)Rz(t — 1),

ersin - [ @86,

VB(Zt) =

Va(z) =

m—+n

Vo(en) = 2702 Y Z5()
tf‘rJ:pT m+n
- /t @Yz

Em seguida, considera-se o seguinte termo
nulo auxiliar obtido por meio da equagao do sis-
tema (7)

0= 2T (t)F + 2T ()G [ — () + Az(t)

= 2T (OF + 4 >G][ (1) + A=(1)
m—+n —r
— B; —7) :
m—+n
:2A{—z(t)+/iz(t)—ZB (t=7)] +0(t)

sendo F' e (G matrizes com dimensoes apro-
priadas A TOF + 2()G] e v(t) =
f_ﬂ(t) 20 S Bz (t + €)dé. Aplicando em v(t)
a desigualdade

Lo+ b7 XD

2aTb<aT X~
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sendo a e b vetores e a matriz X > 0, tem-se
ern/

m—+n

+ Z /w) (t+ &) Zi3(t + €)dE,
m+n

2

VZ;7H(AB)Td¢

Tl(t

“HAB)T

=1
t—T+p . m+n y

+ 1) D Ziz(&)de
¢ i=1

—T—p

Agora, considerando a nova definigao de v(t),
adicionando o termo nulo a (13), aplicando a De-
sigualdade de Jensen em V4(zt) e colocando este
resultado na forma quadratica, obtemos:

m—+n
V() <YTOY+ > u(AB:)Z; (AB:)",
=1
m—+n
=TToY + Z pYTr,z 1T,
=1
m—+n 1
=17 —®+Tuz T | 1.
; (m — O+ Dz, T
(14)
sendo YT = [zT(t) 2T(t) 2(t —7) ft L2 df},

® definida em (11) e ' definida em (10).

Deste modo, uma condicao suficiente para ga-
rantir V(z;) < —az?(t)z(t) para qualquer T #
0, é a matriz entre parénteses em (14) ser defi-
nida negativa. Entdo, fazendo Zy:{" Zy = 7,
ST, = T e utilizando o complemento de
Schur, tal condicao é equivalente a

m-+n
— T;
P * —uZ; * =z

Entdo se as LMIs (8) e (9) forem satisfeitas a
condicio V(z;) < —azT (t)z(t) também serd. Isto
completa a demonstracao. O

5 Simulagoes Numéricas

Nesta Segao, para fins de validacao é apresen-
tado um exemplo numérico que ilustra a aplica-
bilidade do método proposto por este trabalho.
Com o intuito de mostrar que o método pode
proporcionar resultados interessantes em aplica-
coes praticas, considere o seguinte cenario: um
sistema multi-robos composto por dois robos ter-
restres e dois robds aéreos (todos holonémicos) de-
sejam atingir uma determinada formagao sobre os
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eixos de coordenada (x,y) para atuarem em um
procedimento de mapeamento florestal. A ideia
¢é utilizar o Teorema 1 para verificar se, dadas as
condigoes de comunicac¢ao, o sistema atinge uma
formacao preestabelecida. Serd considerado que
0s robos aéreos ja estao em voo a uma altura se-
gura que nao interfere as trajetérias dos robos ter-
restres. Tal sistema esta sujeito a retardos varian-
tes nas agoes de controle. A Figura 1 ilustra como
estd organizado o esquema de troca de informa-
coes entre estes robos na qual as setas indicam o
sentido da comunicagao e consequentemente quais
agentes se comunicam e 7;(t) é o retardo variante
nas agoes de controle. Os agentes 1 e 2 represen-
tam os robos terrestres e os agentes 3 e 4 os robos
aéreos.

Figura 1: Topologia de comunicagao do sistema
multi-robds, na qual 7;(t) representa o retardo vari-
ante nas agoes de controle.

Assumindo que a dinamica dos robos terres-

tres é integrador simples de primeira ordem e que
a dos robos aéreos ¢é integrador simples de segunda
ordem, podemos modelar o sistema como:

o fu) L€ Tms

:Ez‘(t)* {w;‘(t), w;‘(t):u;‘(t—ﬁx(t)) i €Ly,
(15)

_ [l @) L€ Im,

Yilt)= {wg(t), WY ()= (t—7Y (1)) i€ Iy,
(16)

na qual z; e y; sao as posigoes do i-ésimo agente
nas coordenadas x e y, respectivamente, e w} e
wy as velocidades do i-ésimo agente nas diregoes
X e y, respectivamente.

Com o intuito de analisar o problema de for-
macao contextualizado por meio do método pro-
posto, escrevemos o problema de formacao como
um problema de consenso considerando os seguin-

tes protocolos de consenso (lei de controle):

3

fZa” (:cZ — 0 —x;(t )+5;—‘) 1€ L,
m+n

Zazj(zz 5 *IL'J( )+5;() *k;(w;((t) Z.G_Zn7
=m-+1

Jj=m+ (17)

uf(t?nz

> s (w0 = 6~y + ) i€ T,
j=1

m—+n

j=m-+1

j (18)
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nas quais 0;° e 05 sao usados para calcular a dis-
tancia relativa desejada (6% — 6¥) entre o j-ésimo
e 0 i-ésimo na coordenada x e, analogamente, 67
e 5;' para calcular a distancia relativa desejada na
coordenada y.

Substituindo respectivamente (17) e (18) em
(15) e (16) e em seguida colocando este resultado
na forma matricial, escrevemos o sistema como:

s ) a2 o

- ] e~ — 7Y (t

-2 S04 3G)
nas quais p*(t) [21(t) — 67 - wn(t) — 657
pY(t) = [y1(t) — 67 - yn(t) — 6¥]T. Deste modo,
(19) e (20) estdo no mesmo formato de (4) permi-
tindo que o problema de formacao dos multi-robos
possa ser analisado pelo Teorema 1.

As matrizes laplacianas associadas aos retar-

dos do sistema multi-robos com topologia de co-
municacao dados pela Figura 1 sao:

(1 0 0 —1] 0 0 0 0
w_ [0 00 o0 W | -1 1 0 0
E=lo 00 o[22 0 00 0]

00 0 0 | L 0 0 0 0|

[0 0 0 0] [0 0 0 0]
@ [0 0 00 @ |00 0 0
B=lo -1 10" =loo0o o of

L0 0 0 0 00 —1 1|

note que L(l) + L(l) + L(Q) + L(Q) = L é a matriz
laplaciana do sistema geral

Em todos os testes apresentados a seguir, é con-
siderado que a matriz de ganhos do estado w é dada
por K = diag{1, 1}.

Inicialmente, é realizado o teste para verificar sob
quais valores de retardo o sistema multi-roboés com
topologia de comunicagdo apresentada na Figura 1,
atinge a formagado. Os resultados estao listados na
Tabela 1, na qual pmax corresponde ao maximo valor
de p encontrado para os valores de 7 dados. Note que
para i = 0 o sistema esta sujeito a um retardo cons-
tante, por outro lado, quando p > 0, o sistema esta
sujeito a retardos variantes no tempo, ndo uniformes
e possivelmente, nao diferencidveis.

7 10,130 | 0,160 | 0,190
0,002 | 0,066 | 0,041

0,220
0,017

0,294
0,000

Hmax

Tabela 1: Méxima perturbacao p para diferentes va-
lores de 7, tal que 75°(¢), 77 (t)€ [T — p, T+ pl.

Finalmente, foram realizadas simulagbes de tra-
jetoria e temporais para ilustrar o efeito dos retardos
no comportamento do sistema e verificar a eficiéncia
do método quanto & garantia da formacdo dos multi-
robds. A ideia é simular o sistema considerando uma
formagao desejada e um intervalo de retardos entre os
estabelecidos pelo método verificando a sua eficdcia.
A formacio desejada dada por 6* = [1 4 1 4]7 e
8 =14 4 1 1)7 é apresentada pelos triangulos na
Figura 2. Esta formagao garante que os rob6s formem
um quadrado de modo que os dois robos terrestres (1
e 2) fiquem a frente e os dois aéreos (3 e 4) atrés.

965



XXI Congresso Brasileiro de Automatica - CBA2016
UFES, Vitéria - ES, 3 a 7 de outubro

Assim, as trajetérias do sistema multi-robés (19-
20), considerando a topologia de comunicacao da Fi-
gura 1, sob retardos variantes ndo uniformes e nao
diferencidveis pertencentes a um intervalo dado por
(), 77 (t) € [T — p, T+ p] sendo 7 = 0,150 e p =
0,050, com as condigdes iniciais z(0) = [4 1 2 2|7,
w*(0) =[0 0", y(0)=[3 2 4 3]" ew”(0) =[0 0",
sao apresentadas na Figura 2 na qual os quadrados
representam a posicao inicial.
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Figura 2: Trajetéria dos robos no plano. [ repre-

senta a posi¢ao inicial e A a posigdo final/desejada
dos Robos.

As trajetorias dos robds apresentadas na Figura 2,
mostram a eficiéncia do método proposto ao verificar
que para tais condigbes de retardo o sistema atingiria
a formagdo desejada. Considerando as condigdes do
exemplo anterior, a Figura 3 apresenta a simulagao
temporal da coordenada x e as velocidades w™.
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Figura 3: Considerando 7 = 0,150 e x = 0,050, parte
superior: trajetéria dos estados z(t) e parte inferior:
trajetéria dos estados w™.
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Por fim, a Figura 4 ilustra um trecho do compor-
tamento do retardo variante na acao de controle da
coordenada x do Rob6 1 (71(t)).
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Figura 4: Tlustracao de um trecho do comportamento
do retardo 77 (t) com 7 = 0,150 e p = 0,050.

6 Consideracgoes Finais

Este trabalho apresentou um novo método com
cardter suficiente baseado em LMlIs, para andlise do
consenso em sistemas multi-agentes heterogéneos su-
jeitos a retardos variantes, ndo uniformes e nao di-
ferencidveis nas agbes de controle em redes direcio-
nadas de topologia fixa. Os resultados apresentados
mostram que o método proposto é eficiente no sen-
tido de garantir o consenso para as condigdes do mo-
delo proposto, apresentando, no melhor conhecimento
dos autores, resultados inéditos. Exemplos numéri-
cos ilustraram a aplicabilidade e eficiéncia do método
proposto para o problema da formacao de robos hete-
rogéneos. Para trabalhos futuros sugere-se tratar co-
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municacao intermitente entre os agentes e saturagao
no protocolo de consenso.
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