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Abstract— This article presents a new approach for model reduction of continuous-time polytopic robustly stable linear systems
using theH∞ norm as perfomance criterion. The proposed synthesis conditions are expressed in terms of linear matrix inequalities
involving optimization variables with polynomial dependence of generic degree, providing flexibility when choosing the degree
of the matrices associated to the reduced model to be obtained, allowing the reduced model to be precisely known (degree zero),
polytopic (degree one) or even of higher degrees, which is a novelty for the model reduction problem. Scalar searches and
an iterative procedure inspired on the two stage technique are proposed to reduce the conservatism of the method. Numerical
examples from the literature are used to illustrate the potentialities of the proposed approach when compared to existing methods.
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Resumo— Este artigo apresenta uma nova técnica de redução de ordem de sistemas lineares politópicos robustamente estáveis a
tempo contínuo utilizando a normaH∞ como critério de desempenho. As condições de síntese propostas são expressas em termos
de desigualdades matriciais lineares envolvendo variáveis de otimização com dependência polinomial de grau genérico, fornecendo
flexibilidade na escolha do grau das matrizes do modelo reduzido a serem determinadas, permitindo que o sistema reduzido seja
precisamente conhecido (grau zero), politópico (grau um) ou até mesmo de graus maiores, o que é uma novidade na literatura de
redução de modelos. Buscas em escalares e um procedimento iterativo inspirado na técnica de dois estágios são propostos para
reduzir o conservadorismo do método. Exemplos numéricos da literatura ilustram as vantagens da técnica quando comparada com
os métodos existentes.

Palavras-chave— Sistemas lineares incertos, Incerteza politópica, Redução de modelo, Desigualdades matriciais Lineares,
NormaH∞

1 Introdução

O problema de redução de modelos de sistemas
dinâmicos tem sido intensamente investigado durante
as últimas quatro décadas. Esse esforço de pesquisa
justifica-se principalmente por exigências cada vez
maiores de desempenho, implementabilidade e baixo
custo como requisitos básicos dos projetos, que devem
levar em conta modelos matemáticos cada vez mais
precisos, considerando, por exemplo, a presença de
incertezas paramétricas e restrições estruturais. Nesse
contexto, torna-se prioritária a síntese de controlado-
res dinâmicos de baixa ordem que assegurem um bom
desempenho do sistema em malha fechada. É natural
considerar que modelos de baixa ordem são mais fá-
ceis para analisar, simular e implementar se compara-
dos com modelos de ordem superiores. Sob essa ótica,
a obtenção de modelos de baixa ordem que se compor-
tem, segundo algum critério, de maneira próxima aos
modelos originais é um tópico de relevância destacada
em teoria de controle.

Na literatura existem inúmeros métodos para tra-
tar a redução de modelos. Para sistemas sem incer-
tezas, os métodos clássicos mais conhecidos são: re-
dução balanceada (Moore, 1981) e aproximação da
norma de Hankel ótima (Glover, 1984), aplicados
sobre modelos balanceados. Uma década depois,
como solução alternativa para o problema de redu-
ção de modelos via programação convexa, foi apre-
sentada a possibilidade do uso de desigualdades ma-
triciais lineares (em inglês,Linear Matrix inequalities
- LMIs) para determinar um limitante superior para a

normaH∞ do erro de aproximação, estendendo resul-
tados conhecidos na área de síntese de controladores
(Helmersson, 1994). Em (Helmersson, 1994), foi ex-
posto um método iterativo de dois passos para minimi-
zação da normaH∞ do erro de aproximação compa-
rado com a redução da norma de Hankel. Logo após,
foram sugeridas técnicas para o cômputo de modelos
reduzidos com incertezas politópicas baseadas no mé-
todo de projeção alternado e no algoritmo do cone
complementar, (Wu, 1996) e (Wu e Jaramillo, 2002)
respectivamente. Em (Ebihara e Hagiwara, 2004; Ge-
romel et al., 2005), são fornecidas formulações con-
vexas baseadas em condições LMIs suficientes para
redução de modelo usando a minimização da norma
H∞. (Trofino e Coutinho, 2004) propõem uma nova
abordagem LMI para redução emH∞, aplicada a sis-
temas politópicos incertos utilizando a estabilidade
quadrática. Uma estratégia para encontrar um modelo
reduzido para sistemas discretos com incertezas poli-
tópicas utilizando um algoritmo iterativo baseado em
LMIs é apresentado em (Assunção e Peres, 1999). A
convergência de tal algoritmo não é garantida, e a utili-
zação do métodoBranch and Boundé investigada em
(Assunção et al., 2007). Uma abordagem similar tam-
bém é apresentada em (Gonçalves et al., 2006; Gon-
çalves et al., 2009) para redução de modelosH2/H∞
para sistemas incertos baseada em um algoritmo de
otimização multiobjetivo aplicado diretamente no es-
paço de parâmetros do modelo reduzido. Mais re-
centemente, (Adegas e Stoustrup, 2012) apresentaram
condições LMIs suficientes para a reduçãoH∞. Para
isso, foi necessário uma estrutura auxiliar de variáveis
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que permitiu o modelo original de ordemn serredu-
zido para ordemr = n/ssendo quen, s e r ∈ N.

O presente trabalho propõe uma contribuição
para o caso de redução de modelos incertos robusta-
mente estáveis utilizando a normaH∞ como critério
de desempenho. Embora não exista uma solução
exata nem mesmo para sistemas sem incerteza,
o caso de sistemas incertos merece atenção, por
contemplar modelos mais realistas, e portanto de
maior interesse prático. Tendo como inspiração as
técnicas mais recentes de projeto de filtros (Lacerda
et al., 2011; Borges et al., 2011) e controladores de or-
dem reduzida (Agulhari et al., 2012a), neste trabalho é
proposto um método de redução de modelos baseado
na estratégia de dois estágios, que fornece bons
resultados no contexto de projeto de controladores.
As condições de síntese são expressas em termos de
relaxações LMIs e minimizam um limitante superior
para a normaH∞ do erro de aproximação. Como
novidade, a técnica permite o emprego de matrizes de
Lyapunov e variáveis de folga polinomiais, aumen-
tando a flexibilidade na determinação das matrizes do
modelo reduzido. Buscas em escalares, introduzidas
no processo de linearização de desigualdades não
convexas, e um procedimento iterativo também
são propostos como meios de reduzir o conserva-
dorismo do método. Comparações numéricas com
métodos da literatura ilustram as vantagens da técnica.

Notação: Matrizes são grafadas em letras maiúscu-
las, e vetores e escalares em letras minúsculas;X > 0
(X < 0) indica que a matrizX é definida positiva (ne-
gativa);X′ denota a transposta da matrizX; I (0) de-
nota a matriz identidade (nula) de dimensão apropri-
ada;⋆ denota blocos simétricos em matrizes.

2 Preliminares

Seja o sistema linear invariante e contínuo no
tempo descrito pelas equações:

ẋ= A(α)x+B(α)u

y=C(α)x+D(α)u
(1)

em quex ∈ R
n, u∈ R

m e y∈ R
p são o vetor de esta-

dos, o vetor de entradas do sistema e o vetor de saí-
das, respectivamente, eA(α) ∈ R

n×n, B(α) ∈ R
n×m,

C(α) ∈ R
p×n eD(α) ∈ R

p×m são as matrizes incertas
da representação de estados do sistema. A matriz de
transferência da entradau para a saíday é dada por:

H(s,α) =C(α)(sI−A(α))−1B(α)+D(α) (2)

As matrizes do sistema não são precisamente co-
nhecidas mas pertencem a um politopo, isto é, cada
uma das matrizes é escrita como uma combinação con-
vexa deN vértices conhecidos, e são dadas na forma:

M(α) =
N

∑
i=1

αiMi , α ∈ Λ

sendo queα é um vetor de parâmetros invariantes no
tempo que pertence ao simplex unitário

Λ ,

{

α ∈ R
N :

N

∑
i=1

αi = 1, αi ≥ 0, i = 1, . . . ,N
}

eM(α) representa qualquer uma das matrizes incertas.
O problema de redução de ordem de modelos li-

neares incertos utilizando a normaH∞ como critério
de desempenho consiste em, dado um sistema robusta-
mente estável na forma (1) de ordemn commatriz de
transferência dada em (2), obter um modeloHr(s,α)
de ordemr, r < n, tal que a norma do erro de apro-
ximação||H(s,α)−Hr(s,α)||∞ seja minimizada para
todo α ∈ Λ. O modelo a ser sintetizado pode ser re-
presentado na forma:

ẋr = Ar(α)xr +Br(α)u

yr =Cr(α)xr +Dr(α)u
(3)

em quexr ∈ R
r , u ∈ R

m e yr ∈ R
p são o vetor de es-

tados, o vetor de entradas do sistema e o vetor de saí-
das, respectivamente, eAr(α) ∈ R

r×r , Br(α) ∈ R
r×m,

Cr(α) ∈ R
p×r e Dr(α) ∈ R

p×m são as matrizes incer-
tas do sistema reduzido a serem determinadas. A ma-
triz de transferência do sistema reduzido é dada por:

Hr(s,α) =Cr(α)(sI−Ar(α))−1Br(α)+Dr(α)

Combinando os estados de (1) e (3), e criando um
sinalde erroe= y−yr , tem-se:

ż= A(α)z+B(α)u

e=C(α)z+D(α)u
(4)

em queD(α) = D(α)−Dr(α),

z=

[

x
xr

]

, A(α) =

[

A(α) 0n×r

0r×n Ar(α)

]

,

B(α) =

[

B(α)
Br(α)

]

, C(α) =
[

C(α) −Cr(α)
]

Utilizando essa modelagem, o problema de redução
H∞ consiste basicamente em aplicar oBounded Real
Lemmano sistema (4), que resulta em um conjunto de
desigualdadesnão convexas em termos das variáveis
de interesse (matrizes que compões o sistema redu-
zido). O desafio é propor um procedimento de linea-
rização e relaxações (para a obtenção de um conjunto
finito de LMIs programáveis) que resultem no menor
grau de conservadorismo possível. Este artigo apre-
senta duas condições de projeto, que utilizadas con-
juntamente fornecem bons resultados quando compa-
radas com os métodos da literatura.

3 Resultados

A seguir é fornecida uma condição de projeto ba-
seada noBounded Real Lemmaestendido, isto é, que
utiliza variáveis de folga (Lacerda et al., 2011).
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Lema 1 A(α) é Hurwitz estável e a desigualdade
||H(s,α)−Hr(s,α)||∞ < γ é valida para todoα ∈Λ se
e somente se existir uma matriz simétrica definida po-
sitiva W(α) ∈R

n+r×n+r e matrizes E(α) ∈R
n+r×n+r ,

K(α) ∈ R
n+r×n+r , Q(α) ∈ R

m×n+r e F(α) ∈ R
p×n+r

tais que









K(α)A(α)+A(α)′K(α)′ ⋆
W(α)−K(α)′+E(α)A(α) −E(α)−E(α)′

B(α)′K(α)′+Q(α)A(α) B(α)′E(α)′−Q(α)
F(α)A(α)+C(α) −F(α)

⋆ ⋆
⋆ ⋆

B(α)′Q(α)′+Q(α)B(α)− Ir ⋆
F(α)B(α)+D(α) −γ2Ip









< 0, ∀α ∈Λ

Para prova, vide (Lacerda et al., 2011).

As condições do Lema1 são expressas em termos
de desigualdades dependentes de parâmetros bilinea-
res, pois existem produtos entre as variáveis de otimi-
zação e as matrizes do sistema reduzido. Desigualda-
des lineares podem ser obtidas impondo restrições de
estrutura nas variáveis de folga como mostrado a se-
guir:

K(α) =

[

K11(α) βkJσ (K̂)
K21(α) K̂

]

, Q(α) =

[

Q1(α)′

0r×m

]′

E(α) =

[

E11(α) βeJσ (K̂)
E21(α) K̂

]

, F(α) =

[

F1(α)′

0r×p

]′

(5)

Com o operadorJσ (K̂) dado por:

Jσ (K̂r×r) =
[

0r×σ K̂r×r 0r×n−r−σ
]′

conforme um parâmetro de entradaσ , que pode variar
de 0 an− r. Adicionalmente, as seguintes mudanças
de variáveis são adotadas:Z(α) = K̂Ar(α) e L(α) =
K̂Br(α).

Os parâmetros escalaresβk eβe podem ser utiliza-
dos para reduzir o conservadorismo dos resultados, ao
preço de um esforço computacional maior necessário
para realizar, por exemplo, uma busca em um conjunto
pré-definido de valores.

O próximo teorema fornece uma condição de sín-
tese em termos de LMIs dependentes de parâmetros,
e tem como uma novidade técnica o parâmetroσ , que
fornece um grau de liberdade extra introduzido na li-
nearização que pode ajudar na redução do conserva-
dorismo.

Teorema 1 Se existirem uma matriz simétrica defi-
nida positiva W(α) ∈ R

n+r×n+r , matrizes K11(α) e
E11(α) ∈ R

n×n, K21(α) e E21(α) ∈ R
r×n, K̂ ∈ R

r×r ,
F1(α) ∈ R

p×n, Q1(α) ∈ R
m×n, como em(5), Z(α) ∈

R
r×r , L(α) ∈ R

r×m, Cr(α) ∈ R
p×r e Dr(α) ∈ R

p×m e
escalaresσ ∈ {0,1, . . . ,n− r}, βk eβe∈R tais que(6)
seja verificada, como mostrado no final da próxima
página, então Ar(α) = K̂−1Z(α), Br(α) = K̂−1L(α),
Cr(α) e Dr(α) são matrizes do sistema reduzido que
asseguram||H(s,α)−Hr(s,α)||∞ < γ.

As desigualdades do Teorema1 são de dimensão
infinita e podem ser resolvidas por meio de relaxa-
ções impondo-se estruturas polinomiais homogêneas
de graus arbitrários para as variáveis de otimização
(Oliveira e Peres, 2007). Note que o grau escolhido
para as variáveisZ(α), L(α), Cr(α) e Dr(α) define o
grau das matrizes polinomiais do sistema reduzido de-
terminado. Por outro lado o aumento do grau das ou-
tras matrizes não interfere na estrutura do modelo, aju-
dando apenas na redução do conservadorismo. Note
que a estratégia proposta é flexível, permitindo que o
sistema reduzido seja precisamente conhecido (grau
zero) e até mesmo de graus maiores do que um, o
que é uma novidade na literatura de redução de mo-
delos. A segunda novidade é o parâmetroσ , que for-
necen− r graus de liberdade extras na linearização
adotada. Dentro do conhecimento dos autores, essa
possibilidade está sendo explorada pela primeira vez
no contexto de síntese de ordem reduzida.

Também é importante ressaltar que o Teorema1
pode ser aplicado à função de transferência transposta
dadaem (2), isto é, à representação de estados dual
de (1). O teorema apresentado a seguir explora essa
situação,em que algumas variáveis de decisão podem
ter dimensões diferentes (sistemas com número de en-
tradas e saídas diferentes), potencialmente fornecendo
resultados diferentes do Teorema1.

Teorema 2 Se existirem uma matriz simétrica defi-
nida positiva W(α) ∈ R

n+r×n+r , matrizes K11(α) e
E11(α) ∈ R

n×n, K21(α) e E21(α) ∈ R
r×n, K̂ ∈ R

r×r ,
F1(α) ∈ R

p×n, Q1(α) ∈ R
m×n, como em(5), Z(α) ∈

R
r×r , L(α) ∈ R

r×m, Cr(α) ∈ R
p×r e Dr(α) ∈ R

p×m

e escalaresσ ∈ {0,1, . . . ,n− r}, βk e βe ∈ R tais que
(6) seja verificada substituindo B(α) por C(α)′, C(α)
por B(α)′, A(α) por A(α)′, D(α) por D(α)′, −Cr(α)
por Br(α)′, Dr(α) por Dr(α)′ e F1(α) ∈ R

m×n e
Q1(α) ∈ R

p×n então Ar(α) =
(

K̂−1Z(α)
)′

, Br(α),

Cr(α) =
(

K̂−1L(α)
)′

e Dr(α) são matrizes do sistema
reduzido que asseguram||H(s,α)−Hr(s,α)||∞ < γ.

A partir de um modelo reduzido calculado pelo
Teorema1, um procedimento iterativo pode ser apli-
cado,num primeiro passo entrando com as matrizes do
sistema reduzido e determinandoE(α), K(α), F(α) e
Q(α), e em outro passo fixando estas últimas variá-
veis e determinando as matrizes do modelo. Esse tipo
de procedimento é comum na literatura de controle
e filtragem de ordem reduzida. Contudo, na sequên-
cia é proposto um outro tipo de procedimento itera-
tivo, inspirado na técnica de dois estágios (Agulhari
et al., 2012a), que tem fornecido interessantes condi-
ções de projeto de controladores de ordem reduzida.
O próximo teorema fornece uma condição de projeto
que precisa ser inicializada com as matrizesAr(α) e
Br(α) determinadas, por exemplo, pelo Teorema1, ou
poroutro método.

Teorema 3 Para Âr(α) e B̂r(α) obtidas pelo Teo-
rema1, se existirem uma matriz simétrica definida po-
sitivaW(α)∈R

n+r×n+r e matrizes G∈R
r×r , R1(α)∈
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R
r×r , Z(α) ∈ R

r×m, Cr(α) ∈ R
p×r e Dr(α) ∈ R

p×m

tais que:

Q(α)+X (α)B(α)+B(α)′X (α)′ < 0, ∀α ∈ Λ
(7)

em que

Q(α) =









Ã(α)′W(α)+W(α)Ã(α) ⋆
[

B(α)′ 0m×r
]

W(α) −Im

C(α) D(α)
[

0r×n Ir
]

W(α) 0r×m

⋆ ⋆
⋆ ⋆

−γ2Ip ⋆
0r×p 0r×r









,

X (α) =
[ [

0r×n Âr(α)
]

B̂r(α) 0r×p −Ir
]′
,

B(α) =
[ [

0r×n R1(α)
]

Z(α) 0r×p −G
]

(8)

com

Ã(α) =

[

A(α) 0n×r

0r×n 0r×r

]

então Ar(α) = G−1R1(α), Br(α) = G−1Z(α), Cr(α)
e Dr(α) são as matrizes do sistema reduzido que as-
seguram||H(s,α)−Hr(s,α)||∞ < γ.

Prova Para as mudanças de variáveis utilizadas, tem-
se queB(α) pode ser reescrita na forma:

B(α) = G
[ [

0r×n Ar(α)
]

Br(α) 0r×p −I r
]

SejaB(α)⊥ uma base para o espaço nulo deB(α)
(isto é,B(α)B(α)⊥ = 0), dada por

B(α)⊥ =









In+r 0n+r×r 0n+r×r

0r×n+r I r 0r

0r×n+r 0r I r
[

0r×n Âr(α)
]

B̂r(α) 0r









Aplicando uma transformação de congruência em (7)
comB(α)⊥, tem-se:

B(α)⊥
′(

Q(α)+X (α)B(α)

+B(α)′X (α)′
)

B(α)⊥ < 0⇒

B(α)⊥
′
Q(α)B(α)⊥ < 0, ∀α ∈ Λ

que resulta noBounded Real Lemma(Boyd et al.,
1994):




A(α)′W(α)+W(α)A(α) ⋆ ⋆
B(α)′W(α) −Im ⋆

C(α) D(α) −γ2I p



< 0

As condições do Teorema3 podem ser adaptadas
paratratar o sistema dual, como mostra o próximo te-
orema.

Teorema 4 Para Âr(α) e Ĉr(α) obtidas pelo Teo-
rema1, se existirem uma matriz simétrica definida po-
sitivaW(α)∈R

n+r×n+r e matrizes G∈R
r×r , R1(α)∈

R
r×r , Z(α) ∈ R

r×p, Br(α) ∈ R
r×m e Dr(α) ∈ R

p×m

tais que(7), em que

Q(α) =









Ã(α)W(α)+W(α)Ã(α)′ ⋆
[

C(α) 0p×r
]

W(α) −Ip

B(α)′ D(α)′
[

0r×n Ir
]

W(α) 0r×p

⋆ ⋆
⋆ ⋆

−γ2Im ⋆
0r×m 0r×r









,

X (α)=
[ [

0r×n Âr(α)′
]

−Ĉr(α)′ 0r×m −Ir
]′
,

B(α)=
[ [

0r×n R1(α)
]

−Z(α) 0r×m −G
]

com

Ã(α) =

[

A(α) 0n×r

0r×n 0r×r

]

então Ar(α) =
(

G−1R1(α)
)′

, Br(α), Cr(α) =
(

G−1Z(α)
)′

e Dr(α) são as matrizes do sistema re-
duzido que asseguram||H(s,α)−Hr(s,α)||∞ < γ.

É importante observar que as matrizes do sistema
reduzido fornecidas pelos Teoremas3 e 4 dependem
apenasdas variáveis de otimização, e portanto o grau
polinomial associado a essas variáveis define o grau
das matrizes do sistema reduzido que, por exemplo,
pode ser diferente do grau das matrizes entradas como
parâmetros de inicialização.





















K11(α)A(α)+A(α)′K11(α)′ βkJσ (Z(α))+A(α)′K21(α)′ ⋆
K21(α)A(α)+βkJσ (Z(α)′) Z(α)+Z(α)′ ⋆

W11(α)−K11(α)′+E11(α)A(α) W12(α)−K21(α)′+βeJσ (Z(α)) −E11(α)−E11(α)′

W12(α)′−βkJσ (K̂′)+E21(α)A(α) W22(α)− K̂′+Z(α) −E21(α)−βeJσ (K̂′)

B(α)′K11(α)′+βkJσ (L(α)′)+Q1(α)A(α) B(α)′K21(α)′+L(α)′
B(α)′E11(α)′+βeJσ (L(α)′)

−Q1(α)
F1(α)A(α)+C(α) −Cr(α) −F1(α)

⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆

−βeJσ (K̂)−E21(α)′ ⋆ ⋆
−K̂− K̂′ ⋆ ⋆

B(α)′E21(α)′+L(α)′ B(α)′Q1(α)′+Q1(α)B(α)− I r ⋆
0p×r F1(α)B(α)+D(α)−Dr(α) −γ2I p

















< 0, ∀α ∈ Λ (6)
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Como observação final, note também que as so-
luçõesdos Teoremas3 e 4 podem ser utilizadas para
testaros mesmos novamente, caracterizando a possi-
bilidade de implementação de um procedimento itera-
tivo, que é explorado nos exemplos numéricos.

4 Experimentos Numéricos

Os resultados apresentado nos exemplos numéri-
cos foram computados no software MATLAB, versão
8.6.0.267246(R2015b)32bits, em um computador
com processador Intel® Core™ i7-3610QM 2.3GHz,
12Gb de memória RAM e Windows 10 Home 64bits.

As condições de projeto propostas neste trabalho
foram fornecidas em termos de LMIs dependentes
de parâmetros. A obtenção de LMIs programá-
veis foi realizada por meio da imposição de uma
estrutura polinomial de graug para as variáveis
de otimização e a utilização do parser ROLMIP
(Agulhari et al., 2012b) para a determinação do
conjunto de LMIs. Também foi utilizado o parser
Yalmip (Löfberg, 2004) e o resolvedor de LMIs
SeDuMi (Sturm, 1999). Os parâmetrosβe e βk foram
buscados no conjunto{0,01;0,1;1;10;100}e σ no
conjunto{0;1;2}. Como última observação, quando
os Teoremas3 e 4 são utilizados, na primeira iteração
o valor deγ não é minimizado, sendo fixo no valor
deγ fornecido pelos Teoremas1 e 2. A minimização
ocorreapenas a partir da segunda iteração (heurística).

Exemplo 1 Considere o sistema incerto, a tempo con-
tínuo, linear e invariante no tempo apresentado em
(Wu, 1996; Wu e Jaramillo, 2002):

A=









−2 3 −1 1
0 −1 1 0
0 0 a33 12
0 0 0 −4









B=









−2,5 b12 −1,2
1,3 −1 1
1,6 2 0
−3,4 0,1 2









C=





−2,5 1,3 1,6 −3,4
0 −1 2 0,1

−1,2 1 0 2





paraa33 ∈ [−3,5;−2,5] e b12 ∈ [−0,5;0,5]. Combi-
nando os valores extremos dea33 eb12, é possível ob-
ter um modelo politópico de 4 vértices. O problema é
determinar o modelo reduzido politópico (polinomial
de grau um) de segunda ordem com o menorγ possí-
vel, tal que||H(s,α)−H2(s,α)||∞ < γ.

Inicialmente, aplicando o Teorema2, com esca-
lares σ = 1, βk = 0,1 e βe = 0,01, obtém-seγ =
4,0175, valor mediano se comparado aos apresenta-
dos em (Trofino e Coutinho, 2004; Wu, 1996; Wu e
Jaramillo, 2002; Adegas e Stoustrup, 2012):γ = 5,54,
γ = 3,79, γ = 3,67 e γ = 3,506, respectivamente.
ComAr(α) eCr(α) obtidas com o Teorema2, inicia-
se o procedimento iterativo com o Teorema4, em
que a cada iteração, é realimentado pelas matrizes
Ar(α) eCr(α) encontradas. Em três iterações, o valor
γ = 3,1561 é obtido. Tal valor se compara apenas a
(Gonçalves et al., 2009),γ = 3,1657, mas obtido com
menos iterações.

Quanto ao custo computacional, foi observado no
exemplo que, para valores fixos dos parâmetrosβe,
βk e σ , as condições dos Teoremas1 e 2 exigem em
médiacerca de 2,6s para serem testadas. Os Teo-
remas3 e 4 levam cerca de 1,3s em cada execução.
Assim, o tempo total demandado por essas condições
é proporcional a esses valores vezes o número de
buscas e iterações realizadas. O método de (Adegas e
Stoustrup, 2012) demanda em média cerca de 0,7sna
primeira execução e depois 0,65s em cada iteração.
O método de (Trofino e Coutinho, 2004) gasta em
média cerca de 0,6s para cada execução.

Exemplo 2 Considere o sistema de massas-molas
acopladas composto de 9 massas apresentado em (Li e
Paganini, 2005; Gonçalves et al., 2009) e ilustrado na
Figura1.

K1 K2 K3 K8 K0 K10

M1 M2 M8 M9u1 u2 u8 u9

x1 x2 x8 x9

Figura1: Sistema de 9 massas-molas acopladas.

O vetor de estado do sistema é composto pe-
las posições e velocidades de cada massa (total de
18 estados). Da mesma forma que em (Gonçalves
et al., 2009), os vetores de entrada e saída do sistema
são a força aplicada na primeira massa,M1, e a posi-
ção da última massa,M9, respectivamente, de forma
que a dinâmica do sistema pode ser representada na
forma:

ẋi = vi , x0 = x10 = 0,

Mivi = Ki(xi−1−xi)+Ki+1(xi+1−xi)−dvi +ui ;

com i = 1, . . . ,9. Todas as massas têm
valor unitário Mi = 1 Kg e as constan-
tes elástica das molas são dadas na forma
Ki = {ks; 0,8ks; 0,06ks; 0,04ks; 0,02ks; 0,04ks;
0,06ks; 0,08ks; 0,1ks; 0,12ks}, com ks ∈ [25;75].
O coeficiente de atrito é incerto e pertence à faixa
d ∈ [0,02;1,98]. O propósito é determinar o modelo
reduzido de segunda ordem com menor normaH∞ do
erro de aproximação possível.

Inicialmente, aplicando o Teorema1, com es-
calaresσ = 1, βk = 100 eβe = 0,1, obtém-seγ =
0,3912, valor similar ao apresentado em (Gonçalves
et al., 2009) parar = 2: γ = 0,39. ComAr(α) eBr(α)
obtidas com o Teorema1, inicia-se o procedimento
iterativo com o Teorema3, em que a cada iteração,
é realimentadopelas matrizesAr(α) e Br(α) encon-
tradas. Em quinze iterações, o valorγ = 0,3430 é ob-
tido (12,05% menor do que o resultado de (Gonçalves
et al., 2009)).

5 Conclusões

Neste artigo foi apresentada uma nova estratégia
para calcular modelos de ordem reduzida de sistemas
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incertos, robustamente estáveis, lineares e invariantes
no tempo. Uma importante vantagem do método é a
escolha da dependência paramétrica das matrizes do
sistema reduzido determinado por meio do grau es-
colhido para as variáveis de otimização, podendo ge-
rar modelos reduzidos precisamente conhecidos (grau
zero), politópicos (grau um) ou de graus maiores. Uma
segunda novidade técnica foi proposta no procedi-
mento de linearização, que fornece graus extras de li-
berdade na busca por soluções menos conservadoras.
Exemplos numéricos ilustraram o potencial da técnica,
que pode fornecer resultados menos conservadores ao
preço de um aumento no esforço computacional.
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