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Abstract— This work proposes a nominally stabilizing model predictive control strategy for pure integrating
systems composed by repeated poles. The controller proposed here is offset free through a one-step optimization
formulation as the adopted state space model is incremental in the input, which is based an analytical expression
of the step response of the system. The controller is applied to a ball and beam system and its performance is
favorably compared to the standard nominally stable model predictive controller for the output tracking case,
which is synthesized from a two-step optimization formulation.

Keywords— Model predictive control, Integrating systems, Nominal stability

Resumo— Este trabalho propoe uma estratégia de controle preditivo nominalmente estavel para sistemas pu-
ramente integradores com polos repetidos. O controlador proposto é livre de erro de regime, com uma etapa
de otimizagao e adota um modelo em espagos de estados na forma incremental das entradas, que é baseado na
expressao da resposta ao degrau analitico do sistema. O controlador é aplicado a um sistema barra e bola e seu
desempenho é comparado favoravelmente ao controlador preditivo nominalmente estavel para o caso servomeca-

nismo, que é sintetizado via formulagdo em duas etapas de otimizacao.

Palavras-chave— Controlador preditivo, Sistemas integradores, Estabilidade nominal

1 Introducao

Dentre as abordagens de controladores preditivos
baseado em modelo (MPC), o primeiro nominal-
mente estavel com horizonte de predicao infinito,
foi proposto por Rawlings e Muske (1993), o qual
consiste em um controlador construido em duas
camadas de otimizacdo. A principal é responsavel
por levar o sistema para a origem, caso regulador,
enquanto que a camada adicional manipula a ori-
gem do sistema e assim é possivel aplicar ao caso
servo. Esta formulacao quando utilizada em siste-
mas com polos integradores repetidos pode deixar
o sistema com erro de regime, além disso as duas
camadas de otimizacao podem tornar este contro-
lador inviavel de implementagao na pratica.

Por outro lado, o controlador proposto por
Rodrigues e Odloak (2003) discute uma estratégia
para o MPC de horizonte infinito, nominalmente
estavel, sem erro de regime, de possivel implemen-
tagao pratica, para sistemas lineares, com polos
estaveis e integradores em malha aberta, sujeito
a restricoes tanto nas entradas quanto nas sai-
das. O controlador é escrito como um problema
de programagao quadrética (QP), uma camada de
otimizacao e apresenta um custo computacional
equivalente ao dos MPC implantados nos proces-
sos industriais. Além disso, utiliza um modelo na
forma de espagos de estados para sistemas com
polos estaveis e integradores, onde cada uma das
saidas pode ser tratada como uma funcao continua
do tempo e as entradas estdao na forma incremen-
tal. Esse modelo possui origem na forma analitica
da resposta ao degrau e pode ser associada a um
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modelo em funcao de transferéncia. Essa formu-
lacao utiliza-se de um estado integrador artificial
que elimina a necessidade de uma camada adici-
onal para manipulagao da origem do sistema, tal
como a formulagdo do Rawlings e Muske (1993).

O controlador do Rodrigues e Odloak (2003)
foi aprimorado e é aplicavel a sistemas estaveis,
instaveis, com um polo integrador e com tempo
morto. Todavia ainda nao contempla sistemas
com polos integradores multiplos.

Neste trabalho serd construido um controla-
dor que herda as caracteristicas do proposto por
Rodrigues e Odloak (2003) para o caso de sistemas
que possuem polos integradores repetidos, dora-
vante alcunhado de IHMPC. Este controlador sera
aplicado ao sistema barra e bola que possui carac-
teristicas supracitadas e seu desempenho é com-
parado favoravelmente ao controlador do Muske
e Rawlings (1993), adaptado ao caso servomeca-
nismo via formulagdo de duas camadas de otimi-
zacao, doravante denominado de IHMPR.

2 Representagcao do modelo

2.1 Sistema em estudo

O sistema barra e bola fabricado pela Quanser®,
apresentado na Figura 1, é um kit educacional
para aprendizado e demonstracoes do controle po-
sicional em cascata. Este é constituido por um
servo-motor, responsavel pela manipulagao do an-
gulo de inclinacao da barra sobre a qual se equili-

bra uma esfera de metal.
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Figura 1: Sistema barra e bola. Fonte: Site do
fabricante.

2.2 Fungoes de transferéncia do sistema

A funcao de transferéncia no dominio da frequén-
cia que relaciona o angulo do motor, 6;(s), com a
posicao da esfera na barra, X(s), é:

Pyy(s) = (f)(z((ss)) = % (1)

A funcao de transferéncia que relaciona a ten-
sao aplicada, V;,,(s), ao motor e o angulo, 6;(s), é
expressa pela seguinte equagao:
@l(s) K

Nas Equagoes (1) e (2), Ky, e K s@o constantes
que caracterizam o sistema, nelas estao inseridas
as especificagoes do sistema, como massa da es-
fera, comprimento da barra, raio da esfera, entre
outros. Os manuais fornecidos pela Quanser®,
(Apkarian et al., 2011; Quanser, 2011), podem
ser consultados e possuem detalhes adicionais que
ocasionalmente foram suprimidos aqui.

O fabricante fornece o sistema de controle for-

mado por dois controladores PID em cascata, Fi-
gura (2), onde Chp(s) é o controlador mestre e
Cs(s) é o escravo. O objetivo neste trabalho é
substituir o controlador PID mestre pelo contro-
lador IHMPC proposto.

Vo ) X,
Csls) }£| Pg(s) FF‘{PW(S) E)'

Figura 2: Diagrama de controle do barra e bola.
Fonte: (Apkarian et al., 2011).

3 Construgao do modelo

No trabalho de Cano e Odloak (2003), é apresen-
tado um modelo em espagos de estados para sis-
temas integradores puros baseado na resposta ao
degrau analitico onde as entradas estdo na forma
incremental

Nesta secao sera apresentada uma generaliza-
cao da representacao de modelo, para qual serd
considerada n polos integradores repetidos. Tal
representacao de modelo proposta contempla as
caracteristicas dinamicas do sistema barra e bola,
Equacao (1).
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3.1 Modelo do sistema barra e bola

A resposta ao degrau, no dominio do tempo, de
uma funcao de transferéncia com n polos integra-
dores puros é dada por:

S(t) = do + dit + dat® + - + dt" (3)

em que, dg, dy, do, ..., d, sao constantes obtidas
a partir da expansao em fracgoes parciais.

A funcao de transferéncia que caracteriza o
sistema (Equagdo 3) é transformada em um sis-
tema em espagos de estados seguindo os passos
descritos em Rodrigues e Odloak (2003) com um
periodo de amostragem At e o modelo resultante
é representado por:

S 0 S
H _ [(0)1x1 Tlxn] H
x' k+1 0n><1 Fn><n x' k

N——

A
+@.Auk (4)
mel ol @
C

Nessas equagoes x° representa o estado in-
tegrador artificial e os estados integradores do
sistema foram agrupados e representados como

Xl = [xﬁ xh oL x;]—r Adicionalmente,
n—1 ".
pl=%" <é)d§-Atj (6)
j=0
Z;:lz (Daiae
2;2:24 (3)d;At9
Di _ E]':B (é)d;Atj (7)
;L:nflTl(nil)d;Atj
n)d:’l (nx1)
T=[At A .. Atn]uxm (8)
6] (f)2At ((;{)A(t(n;
F=|. 2 . 2 : )
0 0 @ )

3.2 Sistema barra e bola

Considerando o sistema em estudo e, aplicando o
procedimento de discretizacao na funcao de trans-
feréncia representada pela Equagdo (1), obtém-se
as seguintes matrizes para o sistema em espagos
de estados representados pelas Equacgoes (4) e (5):

[1 At At?
A=|0 1 2At

0o 0 1

[do + di At + diA?
B=| diAt+2d5At?

i 5
C=[1 0 0
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4 Formulagao do controlador IHMPC

A funcao objetivo do controlador preditivo pro-
posto para o sistema barra e bola deve ser aquela
que atenda a um horizonte de predigao infinito, a
saber:

T =S lly(k + 1K) =y 1%,
j=1
m—1
+ > 1 Au(k + k)% (10)

J=0

em que, @y € R, R € R sao matrizes positivo-
definidas que ponderam a priorizagao, por parte
do controlador, entre varidvel controlada e mani-
pulada. y, é a referéncia do controlador e m ¢é o
horizonte de controle. O somatério de j =1 a oo
da Equacao (10) refere-se ao erro de predigao da
saida ao longo do horizonte infinito. E irrealizd-
vel e, por isso, deve ser limitado, de tal forma que
pode-se reescrevé-lo na forma da Equagao (11).

D lylk+lk) = velld, = D _lly(k + 5lk) — yeld,
=1

j=1

+ ) lly(k +m+ jlk) — v 115,

j=1
(11)
A partir do modelo proposto na secao ante-
rior, equagoes (4) a (9), tem-se que:
y(k +m 4+ jlk) = 2°(k +m|z) + 705 - x*(k + m|k) (12)

onde,
j .
;=) F
1=0
Substituindo (12) em (11):

o0
D lly(k +m+jlk) —yrll3y, =
j=1

D llz*(k+mlk) + 7T - x (b +mlk) —yrllg,  (13)
j=1
A partir da Equagao (13) deve-se estabelecer as
seguintes restrigoes para tornar a fungao custo li-
mitada:

25 (k4+mlk) —y, =0 (14)
x'(k+mlk) =0 (15)

Estas restrigoes (terminais) significam que
tanto o estado associado ao polo integrador arti-
ficial, como os estados correspondentes aos polos
integradores reais do sistema, serao zerados no fim
do horizonte de controle. Com base nas equagoes
anteriores, a lei de controle do IHMPC proposto
busca resolver o seguinte problema de otimizacao:

Problema P1

min Jl,k
A'u,k
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Sujeito & (14), (15) e:
Au(k+jlk) €U, j=0,..,m—1. (16)

onde,

_Aumaa: S AU(k +]|k‘) S Aumaac
U={ Au(k+jlk)=0,7>m

Umin < ulk —1) + SI_o Au(k +ilk) < Umas

(17)
€
Tik =Y llyk+ jlk) =y, 113,
j=1
m—1
+ >l Aulk + k)% (18)
§=0

Este problema de otimizagao é assintotica-

mente estdavel, formalizado através do seguinte te-
orema:
Teorema 1: Para um sistema com polos integra-
dores puros e repetidos, se o Problema P1 é via-
vel no instante k, a lei de controle resultante da
solucao deste problema de otimizacao permanece
viavel nos instantes de amostragem posteriores,
garantindo a convergéncia assintética da funcao
objetivo a origem.

Prova: A prova do Teorema 1 é obtida se-
guindo os passos padroes apresentados por Ra-
wlings e Muske (1993), e resumem-se a mostrar
que:

1. As restrigoes sao satisfeitas ao fim do hori-
zonte de controle;

2. A solucao herdada satisfaz as restrigoes;

3. A funcédo objetivo da Equagao (18) é mono-
tonicamente decrescente.

As restrigoes das Equagoes (14) e (15), sao ri-
gias e podem tornar o Problema P1 invidvel, prin-
cipalmente quando as restrigoes de movimento es-
tao ativas. Para contornar tal situagao, propoe-
se uma modificagao na funcao objetivo na a qual
sao inseridas varidveis de decisao que fornecem
graus de liberdade adicionais ao problema, con-
forme apresentado no trabalho de Cano e Odloak
(2003). Em outras palavras, essas varidveis de de-
cisao adicionais atuarao como variaveis de folga
de modo a suavizar as restri¢oes terminais do Pro-
blema P1. Dessa forma, a fung@o objetivo modifi-
cada para o controlador IHMPC proposto possui
a seguinte forma:

Tk =D _Ilylk + 31k) = yr = 0y =TTy 8inlld,

j=1
m—1
+ ) lAuk + 518 7+16y k15, +110: 513,
§=0
(19)
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Portanto, a lei de controle deve atender ao
seguinte problema de otimizagao:
Problema P2

min JQ k
Aup,dy k056

sujeito & (16), (17) e:

z*(k+mlk) —yr — 0y =0 (20)
X (k4 mlk) — 854 = 0 (21)
em que,
m—1
Tog = Y | Aulk + jlk)| %+
=0

m
ZHy(k +7lk) —yr — Sy .k — Tr(j—m)éi,nggy
j=1

+ 116,k 115, +18:,x113, (22)

0y € a varidvel de folga relacionada ao estado inte-
grador artificial inserido durante a construgao do
modelo, §; = [51-11,51-,2,...,51-7”]—'— é um vetor que
contém as varidveis relativas a cada um dos modos
integradores do sistema, Sy e S; sao as matrizes
positiva-definidas de supressao para as varidveis
de folga que, de modo geral, sao escolhidas com
ordem de grandeza nas centenas de milhares de
modo a limitar o uso de tais varidveis.

A estabilidade para o Problema P2 é garan-
tida ap0s as variaveis de folga dos estados integra-
dores serem zeradas. Sua prova de estabilidade se-
gue os mesmos passos apresentados em Rawlings
e Muske (1993), pois a funcdo objetivo herdard
todas as propriedades da fung@ao objetivo do Pro-
blema P1, quais sejam: limitada e decrescente,
caracterizando-se como uma funcao de Lyapunov.

5 Resultados de simulagoes

Nesta secao o desempenho do controlador pro-
posto serda comparado com o controlador de ho-
rizonte infinito em duas camadas apresentado por
Muske e Rawlings (1993). Os controladores foram
comparados com base na diferenca nos parame-
tros de sintonia, horizontes de controle, indice de
desempenho de controle, tempo de execucao da
otimizacao e atenuacao de disturbios na entrada e
na saida.

O ponto de partida para a escolha do valor
adequado para o horizonte de controle é a formu-
lagao matemadtica do problema de otimizagao. O
controlador proposto por Muske e Rawlings (1993)
(IHMPR) exige que o horizonte de controle seja
maior que o nimero de modos instaveis no sis-
tema. Portanto, visto que o sistema barra e bola
possui dois polos integradores instaveis, Equagao
(1), o menor valor permitido é trés. Todavia, em
um cendrio onde as entradas sao muito restritas, o
controlador IHMPR necessitard de um horizonte
de controle maior. Na Figura (3) é apresentado
as respostas dos controladores, quando a entrada
é limitada entre -2,25° e 2,25°. Nesta condigao, o
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-0,05 : : : : :
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Figura 3: Respostas dos controladores IHMPC e
IHMPR para mudanga de referéncia no sistema
barra e bola.
3

——IHMPC
---IHMPR
—Limites| 7

10 20 20 40 50 60

t/8:
Figura 4: Saidas dos controladores IHMPC e
THMPR para mudanga de referéncia no sistema
barra e bola.

horizonte de controle que torna o IHMPR, vidvel
é oito, enquanto que para o IHMPC estabelece-se
o valor de trés, pois é equivalente aos niimeros de
modos instdveis acrescido de um. Quanto ao de-
sempenho de controle utilizou-se o ITAE (integral
of time-weighted absolute error) e para controla-
dor THMPC foi 8,4% menor que para o IHMPR,
sendo 28,655 e 31,071 respectivamente. Em re-
lagdo a entrada, a Figura (4) mostra que ambos
ativam as restricoes de maximo e minimo nos ins-
tantes imediatamente apés as mudangas de refe-
réncia, porém nao violam as restrigoes.

A diferenca fundamental entre os controlado-
res IHMPR e o IHMPC, quanto ao horizonte de
controle, é que o uso das varidveis de folgas no pro-
blema de otimizacao P2 (Equagdes (20) a (22))
permitird uma solugao em qualquer instante de
amostragem. Desta forma, o controlador IHMPC
fornece solucao para o sistema mesmo que o hori-
zonte de controle seja inferior ao nimero de modos
instaveis do controlador. A Figura (5) mostra a
saida do sistema quando utilizado o IHMPC com
horizonte de controle igual a um. E possivel obser-
var que o controlador é capaz de levar o sistema
para o ponto desejado, além disso a Figura (6)
mostra que a entrada nao viola as restrigoes. E
neste ponto que as varidveis de folga tornam-se
fundamentais, pois sao ativadas quando o sistema
precisa de graus de liberdade adicionais, porém
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—Referéncia
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= ---IHMPR

-0,05 : : . : :
10 20 30 40 50 60
t/s
Figura 5: Saida dos controladores ITHMPC e

IHMPR com horizonte de controle iguais a 1 e
8, respectivamente, na presenca de disturbios.

sao minimizadas e levadas a zero na medida que
a variavel controlada se aproxima do valor dese-
jado. A Figura 7 mostra o comportamento dessas
variaveis. No caso do sistema com dois polos in-
tegradores, tem-se trés variaveis de folga, pois na
construgao do modelo em espago de estados pro-
posto insere-se um polo integrador artificial. Os
dois polos do sistema irao gerar variaveis de folga
de comportamento idéntico e apresentam-se sobre-
postas na Figura 7, enquanto que o polo artificial
terd comportamento adverso ao das anteriores.

Outra caracteristica interessante do controla-
dor IHMPC nominalmente estdavel é possuir fun-
¢ao objetivo monotonicamente decrescente, pois
esse é um dos requisitos que determina se essa é
uma funcao de Lyapunov. A Figura 8 mostra a
evolugao do valor da fungao objetivo, observa-se
que ela é monotonicamente decrescente o que cor-
robora com a prova matematica apresentada na
secao anterior.

Quando bem sintonizados, ambos os controla-
dores serao capazes de levar o sistema a referéncia
desejada com bom indice de desempenho, como
mostram a Figura 3. Porém, quando os controla-
dores sao sujeitos a um distirbio nao medido os
comportamentos mudam. No tempo de quinze se-
gundos foi inserido um distirbio do tipo impulso
com amplitude de 0,01m, as Figuras 3, 4 e 5 mos-
tram o impacto desse distirbio no sistema. Atra-
vés da Figura 4 pode-se observar que o controlador
ITHMPR calcula agoes de controle que nao condi-
zem com a necessidade e o controlador ITHMPC
mantém a entrada do sistema, pois o disturbio
impulso é ignorado por esse controlador. Todavia
é importante ressaltar que ambos os controladores
sao eficientes em atenuar tais distirbios.

A Tabela (1) mostra o desempenho dos con-
troladores IHMPC e IHMPR, quando o horizonte
de controle é variado. A estabilidade garantida,
nos permite utilizar seus parametros para mani-
pular a eficiéncia do controle, por isso o desempe-
nho de ambos os controladores é sensivel a varia-
¢oes no horizonte de controle, todavia o controla-
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---IHMPR
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Figura 6: Entrada dos controladores IHMPC e
THMPR com horizonte de controle iguais a 1 e 8,
respectivamente, na presenca de distirbios.
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Figura 7: Variaveis de folga do IHMPC com hori-
zonte de controle igual a um.
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10001
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Figura 8: Funcao objetivo do controlador IHMPC
com horizonte de controle igual a um.
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Tabela 1: Impactos da variacao do horizonte de
controle nos controladores IHMPC e IHMPR.

IHMPC

m 1 2 3 4 5
Média/s 0,0109 0,0117 0,0117 0,0118 0,0118
ITAE 28,655 32,096 28,655 28,391 29,153

IHMPR

m 8 9 10 11 12
Média/s 0,0194 0,0187 0,0197 0,0184 0,0186
ITAE 31,071 31,101 31,092 31,096 31,103

dor THMPC possui indice predominantemente me-
nor. Além disso a média do tempo de resolugao
do problema, tempo utilizado unicamente para a
otimizacao, varia em funcao da complexidade do
problema. Em situagoes onde ha poucos graus
de liberdade espera-se que a solucao vidvel seja
mais dificil encontrar, porém conforme aumenta-
se o horizonte de controle, as matrizes tentem a
crescer e tornar o algoritmo mais lento. Visto que
a solugao do problema de otimizagao no IHMPC é
feita em uma tunica camada otimizacao, enquanto
que o THMPR sao duas, espera-se que esse algo-
ritmo necessite de um tempo inferior para execu-
¢ao. Do ponto de vista de implementagao pratica,
o tempo de execucao e o algoritmo em uma ca-
mada sao fatores que podem inviabilizar a aplica-
¢ao do controlador IHMPR. Semelhantemente ao
desempenho de controle, o tempo de execucao do
algoritmo de otimizagao do controlador THMPC
foi inferior ao ITHMPR.

Em relagdo a distirbios sistematicos o
IHMPR possui uma limitacao na sua constru-
¢ao que implicard na existéncia de erro de regime
quando houver distiurbio tipo degrau. Esse com-
portamento do IHMPR é esperado, conforme dis-
cutido em Muske e Rawlings (1993). As Figuras
5 e 6 também mostram uma situacao onde a pre-
senca de um disturbio degrau causa esse tipo de
impacto na saida do controlador. Os horizontes de
controle sao oito, m = 8, e um, m = 1 para os con-
troladores IHMPR e IHMPC respectivamente. Foi
adicionado o mesmo distturbio impulso aos quinze
segundos, e ambos foram eficientes em rejeita-lo,
porém aos quarenta e cinco segundos, foi inse-
rido o disturbio sisteméatico na entrada com am-
plitude de 0,1°. O controlador IHMPC consegue
com eficiéncia atenuar tais distturbios, enquanto
que o IHMPR, gera erro de regime permanente.
Quanto ao desempenho de controle a Tabela (1)
mostra que o controlador IHMPR, mesmo com o
valor minimo para o horizonte de controle, é mais
eficiente.
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6 Conclusoes

Neste artigo foi proposto um controlador ITHMPC
com uma camada através de uma representacao
de modelo na forma incremental das entradas e
comparado com o controlador preditivo de hori-
zonte infinito padrdo proposto por Muske e Ra-
wlings (1993). Deste estudo, pode-se esbocar as
seguintes conclusoes:

e Ambos os controladores sao capazes de levar
sistemas integradores puros ao estado de re-
feréncia desejado;

e O controlador IHMPC é viavel quando utili-
zado horizonte de controle inferior ao niimero
de modos instaveis do sistema;

e O controlador IHMPC utiliza menor tempo
computacional, isto impacta na implementa-
¢ao em tempo real;

e A rejeicao de distirbio foi mais eficiente com
controlador IHMPC, principalmente no que-
sito disturbio sisteméatico na entrada;
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