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Abstract— This work deals with the problem of computational modeling in state space of stochastic data of multivariable system
through the theory of stochastic realization with exogenous inputs. For this identification problem we use the orthogonal decom-
position technique developed by Picci and Katayama, wherein the data are decomposed into their deterministic and stochastic
components by orthogonal projection data in Hilbert space generated by exogenous inputs and the use of supplementary projec-
tion, respectively. An application to multivariable stochastic data is presented and the results are analyzed.
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Resumo— Este trabalho trata o problema de modelagem computacional no espaco de estado de dados estocasticos de sistema
multivaridvel através da teoria da realizagdo estocdstica com entradas exdgenas. Para este problema de identifica¢@o utilizamos a
técnica de decomposi¢do ortogonal desenvolvida por Picci e Katayama, em que os dados sdo decompostos em suas componentes
deterministica e estocdstica através da projecdo ortogonal dos dados no espaco de Hilbert gerado pelas entradas exdgenas e da
utilizac@o da proje¢do complementar, respectivamente. Uma aplicacdo a dados estocdsticos multivaridveis é apresentada e seus

resultados sdo analisados.
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1 Introdugao

A identificacdo de sistemas ou modelagem computa-
cional de dados experimentais de sistemas dindmicos
constitui uma problema central em andlise e projeto
de sistemas de controle e tem aplica¢cdes nas mais va-
riadas 4reas da engenharia e das ciéncias onde mé-
todos quantitativos s@o aplicados. Ela permite obter
modelos matematicos de sistemas multivaridveis dire-
tamente dos dados de entrada e saida em ambientes
ruidosos. Neste trabalho tratamos da obtencao de mo-
delos lineares de sistemas multivaridveis ruidosos no
espaco de estado (Ho and Kalman, 1966). Os para-
metros desconhecidos de um modelo podem ser de-
terminados de dados experimentais por varios méto-
dos, um deles é o método baseado em subespacos, ver
(Barreto, 2002), (Caceres, 2005).

A teoria de realizagdo estocdstica de Akaike trata este
problema com uma abordagem geométrica, onde a
partir dos dados da série temporal sdo gerados os es-
pacos preditores do futuro e do passado. Aplicando
a andlise de correlacdo candnica aos espacos predito-
res sdo obtidos os vetores base ortonormais, os quais
sdo usados como vetores de estado na representa-
cdo markoviana, ver (Akaike, 1974), (Akaike, 1975),
(Akaike, 1976), (Charagua J., 2015a), (Charagua J.
et al., 2015b).

O método da decomposi¢ao ortogonal ORT € usado
para obter um modelo do espago de estado na forma
inovativa de sistemas multivaridveis e se fundamenta
na teoria de Akaike. A técnica desenvolvida neste mé-
todo € baseada na decomposi¢do do processo de saida
nas componentes deterministica e estocdstica. A pri-
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meira é obtida pela projecdo ortogonal do processo de
saida no espaco de Hilbert gerado pelas entradas exé-
genas e a segunda € obtida pela projecdo complemen-
tar, ver (Katayama, 2005). Alguns trabalhos anteri-
ores sobre sistemas estocdsticos com entradas exége-
nas podem ser vistos em (Tamariz and Bottura, 2007),
(Chiuso and Picci, 2001), (Katayama and Picci, 1999),
(Lindquist and Picci, 1996a),(Lindquist and Picci,
1996b), (Van Overschee and De Moor, 1996), (Picci
and Katayama, 1996), (Verhaegen, 1994).

Neste artigo apresentamos de forma breve, o pro-
blema da realizacio estocdstica no modelo no espaco
de estado na forma inovativa com entradas exdge-
nas, depois mostra-se o método de identificacio ORT
segundo (Picci and Katayama, 1996) na abordagem
das partes deterministica e estocdstica. Para tanto,
fazemos a constru¢do das matrizes de Hankel e de
forma especial usamos a decomposicdo LQ nas ma-
trizes de Hankel e a decomposicdo em valores sin-
gulares SVD. Em seguida sdo calculadas a quadru-
pla (Ay,B4,Cyq,D4) da parte deterministica e a tripla
(As,Cs, K) da forma inovativa na parte estocdstica. Fi-
nalmente o algoritmo apresentado € aplicado a um sis-
tema multivaridvel com entradas exdgenas na forma
inovativa.

2 O problema da realizacio estocastica de
sistema com entradas exgenas

O problema da realizagdo estocdstica de um sistema
com entradas exdgenas consiste em encontrar um mo-
delo de espaco de estado na forma inovativa para um
sistema estocdstico multivaridvel linear invariante no
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tempo, descrito pela equagdo (1):

x(t+1) = Ax(r)+Bu(t)+Ke(r) )
y(t) = Cx(t)+Du(r)+e(r)
onde x(r) € R* é um vetor de estado,

A€ R B ¢ R™™ C € R D e R sio
matrizes do sistema, K € R™" é o ganho de Kalman
e e(t) € R" um processo estocdstico de inovagio,
a partir dos dados de entrada u(r) € R™ e de saida

y(t) € R, {u(t), y(t),t =0,%1,---}.

3 Realizacio estocastica com entradas exégenas

A realizacdo estocdstica com entradas exdgenas des-
crita na equacao (1), pode ser abordada pela decompo-
sicdo ortogonal, ver (Picci and Katayama, 1996), onde
a saida y € decomposta nas componentes estocdstica yj
e deterministica y;. As respectivas realizag¢des para as
componentes deterministica e estocdstica sao: A reali-
zacdo minima da componente estocdstica y; em termos
do vetor base x,(¢) é dada por:

xs(t+1)
ys(t)

Asxs(t) + Ke(t)

Coxs (1) + (1) @

onde e é o processo de inovagdo.

A realizagdo minima da componente determinis-
tica y; em termos do vetor base x,(¢) é dada por:

xqg(t+1) Agxq(t) + Bau(t)

ya(t) = Caxq(t)+Dgu(r) ©)

o Modelo conjunto
Para obter a realizacdo no espago de estado com en-

tradas exdégenas para y(f), combinamos as realizagdes
deterministica (3) e estocastica(2):

5] - [% 21

xs(t+1) 0 A x5(t)
|t Juo+] 3 Je
() = [G ] [ fcf((;)) ]+Ddu(r)+
e(r)
4

A realizacdo (4) € uma forma particular do mo-
delo de espaco de estado de (1) onde as matrizes A e B
t€m estruturas de blocos, tal que o vetor x; do subsis-
tema deterministico ndo € controlavel a partir do pro-
cesso de inovagdo e(t), enquanto que o vetor de estado
xg do subsistema estocdstico ndo é controlavel a partir
do vetor de entrada u(¢). Além disso, se os subsiste-
mas deterministico e estocdstico tém algumas dindmi-
cas comuns, isto &, se A; e Ay tém alguns autovalores
comuns, entdo o sistema (4) ndo é observavel, donde
ndo é minimo.
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4 Identificacdo pelo método da decomposicao
ortogonal

Consideremos numeros finitos de dados de en-
trada u(t) e de saida y(r) de um sistema para
t =0,1,--- )N + 2k — 2, que modelaremos linear-
mente no espago de estado.

Com estes dados de entrada e saida calculam-se as ma-
trizes bloco de Hankel de entrada Uppp;—1 € RZkmxN
conformada pelas entradas passadas Up,_; € RN e
futuras Uy € RN ¢ de saida Yopi—1 € R2kP*N
conformada pelas saidas passadas Yoy_; € RPN ¢
futuras Yoy € REPN:

U1 = [ (ljj,jlziill ]»YO\Zk*I = { 2‘2}(:, ] %)
onde:
u(0) (1) u(N—1)
u(1) u(2) u(N)
Uoj—1 = : N : 7
u(k—1)  u(k) u(N+k—2)
u(k) u(k+1) u(k‘i‘N*l)
u(k+1) M(k+ ) u(k-I-N)
Ukpk—1 = : : :
u(2k—1)  u(20) u(N+2k~2)
y0) (1) y(N—1)
y(1) y2) .- y(N)
Yop—1 = ; : 7
yk=1) (k) YN+k=2)
y(k)  yk+1) y(k+N—1)
Yk+1)  y(k+2) y{k+N)
Yijor—1 = : : :
Y2k—1)  y(2k) YN +2k=2)

Fazendo a decomposi¢do LQ, das matrizes de
Hankel de entrada e de saida temos:

{Uopkfl} _ {Rn 0 } {Qq 6)
Yoj2-1 Ry Ry |OF

onde supomos que R;; € ndo singular; a saida Yo
é expressa por:

R21Q1T ‘|‘R22Q%w
= Rz]Rl_ll U0|2k71 +R22Q_g )

Yoi2k—1

Como Q; € RV*2km ¢ 5, ¢ RN*2kP 530 matrizes orto-
gonais, fazendo a projecdo ortogonal de Yp|5;_1 sobre
0 espago linha Uppy;1, obtemos a componente deter-
ministica:

yd AT —1
Youor =RnQp  =RuR Uppe—r (8
€ a componente estocdstica:
P — pd  _p AT
¥ope1 1= Yopk1 = Yooyt = R2203 ©

de Yoox—1-
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4.1 Modelagem do Subsistema Deterministico

A partir da equagdo (3) do subsistema deterministico
no espaco de estado, iterativamente obtemos a equa-
cdo de entrada - saida (10) da componente determinis-
ticaparat =k, k+1,--- ,(N+k—1):
f/kd\Zk—l = OX{ + YU (10)
onde Y,f € RPN & a matriz sequéncia de estados, 0} €
Rkhx", k > n, é a matriz de observabilidade e ¥, €

R¥<km 3 matriz triangular inferior bloco de Toeplitz
respectivamente denotados por:

X =[24(k)  Rg(k+1) f(k+N-1)] (1D
Oi=[ Ci CiAg calt 1t a2
D,
CaBa Dy
W.(Dg,By) = | CaAaBa CaBa Da
C,A% 2By C;ByDy
(13)

Aplicando a decomposicdo LQ as entradas e as
saidas passadas e futuras, obtemos a equacio (14):

Ugjak—1 Ly 0 o0 o][of
Uoj—1 Ly Lp 0 0] |0}
= 7 (14)
Yok—1 L3y Ly Lz 0| O
Yijok—1 Ly Ly Lz Ly |OF

Considerando a equacdo (8), temos que da equagdo
(14) a saida deterministica futura ?kd|2k71 ¢ dada pela
equacdo (15):

f/kd‘z/{,1 = L41Q¥~ +L42Q2T

Igualando as equagdes (10) e (15), substituindo

Ukjak—1 de (14) e pés-multiplicando por Q> a igual-

dade, tem-se ﬁkf(,f 0> = Lyp. Ja que f(,f (0, tem posto
linha completo, temos:

15)

Im(Oy) =Im(Lsy) (16)

Analogamente, pré-multiplicando a igualdade das

equagdes (10) e (15) pela matriz (0;")7 satisfazendo

(05T 0} = 0, e pés-multiplicando por Qy temos:

(00) Lar = () W(Ba, D)Ly (17)

A partir das equagdes (16) e (17) pode-se obter

um método de identificacdo do subsistema determinis-
tico com 0s passos seguintes:

1) Calcular a decomposicdo em valores singulares
(SVD) e a dimensdo do vetor de estado, que é
igual a dim(S) de:

Ly = [U U] [§ Q] [“Z;] ~USVT
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2) Calcular a matriz de observabilidade estendida e
as estimativas de C; e Ay:

O, =08"2de OSVT = (0S'/%)(8'/2VT)
Ca=0i(1:p,1:n),

Ag=0] [(1:px(k—1),1:0) % Ou(p+1:ksp,1:

3) Calcular as estimativas de B e Dy, por minimos
quadrados de:

UTlPk(Bd,lA)d) = UTL41LHI

4) Com as matrizes (Ag,By,Cy,Dy) se constroe o
modelo de espaco de estado do subsistema deter-
ministico (3).

4.2 Modelagem do Subsistema Estocdstico

Para o subsistema estocdstico no espago de estado
dado pela equacdo (2), definimos uma matriz de ob-
servabilidade e uma matriz de controlabilidade esten-
didas, dadas respectivamente, por:

O, =
%:

[ croarar anicr |
[ CT ACT AiCT -]
onde: CT = E{x,(t + 1)ys(t)T} e as matrizes

de observabilidade e controlabilidade estendidas sdo
obtidas pela fatoracdo da matriz de Hankel H = ;.

Da equagdo (9) calculamos a componente esto-
cdstica y(t), construimos as matrizes do passado Y, €
RKhXN & do futuro Y rs € RKXN - da forma:

YS(k_ 1) ys(k) ys(N+k—2)
ys(ku) )’s(kf 1) ys(N+k73)
Yps := : : '
WO ) BN =1)
YS(k) YS(k""l) YS(k+N_1)
Yo :— )’s(k+1) ys(k+2) ys(k+N)
fs =
.v(2k— 1) ,Vs(Zk) ys(N+2k_2)

Com as matrizes do passado e do futuro obtemos as
matrizes de covariancias X7z, Xpps € a matrizes de co-
variancia cruzada X ¢, das amostras:

1|y, z
- ps YT, YT — pps
N {st] o 15 s

Lpfs
Lips

Para calcular as matrizes de covariancias aplicamos a
fatoragdo LQ da forma:

-t
VN Y5 Ly Lyp| |0
Assim, elas podem ser calculadas em func¢do das com-
ponentes da matriz L em (18):

(18)

Lips =LaiLly, Epps=Lailh+Lnlly Tpps=LilLi

Aplicando a decomposicdo em valores singulares
SVD, obtem-se as correlagdes candnicas do futuro e
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do passado da componente estocdstica, como se mos-
tra a seguir:

~1/2
ffs

T/2

2o s = ULV ~ OEPT (19)

onde a dimensdo do vetor de estado € dada pela di-
mensio de .

A partir da decomposi¢c@o em valores singulares, obte-
mos a observabilidade e a controlabilidade como:

—~1/2.A & T/2
Ou =508V g =SYVTE R (0)

As matrizes A,, C; e CT sdo calculadas a partir das ma-
trizes de observabilidade e controlabilidade, da forma:

As :szi.vka Cy= ﬁskk(l :p7:)7 C= Cgvk(:al :p) 2D

onde: Oy = Og(1:(k—1)p,:) e Og = Ou(p+1:
kp:).
O ganho de Kalman é:

K = (CT —AECT)(A(0) — 2! (22)

onde A(0) =Xys(1:p,1:p).
O método de identifica¢do do subsistema estocés-
tico se realiza passo a passo da seguinte forma:

1. Calcular a decomposi¢do LQ de (18) e a SVD
segundo (19)

2. Calcular as matrizes de observabilidade e de con-
trolabilidade dadas por (20), as matrizes Ay, Cs e
CT com 21) e o ganho de Kalman K como na
equacdo (22).

3. Finalmente com as matrizes (A, K,C;) construir
o modelo de espaco de estado do subsistema es-
tocastico (2) na forma inovativa.

5 Sintese do método de decomposicao ortogonal

O algoritmo de decomposi¢do ortogonal pode ser or-
ganizado nos seguintes passos:

1. Calcular as matrizes U1, Uppr—1. Yopu—1 €
Yiok—1 a partir dos dados de entrada u(t) e de
saida y(z).

2. Obter a componente deterministica identifi-
cada J,(r) através da quadrupla de matrizes
(Aded7Cd7Dd)'

3. A partir da componente deterministica identifi-
cada Y(ﬁZkfl’ calcular a componente estocdstica
?3\21(—1 e aplicar o algoritmo de Akaike para ob-
ter a tripla (A, K, Cy).

4. Obter a componente estocdstica identificada J(7)
através da tripla de matrizes (A, K, Cy).

5. Finalmente, obter a saida identificada J(¢), so-
mando a componente deterministica estimada
$4(t) e a componente estocéstica estimada J(z).
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6 Aplicacido

O algoritmo da decomposicao ortogonal é aplicado na
modelagem computacional de dados de um sistema
dindmico multivaridvel estocdstico. Nesta aplicacio
consideramos um modelo benchmark no espago de
estado na forma inovativa, dado pela equacdo (4),
onde:

0.4815  0.2535 —0.0183 —0.5331
A, | —01405 —0.6357 07920 —0.0680
4= 1 _0.0095 05059 —0.1281 0.0126 |°
| 0.0703 —0.1882 0.1893  0.7128
[ —0.4048 0.1314  1.0634
B, | 03241 01683  —0.0379
4= | 04276 —0.0154 03634 |’
| 0.0866 —0.1299  0.0139
c,_ | —05104 05799 03539 0.0682 }
d= 1 _0.6820 —0.1096 0.3748 —0.3241 |’
D, | —0:2248 0.0633 1.1547}
d= | 17369 02979 1.2561 |’
0.7607 —0.0674 —0.0396 —0.0645
A | 01096 06169 06044 03316
S= | 0.0280 —0.7476 0.4905  0.1422 |’
0.0671 02146 —0.1350 —0.6292
—0.5318 —0.4350
K | 02187 0.1866
02310  0.0443 |’
03592  —0.0562
c._ | —09127 —00720 03361 0.1175
sT | —0.9496 —0.1526 0.1805 —0.3248

e e(t) é um ruido branco. Com as sequéncias de
entradas u;(t), ux(f) e usz(t) aplicadas ao sistema
acima geramos as sequéncias de saidas y;(r) e y2(¢),
com periodo de amostragem T = 1s.

Os resultados obtidos na identificacdo deterministica,
tomando o nimero de colunas das matrizes de dados
fixado com N = 1000 e o numero de bloco linhas

k=10, sdo:
[ 0.406 0.4537  0.1442  0.2262
i, = —0.08276 —0.5253  0.5687  0.1031
0255  —0.5561 0.005026 0.3289 |’
| —0.2191 02648  0.3485  0.5941
[ 0.03708 —0.009746 —0.09068
B, — —0.04431 —0.02128 —0.03599
0.04762  —0.01731  0.01706
| 0.01358  —0.01908  0.01324
~ | 8247 —2607 —3.673 1.192
4= | 6.745 04986 4302 —3.307 |’
Dy = —0.2203 0.03842 —1.153}
~1.729  0.278 1.26

e os resultados obtidos na identificacdo estocas-
tica sdo:

0.7937 0.513 0.2299  0.04862
A - —0.6049  0.6535 0.2396  0.09919
$71 0.02057 —0.5476  0.5222 0.3149 ’
0.02461 —0.09312 —-0.3127 —-0.7321
25.05 —25.54
£ = —14.86 14.71
| —22.01 21.78
—11.8 11.42
C—| ~ 1.415 —-0.07797 -0.7169 —0.2559
ST —1.096  0.009407 —1.082 —0.09802
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~1.6007 —1.3835
er_ | 01717 00262
—1.1060 —1.2741
—0.3107  —0.3008

Nas Figuras 1.A) e 2.B) apresentam-se as saidas yy1,
Va1 € Va2, Yo do modelo deterministico multivaridvel;
nas Figuras 1.C) e 2.D) apresentam-se as saidas yjq,
951 € ¥s2, ¥ do modelo estocdstico multivaridvel;
nas Figuras 1.E) e 2.F) apresentam-se as saidas
Yi=Ya1 +Ys1, 91 = Ja1 + 951 € y2 = yar + ys2,
Y2 = Ja» + Js» do sistema dindmico; nas Figuras
1.G) e 2.H) sdo dados os erros de identificacdo
para as saidas y; e y;.Estas figuras sdo dadas no
intervalo de 500 a 600 segundos para uma melhor
visualizagdo.  Para validar os resultados compara-

A) Saida real ys e Saida identificada gg1 (N =1000)

10

o T T T T T T T T =
3 —Ya
= == Ydl
2, AR
- I S N N S BN N O N
500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 600
C) Saida real y,; e Saida identificada g5 (N =1000)
o 10 T T T T T T T T T
E
£
< 10 i i i i i i i i i
500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 600
E) Saida real y; e Saida identificada g; (N =1000)
o 10 T T T T T T T T :
) p—)
2 Y
= ==Y
= 0 SAGJY
< -10
500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 600
G)Erro de identificacao y; — g1 (N =1000)
10
0

10 i i i i i i ; ; ;
500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 600
Tempo [s]

Figura 1: Saida y; do sistema para N = 1000.

B)Saida real y4 e Saida identificada g (N =1000)

210 L L L L L L i i I
500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 600

D)Saida real y,, e Saida identificada gy, (N =1000)
10

_10 i i i i i i i i i
500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 600
F)Saida real y» e Saida identificada g, (N =1000)
10 - - - - - - - - -

10 i i i i i i i i i

500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 600
H)Erro de identificacao g — g (N =1000)
10

0

10 i i i i i i ; ; ;
500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 600
Tempo [s|

Figura 2: Saida y, do sistema para N = 1000.

mos os pardmetros de Markov. Denotamos como
PMD aos pardmetros de Markov do subsistema
deterministico do benchmark o e aos parimetros de
Markov do subsistema deterministico identificado
denotados por PMD = [ C;B; C,A.B, Cdﬁééd I,
ver tabela 1(a). Da mesma forma os pardmetros de
Markov do subsistema estocdstico benchmark sio
denotados por PME e os parametros de Markov do
subsistema estocdstico identificado sdo denotado por

ISSN 2525-8311

PME = [ ¢,CF
1(b).

CAC

C,AXC" ], ver tabela

Tabela 1: Parametros de Marcov

(a) Componente Deterministica

(b) Componente Estocdstica

PMDT PMD' PMET PME"
0.25 037 026 039 312 298 | 3.12 2.98
0.03 -0.07 | 0.01 -0.09 294 292 | 295 2.92
20.69 -0.59 | 070 -0.60 243 241 | 243 241
024 019 | -022 021 237 233 | 237 234
20.19 -0.04 | -020 -0.05 175 179 | 1.76 1.80
045 -037 | 047 -038 1.80 1.70 | 1.80 1.72
0.36 -0.01 | 038 001
20.05 -0.09 | -0.07 -0.11
020 -020 | 0.19 -0.21

Analogamente para N = 10000, obtemos para o

subsistema deterministico:

0.3998 04627  —0.1482 —0.2189
i, = | 01312 —05254  —0.533  —0.1133
—0.2746  0.6025  —0.07097  0.2939
0.2505 —0.1567 02044  0.7259
[ 0.03048  —0.006093  —0.09525
B,— | —004797 00192  —0.0363
—0.04292  0.01234  —0.007488
| —0.01611  0.0138  —0.00719
o [ 8141 2463 3.633 —0.8956}
4= 1 6.444 0.1519 —475 2437
Db, — | ~0-2428 007698 —1.18}
—~1.754 03046  1.237
e para o subsistema estocéstico:
0.8052  —0.5243 —0.06198 —0.08393
A _ | 05581 05231 02539 0.2429
ST | —0.1937  —0.6048  0.6297 0.1778
0.002449 —0.1567 —0.3651  —0.6757
407  —3.89
o | 1641 —17.08
~ | 7175 -7.621
34.99 —35.95
17184  1.5231
or | 01073 ~0.3690
~1.0743 —1.1762
—0.2657 —0.2480
o | 1536 02355 06412 02545
ST 124 —03122 —1.019 —0.07903

Nas Figuras 3 e 4 apresentam-se os resultados para
N = 10000 no intervalo de 500 a 600 segundos. Como
no caso anterior validamos os resultados com os para-
metros de Markov; para a componente deterministica
ver tabela 2(a) e para a componente estocdstica ver ta-

bela 2(b):

Neste trabalho apresentamos de forma breve a teoria
do algoritmo ORT para identificacdo de um sistema
estocdstico multivaridvel com entradas exdgenas, sem
realimentacio, no espaco de estado, por decomposi-
Fizemos uma aplicagcdo do método
ORT a modelagem computacional de dados estocds-

¢do ortogonal.

7 Conclusoes
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Figura 3: Saida do sistema y; para N = 10000.
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Figura 4: Saida do sistema y, para N = 10000.

ticos multivaridveis gerados por um sistema bench-
mark. Obtivemos os modelos no espaco de estado dos
subsistemas deterministico (A4, By,Cy,D,) € estocds-
tico (A, K, Cy) na forma inovativa para 1000 ¢ 10000
amostras. Os resultados obtidos foram muito bons, po-
rém os melhores deram-se na identificagdo para 10000
amostras ja que os pardmetros de Markov do sistema
identificado neste caso sdo mais préximos dos para-
metros de Markov do sistema benchmark.
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