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Abstract— System identification using linear models formed by rational basis functions (RBFs) plays an
important role in system macromodeling. Within such context, this paper proposes a relaxed iterative method
for system identification based on time-domain data. Such relaxation allows the unit value constant of the
previously proposed (time-domain) approaches to become a free variable. When compared with the classical
Time-Domain Vector Fitting (TD-VF) technique, the results contained in this paper show that the proposed
relaxed method can present advantages in terms of model accuracy, convergence and condition number of the
iterative algorithm. Such results are based on the identification of a power system and consider models formed
by two different RBFs: pole-residue type functions as well as Takenaka-Malmquist orthonormal functions.

Keywords— System Macromodeling, Modeling and Transient Analysis of Power Systems, Models Formed by
Rational Basis Functions, Relaxed Approaches.

Resumo— A identificação de sistemas usando modelos lineares formados por bases de funções racionais (BFRs)
desempenha um papel fundamental na macromodelagem de sistemas. Neste contexto, este trabalho propõe um
método iterativo relaxado que visa a identificação de sistemas com dados no domı́nio do tempo. Tal relaxamento
permite que a constante de valor unitário presente nas formulações propostas anteriormente (no domı́nio do
tempo) torne-se uma variável livre para assumir diferentes valores. Quando comparada com a tradicional técnica
Time-Domain Vector Fitting (TD-VF), os resultados contidos neste trabalho mostram que o método relaxado
aqui proposto pode apresentar vantagens em termos de precisão dos modelos, convergência e condicionamento
numérico do processo iterativo. Tais resultados estão baseados na identificação de um sistema elétrico de potência
e levam em conta modelos formados por duas diferentes BFRs: funções do tipo polo-reśıduo e também as funções
ortonormais de Takenaka-Malmquist.

Palavras-chave— Macromodelagem de Sistemas, Modelagem e Análise Transitória de Sistemas Elétricos de
Potência, Modelos Formados por Bases de Funções Racionais, Abordagens Relaxadas.

1 Introdução

Na macromodelagem de sistemas, o problema de
se modelar um sistema (excessivamente) complexo
é resolvido, dividindo-se e modelando-se de forma
independente, sub-blocos e/ou dispositivos inter-
nos a este sistema. Neste contexto, a identificação
de sistemas usando modelos lineares formados por
bases de funções racionais (BFRs) tem desempe-
nhado, especialmente na última década, um papel
fundamental para a construção de algoritmos ca-
pazes de estimar modelos que atendem requisitos
como passividade, estabilidade, causalidade e reci-
procidade (Grivet-Talocia and Gustavsen, 2016).

Todavia, a estimação de modelos BFRs
envolve, a prinćıpio, a minimização de uma
função objetivo não-linear em relação às
suas variáveis. Visando tratar desta ques-
tão, abordagens baseadas nas iterações de
Sanathanan-Koerner/Steiglitz-McBride (SK/SM)
(Sanathanan and Koerner, 1963; Steiglitz and
McBride, 1965) aproximam a função objetivo
não-linear inicial por uma sequência de funções
objetivo lineares, que são então facilmente mini-
mizadas pelo método dos mı́nimos quadrados.

A primeira técnica baseada nas iterações
SK/SM para estimação de modelos BFRs, deno-
minada de Vector Fitting (VF), foi proposta no

domı́nio da frequência por Gustavsen and Semlyen
(1999) para modelos formados por funções do
tipo polo-reśıduo. Com o objetivo de melhorar
a estabilidade numérica e a convergência do pro-
cesso iterativo, Deschrijver, Haegeman and Dha-
ene (2007) propuseram então a técnica Ortho-
normal Vector Fitting (OVF) que, por sua vez,
baseia-se na substituição das funções do tipo polo-
reśıduo pelas chamadas funções ortonormais de
Takenaka-Malmquist. Também com o objetivo
de melhorar a convergência do método, Gustav-
sen (2006) propôs ainda uma redefinição da fun-
ção auxiliar presente nas iterações. Tal redefini-
ção deu origem aos métodos VF e OVF relaxados
(ou VFR e OVFR, respectivamente) (Deschrijver,
Gustavsen and Dhaene, 2007).

Apesar do evidente sucesso na aplicação de
abordagens SK/SM para estimação de modelos
BFRs no domı́nio da frequência, abordagens si-
milares para identificação com dados no domı́-
nio do tempo permanecem ainda pouco explo-
radas. Recentemente, Schumacher and Oliveira
(2015) propuseram um método descrito em tempo
discreto que permite estimar modelos formados
tanto por funções do tipo polo-reśıduo quanto pe-
las funções ortonormais de Takenaka-Malmquist.
Conforme mostram os autores deste trabalho, tal
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método pode apresentar vantagens (em termos
de precisão dos modelos e convergência do pro-
cesso iterativo) em relação à tradicional técnica
Time-Domain Vector Fitting (TD-VF) proposta
por Grivet-Talocia (2003), cuja formulação per-
mite o uso apenas de funções do tipo polo-reśıduo.

Ressalta-se ainda que ambos os métodos cita-
dos no parágrafo anterior tratam-se de abordagens
não-relaxadas.

Com base nestas considerações, o presente
trabalho tem por objetivo relaxar, a partir de uma
redefinição da função auxiliar presente no processo
iterativo, a formulação proposta por Schumacher
and Oliveira (2015). Conforme será visto, tal re-
laxamento permite que a constante de valor uni-
tário inicialmente presente na função auxiliar em
(Schumacher and Oliveira, 2015) torne-se uma va-
riável livre para assumir diferentes valores. Vale
ressaltar que o relaxamento proposto neste traba-
lho difere-se do relaxamento realizado no domı́nio
da frequência, uma vez que aqui uma descrição em
tempo discreto é utilizada.

Este trabalho está organizado conforme se-
gue. Na Seção 2, a formulação padrão proposta
em (Schumacher and Oliveira, 2015) é detalha-
damente revista. Na Seção 3, é proposto então
o relaxamento desta formulação padrão, dando-se
assim origem à formulação relaxada. Na Seção 4,
a identificação de um sistema elétrico de potência
é utilizada para se comparar a formulação agora
relaxada com a tradicional técnica TD-VF pro-
posta por Grivet-Talocia (2003). Por fim, a Seção
5 ressalta as conclusões deste trabalho.

2 Formulação iterativa padrão

No domı́nio do tempo discreto, a relação entre a
entrada escalar u0(k) e a sáıda escalar y0(k) de
um sistema linear invariante no tempo pode ser
descrita de acordo com a seguinte expressão:

y0(k) = G0(q)u0(k) + v(k), (1)

onde v(k) representa o rúıdo aditivo presente
na sáıda y0(k) e q denota o operador avanço,
qju0(k) = u0(k + j), j ∈ Z.

O desafio de identificação tratado neste tra-
balho consiste em encontrar um modelo BFR
cujo comportamento dinâmico seja suficiente-
mente próximo do comportamento dinâmico apre-
sentado porG0(q). Tal modelo deve ter ainda uma
estrutura do tipo

G(q, c,a) = c0 +
n∑
i=1

ciΦi(q,a), (2)

onde c0 e {ci} são coeficientes a serem estimados e
a representa um conjunto de n polos que parame-
triza as funções racionais {Φi(q,a)}. Tais polos
também devem ser estimados. Destaca-se ainda
que {Φi(q,a)} pode ser um conjunto formado
tanto por funções do tipo polo-reśıduo quanto pe-
las funções ortonormais de Takenaka-Malmquist
(Schumacher and Oliveira, 2015).

O problema de otimização associado à esti-
mação dos parâmetros da estrutura em (2) é, em
prinćıpio, não-linear em relação às suas variáveis,
uma vez que os polos encontram-se presentes nos
denominadores das funções racionais.

Neste contexto, abordagens baseadas nas ite-
rações de SK/SM estimam a (iterativamente) por
meio de uma estrutura de modelo genérica do tipo

Ḡ(q, θ, ā) =
B(q, θ, ā)

F (q, θ, ā)
=
B(q, θ, ā)/F̂ (q, ā)

F (q, θ, ā)/F̂ (q, ā)
, (3)

onde ā é um conjunto pré-especificado de n polos,1

B(q, θ, ā)

F̂ (q, ā)
= r0 +

n∑
i=1

riΦi(q, ā), (4)

F (q, θ, ā)

F̂ (q, ā)
= 1 +

n∑
i=1

diΦi(q, ā). (5)

A partir de um conjunto de amostras discre-
tizadas no domı́nio do tempo { y0(k), u0(k) },
k = 1, ..., N , os coeficientes

θ =
[
r0 · · · rn d1 · · · dn

]T
da estrutura em (3) são então estimados baseando-
se na minimização do erro quadrático médio
(EQM) entre a sáıda do sistema y0(k) e a sáıda da
estrutura definida por y(k, θ, ā) = Ḡ(q, θ, ā)u0(k),
ou seja, baseando-se na minimização da função
objetivo não-linear:

V (θ) =
1

N

N∑
k=1

(
y0(k)− Ḡ(q, θ, ā)u0(k)

)2
,

=
1

N

N∑
k=1

(
F (q, θ, ā)

F (q, θ, ā)
y0(k)

−B(q, θ, ā)

F (q, θ, ā)
u0(k)

)2

.

(6)
O valor de θ que minimiza V (θ) será denotado por

θ? = arg min
θ
V (θ). (7)

Note-se que o problema de otimização que
busca estimar θ? é, inicialmente, não-linear em
relação às variáveis em θ, uma vez que θ está pre-
sente no denominador de V (θ). Para resolver esta
questão, o seguinte procedimento baseado nas ite-
rações SK/SM é utilizado:

θ̂(t) = arg min
θ

1

N

N∑
k=1

(
F (q, θ,a(t))

F̂ (q,a(t))
y0(k)

−B(q, θ,a(t))

F̂ (q,a(t))
u0(k)

)2

,

(8)

ou, de forma equivalente,

θ̂(t) = arg min
θ

N∑
k=1

((
1 +

n∑
i=1

diΦi(q,a
(t))

)
y0(k)

−

(
r0 +

n∑
i=1

riΦi(q,a
(t))

)
u0(k)

)2

.

(9)

1Salienta-se aqui que a Equação (5) define a função au-
xiliar presente nesta formulação padrão.
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Em (8) e (9), θ̂(t) é a estimativa para θ? obtida
na iteração t e a(t) representa o conjunto pré-
especificado de polos para o qual θ̂(t) é calculado.

Note-se que a Equação (9) descreve uma
sequência iterativa de problemas de otimização
que são agora lineares na variável θ. Tal equação
pode ser ainda reescrita na forma compacta

θ̂(t) = arg min
θ

N∑
k=1

(
y0(k)−mT(k,a(t))θ

)2
, (10)

cuja solução anaĺıtica é então dada por:

θ̂(t) =
[
MT(a(t))M(a(t))

]−1

MT(a(t))y, (11)

onde

MT(a(t)) =
[

m(1,a(t)) · · · m(N,a(t))
]
,

yT =
[
y0(1) · · · y0(N)

]
,

mT(k,a(t)) =
[
u0(k) ũT(k) −ỹT(k)

]
,

ũT(k) =
[

Φ1(q,a(t)) · · · Φn(q,a(t))
]
u0(k),

ỹT(k) =
[

Φ1(q,a(t)) · · · Φn(q,a(t))
]
y0(k).

A formulação iterativa padrão se resume as-
sim em resolver a Equação (11) iterativamente.

Os termos {mT(k,a(t))} presentes na matriz
M(a(t)) podem ser facilmente obtidos usando-se
recursivamente as seguintes equações de estado:{

ũ(k) = A ũ(k − 1) + B u0(k − 1),
ỹ(k) = A ỹ(k − 1) + B y0(k − 1),

(12)

onde A(a(t)) ∈ <(n×n) e B(a(t)) ∈ <(n×1) são
matrizes definidas de tal forma que as funções de
transferência da entrada (ou sáıda) para os esta-
dos são dadas pelas próprias funções racionais que
compõem o modelo, ou seja,

ũ(k)

u0(k)
=

ỹ(k)

y0(k)
= (qI−A)−1B =

 Φ1(q,a(t))
...

Φn(q,a(t))


(13)

Note-se que a dependência de A(a(t)), B(a(t)),
ũ(k,a(t)) e ỹ(k,a(t)) nos polos em a(t) foi omi-
tida nas equações anteriores para facilitar a no-
tação. Note-se também a partir da Equação (13)
que A(a(t)) e B(a(t)) definem a BFR utilizada no
modelo, ou seja, o conjunto {Φi(q,a(t))}. Schu-
macher and Oliveira (2015) apresentam uma ex-
plicação detalhada sobre como essas duas matri-
zes devem ser constrúıdas para que o conjunto
{Φi(q,a(t))} seja dado por funções do tipo polo-
reśıduo, ou ainda, pelas funções ortonormais de
Takenaka-Malmquist.

A definição do conjunto de polos a(t), por sua
vez, tem por objetivo tornar a sequência de pro-
blemas lineares de otimização em (8) próxima ao
problema inicialmente não-linear definido em (7).
Para tanto, define-se a(t) de forma a se satisfazer:

F̂ (q,a(t)) = F (q, θ̂(t−1),a(t−1)). (14)

A condição acima é satisfeita fazendo-se com que
as ráızes dos dois polinômios sejam iguais. Em

outras palavras, os polos em a(t) devem ser iguais
às ráızes de F (q, θ̂(t−1),a(t−1)), ou seja,

a(t) =

autovalores
(
A(a(t−1))−B(a(t−1))d(θ̂(t−1))

)
,

(15)

onde2 d(θ̂(t−1)) =
[
d
(t−1)
1 · · · d

(t−1)
n

]
. O

lado direito da Equação (15) representa um meio

para se calcular as ráızes de F (q, θ̂(t−1),a(t−1)) a
partir da realização em espaço de estados para a
expressão F (q, θ̂(t−1),a(t−1))/F̂ (q,a(t−1)), obtida
quando A(a(t−1)) e B(a(t−1)) são usadas na defi-
nição da sua equação de estado. Para mais deta-
lhes, ver (Grivet-Talocia and Gustavsen, 2016).

Para finalizar esta seção, discute-se agora a
convergência desta formulação padrão.

Assumindo-se que θ̂(t) e a(t) convergem para
θ̂ e â na iteração t = c, então θ̂(c) = θ̂(c+1) = θ̂ e
a(c) = a(c+1) = â. Portanto, pela Equação (14),

F̂ (q,a(c+1)) = F (q, θ̂(c),a(c)) =

F (q, θ̂(c+1),a(c+1)) = F (q, θ̂, â) = F̂ (q, â).
(16)

Tendo como base estas equivalências, é fundamen-
tal observar a partir das Equações (3), (4) e (5),
que o modelo obtido após a convergência das ite-
rações tem a forma desejada em (2),

Ḡ(q, θ̂, â) = r̂0 +

n∑
i=1

r̂iΦi(q, â), (17)

uma vez que

1 +
n∑
i=1

d̂iΦi(q, â) =
F (q, θ̂, â)

F̂ (q, â)
= 1. (18)

3 Formulação iterativa relaxada

Esta seção tem por objetivo relaxar a formulação
padrão proposta na seção anterior. Tal relaxa-
mento é obtido redefinindo-se a função auxiliar em
(5) conforme segue

F (q, θR, ā)

F̂ (q, ā)
= d0 +

n∑
i=1

diΦi(q, ā) = σ(q, θR, ā).

(19)
Dessa forma, a constante de valor unitário

presente na função inicialmente definida em (5)
torna-se uma variável livre para assumir diferen-
tes valores. Os coeficientes da estrutura agora são:

θR =
[
r0 · · · rn d0 · · · dn

]T
.

Com a definição de σ(q, θR, ā), as iterações da-
das pela Equação (9) tornam-se

θ̂
(t)
R = arg min

θ

N∑
k=1

((
d0 +

n∑
i=1

diΦi(q,a
(t))

)
y0(k)

−

(
r0 +

n∑
i=1

riΦi(q,a
(t))

)
u0(k)

)2

.

(20)

2Caso não exista nenhum conhecimento prévio aproxi-
mado acerca dos polos de G0(q) na primeira iteração, pode-
se fazer a(0) = 0.
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Entretanto, o problema associado a esta solução
(em relação à solução descrita na formulação pa-
drão da seção anterior) é que a expressão (20) per-

mite que a solução trivial não desejada θ̂
(t)
R = 0

seja obtida.

Para tornar a solução trivial θ̂
(t)
R = 0 inviável,

é posśıvel restringir a função auxiliar σ(q, θR,a
(t))

de tal forma com que esta não seja anulada
em (20). Analogamente ao realizado no tempo
cont́ınuo em (Deschrijver, Gustavsen and Dha-
ene, 2007), isto pode ser feito impondo-se que a
soma dos valores reais <e{σ(zk = ejωk , θR,a

(t))}
calculada para um conjunto de frequências {ωk}
resulte em um valor não nulo3. Em particular,
pode-se impor

1

N

N∑
k=1

<e

{
d0 +

n∑
i=1

diΦi(e
jωk ,a(t))

}
= 1. (21)

Uma vez que σ(zk = ejωk , θR,a
(t)) é uma

função em tempo discreto, então o intervalo de
frequências [0, π] carrega toda a informação pre-
sente na função. Assim, pode-se definir o conjunto
de frequências {ωk} a ser utilizado em (21) da se-
guinte maneira:

ωk =
kπ

N
, k = 1 · · · , N. (22)

Note-se ainda que a restrição imposta em (21)
não afeta a convergência do processo iterativo,
uma vez que σ(zk = ejωk , θR,a

(t)) torna-se igual a
1 (para todas as frequências) quando o algoritmo
converge.

Levando-se em conta a presença do novo pa-
râmetro d0 no conjunto de equações, assim como
da restrição imposta em (21), é posśıvel verificar
que a solução anaĺıtica para a formulação relaxada
proposta é dada por:

θ̂
(t)
R =

[
MT

R(a(t))MR(a(t))
]−1

MT

R(a(t))bR, (23)

onde

MR(a(t)) =


u(1) ũT(1) −y(1) −ỹT(1)

...
...

...
...

u(N) ũT(N) −y(N) −ỹT(N)
0 0T 1 vT


bR =

[
0 · · · 0 1

]T
,

v =
[
v1 · · · vn

]T
,

vi =
1

N

N∑
k=1

<e {Φi(ejωk)} .

(24)
Dessa forma, conclui-se que o relaxa-

mento da formulação padrão é facilmente obtido
substituindo-se a solução padrão em (11) pela
solução em (23). Adicionalmente, as ráızes de

F (q, θ̂
(t−1)
R ,a(t−1)) (conjunto de polos a ser uti-

lizado na iteração t) são agora calculados a partir
da expressão:

3z denota a variável complexa da transformada Z

a(t) = autovalores
(
A(a(t−1))

−B(a(t−1))
[
d
(t−1)
0

]−1

d(θ̂
(t−1)
R )

)
.

(25)

Por fim, ressalta-se que os termos vi presentes
no vetor v podem ser facilmente obtidos com o
aux́ılio da Equação (13), uma vez que

(ejωkI−A)−1B =

 Φ1(ejωk ,a(t))
...

Φn(ejωk ,a(t))

 . (26)

4 Resultados

O estudo de caso apresentado nesta seção tem
como base o sistema de potência monofásico da
Figura 1, composto por um cabo subterrâneo de
5km (comprimento) e três linhas de transmissão
idênticas de 10km (comprimento). A geometria e
os demais dados referentes às linhas de transmis-
são e ao cabo subterrâneo podem ser encontrados
em (Ramirez, 2009).

A identificação desse sistema é avaliada consi-
derando que o mesmo é alimentado por um degrau
unitário de tensão, ou seja, considerando

u(t) =

{
1V, t ≥ 0
0V, t < 0

(27)

A Figura 2 mostra a resposta da corrente de
entrada i(t) para este caso. Tal resposta foi ob-
tida modelando-se a rede elétrica da Figura 1 por
um “sistema equivalente dependente de frequên-
cia” no software EMTP-RV. Na simulação, usou-
se um peŕıodo de amostragem de 1µs.UBOLLI AND GUSTAVSEN: COMPARISON OF METHODS FOR RATIONAL APPROXIMATION OF SIMULATED TIME-DOMAIN RESPONSES 283

Fig. 1. Single-phase power system.

Fig. 2. Simulated current response (PSCAD).

VII. EXAMPLE: FREQUENCY-DEPENDENT NETWORK

EQUIVALENT (FDNE)

A. Problem Statement

We consider the single-phase power system in Fig. 1 which
is composed of an underground cable and three identical over-
head lines. We refer to [22] for the geometry of the single-core
underground cable and the overhead line.

In what follows, we apply all methods for identifying a ra-
tional model (3a) of the admittance transfer function of
the system as seen from the voltage source in Fig. 1. The fol-
lowing notation is adopted:

1) ARMA dde: discrete difference equation model obtained
by solving (17), and applicable for the same time-step of
the original data;

2) ARMA pfe: model obtained by converting the discrete dif-
ference equation into the -domain [partial fraction expan-
sion form (3a)];

3) ZD-VF: model obtained by applying the -domain vector
fitting algorithm.

4) TD-VF: model obtained by applying the time-domain
vector fitting algorithm.

With all approaches, the linear LS problems [(17), (18), (25),
(26)] are solved by using the backslash operator (“ ”) in Matlab.

The current response due to a unit step voltage application is
shown in Fig. 2. For the purpose of model extraction, we will
use two alternative window lengths: 1 ms and 10 ms.

B. Computation of Time-Domain Responses

Using the trapezoidal-based circuit solver PSCAD, we apply
two different voltage excitations to the network shown in

Fig. 3. Current response. Original PSCAD simulation and simulation by
models extracted by using TD-VF, ARMA dde, and ZD-VF. � � 20.

Fig. 1 with a fixed time step of 1 s and record the current re-
sponse flowing into the network. The first excitation is a unit
step while the second is an approximation of the Dirac’s delta
function (19). The first excitation/response is used as input data
for TD-VF and ARMA dde/pfe while the second excitation/re-
sponse is used with ZD-VF.

C. Base Case Results

The TD-VF and ZD-VF approaches are applied with 30 pole
relocating iterations, using a time step length of 1 s and a
window length 1 ms (1000 samples). All approaches (including
ARMA) are applied with a fitting order 20. With ZD-VF,
the mapping from the time domain to -domain is accomplished
using 5000 samples to achieve a high resolution, and we use
an angle of 150 . The quality of the extracted models is then
compared by applying the model in a numerical simulation with
step voltage excitation. That simulation is done using an EMTP-
like simulation in Matlab based on trapezoidal integration [23],
again with a 1- s time step.

The results are shown in Fig. 3, comparing the original
PSCAD simulation of the input current with the one ob-
tained using the respective models. It is seen that only the model
extracted by TD-VF gives a good match with the original data.
Both the ARMA dde and ZD-VF models give poor results.
(The result by ARMA pfe is similar to that of ARMA dde.)

Fig. 4 shows the simulated voltage responses when the
voltage source is replaced by a unit step current source. Again,
the result by TD-VF gives an accurate result while the other
approaches lead to a highly inaccurate result.

As a final comparison, the admittance transfer functions are
plotted in the frequency domain, see Fig. 5 and an expanded
view in Fig. 6. The responses are compared with the admittance
obtained by PSCAD directly in the frequency domain. It can be
seen that TD-VF attains the best result in the frequency band
(1 kHz–1 MHz) that is associated with the time window used
for model extraction (1 s–1 ms). Outside this window, the ac-
curacy deteriorates due to a lack of information in the time-do-
main responses. The other approaches (ARMA, ZD-VF) give

Figura 1: Sistema de Potência Monofásico.

Fonte: Ubolli and Gustavsen (2011).

No processo de estimação dos modelos, são
consideradas apenas as primeiras 1000 amostras
da simulação, tal que { y0(k) = i(k), u0(k) =
u(k) }, k = 1, ..., 1000, k = 1 + t/Ts. São uti-
lizadas ainda 15 iterações e modelos de décima
ordem (n = 10).

Para a formulação relaxada proposta neste
trabalho, considera-se modelos formados tanto
por funções do tipo polo-reśıduo quanto pelas fun-
ções ortonormais de Takenaka-Malmquist. Por
outro lado, a técnica TD-VF tradicional proposta
por Grivet-Talocia (2003) permite o uso apenas
de funções do tipo polo-reśıduo. Dessa forma, no
total, três técnicas são aqui comparadas:
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Figura 2: Resposta de corrente completa obtida no
software EMTP-RV.

• técnica tradicional TD-VF. Utiliza exclusiva-
mente em funções do tipo polo-reśıduo (TRAD-
FPR);

• formulação relaxada usando funções do tipo
polo-reśıduo (RELAX-FPR);

• formulação relaxada usando funções
ortonormais de Takenaka-Malmquist (RELAX-
FOTM).

Salienta-se ainda que, para as técnicas
RELAX-FPR e RELAX-FOTM (descritas em
tempo discreto), consideram-se modelos com polos
iniciais em 0. Já para a técnica TRAD-FPR (des-
crita em tempo cont́ınuo), considera-se um modelo
com polos iniciais em −5.

Para fins de comparação entre as técnicas,
utiliza-se aqui o ı́ndice REQM (raiz quadrada do
erro quadrático médio). Tais valores de REQMs
foram calculados, a cada iteração, atribuindo-se
à estrutura desejada em (2) a estimativa atual
a(t) para o conjunto de polos a e, em seguida,
estimando-se os seus coeficientes. Tal estimativa
pode ser facilmente obtida a partir da solução (11)

considerando-se θ̂(t) = ĉ(t) =
[
c
(t)
0 · · · c

(t)
n

]T
e fazendo-se mT(k,a(t)) =

[
u0(k) ũT(k)

]
na

construção da matriz M(a(t)). Pela Equação (17)
pode-se observar que, quando as estimativas con-

vergem, c
(t)
0 e {c(t)i } tendem à r̂0 e {r̂i}, respecti-

vamente.
A Figura 3 mostra o ı́ndice REQM obtido

para cada técnica durante o processo iterativo. É
posśıvel observar a partir desta figura que a téc-
nica RELAX-FOTM converge com um menor nú-
mero de iterações. Também é posśıvel observar
que as técnicas RELAX-FPR e RELAX-FOTM
apresentam, após a convergência, modelos com
um menor REQM. Um menor ı́ndice REQM in-
dica que as sáıdas dos modelos RELAX-FPR e
RELAX-FOTM encontram-se mais próximas da
sáıda simulada y0(k) = i(k) (veja a Figura 4). A
Figura 4 também mostra os erros de aproximação
y0(k) − y(k, θ̂, â) para cada modelo. Tais erros

foram multiplicados por 5 apenas para facilitar a
visualização.

Já a Figura 5 mostra o condicionamento nu-
mérico da matriz MR(a(t)) obtido em cada itera-

ção.4 É posśıvel notar que as técnicas RELAX-
FPR e RELAX-FOTM apresentam um melhor
condicionamento numérico em relação à técnica
TRAD-FPR, com destaque para o uso das FOTM
neste contexto.
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Figura 3: REQM no processo de estimação dos mo-
delos.
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Figura 4: Sáıdas e erros dos modelos obtidos na úl-
tima iteração (iteração 15).

5 Conclusões

Neste trabalho, foi proposto um método iterativo
relaxado para identificação de sistemas no domı́nio
do tempo. Tal formulação baseia-se em modelos
formados por BFRs e nas iterações de SK/SM. O
método relaxado proposto neste trabalho permite
que a constante de valor unitário presente nas for-
mulações propostas anteriormente (no domı́nio do

4Para fins de comparação, na técnica TRAD-FPR foi
calculado o condicionamento numérico da matriz que com-
põe a sua respectiva solução anaĺıtica dos mı́nimos quadra-
dos.
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Figura 5: Condicionamento numérico no processo de
estimação dos modelos.

tempo) torne-se uma variável livre para assumir
diferentes valores. Quando comparada com a tra-
dicional técnica TD-VF (TRAD-FPR), os resulta-
dos obtidos mostram que o método relaxado aqui
proposto pode apresentar vantagens em termos
de precisão dos modelos (menor (R)EQM), con-
vergência (o método relaxado converge com um
menor número de iterações) e condicionamento
numérico (menor condicionamento numérico da
matriz presente na solução anaĺıtica dos mı́nimos
quadrados).
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