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Abstract— This paper presents a case study involving the multi-objective assessment of a predictive controller
applied to a magnetic levitation system. The control law used makes use of state terminal constraints in order
to ensure nominal closed-loop stability. The multi-objective assessment is carried out based on two indexes, one
related to loop performance and other to stability robustness, which depend on the controller design parameters.
From the analysis it was concluded that the increase of prediction and control horizons and the increase of
control weight causes a similar effect on the system considered, which is increase stability robustness and decrease
performance.
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Resumo— Este artigo apresenta um estudo de caso envolvendo a avaliagao multiobjetivo de um controlador
preditivo aplicado a um sistema de levitagdo magnética. A lei de controle utilizada faz uso de restri¢ées terminais
de estado, a fim de garantir a estabilidade nominal em malha fechada. A avaliagdo multiobjetivo é realizada com
base em dois indices, um relacionado ao desempenho da malha e outro & robustez da estabilidade, que dependem
dos parametros de projeto do controlador. Da andlise concluiu-se que o aumento dos horizontes de predigao e
controle e o aumento do peso de controle causam um efeito semelhante no sistema considerado, que é aumentar

a robustez da estabilidade e diminuir o desempenho.

Palavras-chave— Controle preditivo, Restri¢oes terminais, Sistema de levitagdo magnética, Avaliagdo multi-

objetivo
1 Introducao

O controle preditivo baseado em modelo (MPC:
Model-Based Predictive Control) é uma técnica de
controle moderno que tem se desenvolvido bas-
tante nas ultimas décadas. Atualmente, a princi-
pal aplicagao do controle preditivo é na industria
petroquimica e nas refinarias de petréleo, no en-
tanto, pode-se citar ainda diversas outras areas de
aplicagao, como por exemplo, a indtstria de mine-
racao e metalurgia, polimeros, aeroespacial e ali-
menticia, entre outros (Qin and Badgwell, 2003).

Os principais pontos positivos do controle pre-
ditivo sao a possibilidade de tratamento de restri-
¢Oes, tanto de entrada quanto de estados/saidas,
a aplicabilidade em sistemas com multiplas en-
tradas e multiplas saidas (MIMO) e a possibili-
dade de uso de diversos tipos de modelo, como
fungoes de transferéncia ou espaco de estados
(Maciejowski, 2002).

O principio bésico do MPC consiste em, com
base em um modelo da planta, predizer quais sao
os efeitos de cada varidvel de controle nas saidas e
assim calcular o controle 6timo a ser aplicado. A
determinacao do controle 6timo envolve a minimi-
zacao de uma fungao de custo, que normalmente
é funcao dos estados/saidas ao longo de um hori-
zonte de predicao N e dos controles aplicados ao
longo de horizonte de controle M. Em cada ins-
tante de atualizagdo do controle calcula-se qual
a sequéncia de controles étima a ser aplicada en-
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tre t(k) e t(k + M), sendo t(k) o instante atual,
aplica-se o primeiro controle da sequéncia 6tima e
aguarda-se o préximo instante de atualizagao para
repetir o processo.

Para garantir a estabilidade do sistema em
malha fechada é comum o uso restri¢oes terminais
do tipo z(k + N) € x, onde z(k + N) representa
o estado N passos adiante (Mayne et al., 2000).
No entanto, o acréscimo de restrigoes terminais
pode reduzir o conjunto de condigoes iniciais fac-
tiveis, bem como conduzir a problemas de perda
de factibilidade na presenca de perturbacgdes ou
descasamento de modelo. Tal problema pode ser
mitigado por meio de uma ampliacao nos hori-
zontes de predigao e controle, de modo a estender
o tempo para que o estado atinja o conjunto y, e
também aumentar o namero de graus de liberdade
envolvidos na otimizagao. Porém, essa solugao au-
menta o custo computacional, o que, dependendo
da aplicagao, pode inviabilizar a implementagao
da lei de controle na pratica. (Primbs and Nevis-
ti¢, 2000), (Afonso and Galvao, 2012).

A possibilidade de se tratar restrigoes de
forma explicita é uma importante vantagem do
MPC para o controle de sistemas de levitagao
magnética. Levitadores magnéticos normalmente
operam em condigoes onde as restrigoes operaci-
onais sao apertadas e falhas podem ser catastré-
ficas (Fama et al., 2005). Desse modo, é possivel
encontrar diversos estudos envolvendo a aplicagao
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de controle preditivo a levitadores magnéticos, por
exemplo, (Qin et al., 2014), (Béchle et al., 2013),
(Candido et al., 2009b) e (Candido et al., 2009a).
Nos dois ultimos, avalia-se por meio de simulagao
o desempenho de diferentes formulagoes de con-
trole preditivo para um sistema de levitagao mag-
nética empregando a fronteira de Pareto, conside-
rando como indices a serem minimizados o tempo
de subida para uma referéncia degrau e a sensibi-
lidade a ruido de medida.

Neste artigo, apresenta-se um estudo do im-
pacto da variacao dos parametros de projeto do
controlador preditivo no desempenho e na robus-
tez do sistema de levitagdo magnética. Como
diferencial em relagdo aos trabalhos (Candido
et al., 2009b) e (Candido et al., 2009a), pode-se
citar a imposi¢ao de uma restricao terminal para
garantia de estabilidade nominal e a avaliacao da
robustez da estabilidade por meio de andlise no
dominio da frequéncia. Adicionalmente, avalia-se
de forma separada o impacto das variagoes nos ho-
rizontes de predigao/controle e no peso atribuido
ao esforgo de controle na funcgao de custo. Por sim-
plicidade, considera-se que a operacao esteja sendo
realizada nas proximidades do ponto de equilibrio
desejado, de modo que a robustez da estabilidade
possa ser avaliada com o uso de um modelo linear.

A secao 2 trara um detalhamento da lei de
controle utilizada. Para esta anilise, serao defi-
nidos dois indices na secao 3 para quantificar a
robustez da estabilidade e o desempenho do sis-
tema em malha fechada. O modelo do levitador
magnético considerado no estudo sera descrito na
secao 4. Por fim, os resultados obtidos serao apre-
sentados na segao 5 e as conclusoes na secao 6.

1.1 Notagdo

Neste artigo sera utilizada a seguinte notagao:

n: Numero de estados da planta.

N: Horizonte de predigao.

M: Horizonte de controle.

(k41| k): Valor futuro do controle no ins-

tante k + ¢, dentro de horizonte de controle

iniciado no instante k.

e At(k + ¢ | k) Incremento de controle
wk+i|lk)—ak+i—1]k)

e g(k + 4 | k): Valor predito da saida
no instante k + 4 com base nas infor-
macoes disponiveis até o instante k, su-
pondo aplicagao da sequéncia de controle
(k| k), a(k+1|k),...,a(k+M—1]k).

o *(k+i|k): Valor étimo de a(k +i | k).

o Au*(k—+1|k): Valor 6timo de Ad(k+1i | k).

2 Lei de controle

O projeto do controlador serd feito com base
no modelo dinamico linearizado e discretizado da
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planta, cuja representacao no espaco de estados é
dada por

x(k+1) = Az(k) + Bu(k) )
y(k) = Cx(k)
A caracterizacdo do modelo, que possui apenas
uma entrada e uma saida (SISO), serd apresentada
na secao 4.

Para o projeto do controlador serd conside-
rada a funcao de custo

J = Z If +1 | ]{) - yref]
i=1
My (2)
+pd_[Bilk+i=1[ k)
i=1
sujeita ao modelo dindmico (1) e & restrigdo ter-
minal de estado
Z(k+ N | k) =0px1 (3)
onde Y.y ¢ o valor de referéncia para a saida da
planta e N, M e p sao parametros de projeto,
que devem ser ajustados. Para simplificar o de-
senvolvimento das equacgoes, a partir deste ponto

serd considerada a funcao de custo escrita na sua
forma vetorial

J=@F-0)" (F-r)+pra"A0  (4)

com
gk +11k) Yref
X 9k +2[k) Yref
y = . , I'= .
g(k+ N | k) Yref | n
€
Aa(k | k)
Ad(k+1|k)
Ad = _

Au(k+ M —1]k)

Vale notar que y e At nao sao variaveis inde-
pendentes, dado que alteragoes no controle afetam
diretamente a saida do sistema. A relacao entre
eles é dada por um modelo de predigao, que sera
apresentado na seg¢ao 2.1. Desse modo, o custo J
poderd ser reescrito como fungao do vetor de in-
cremento de controle At € R™. No entanto, a
imposigao da restrigdo terminal (3) reduz a quan-
tidade de graus de liberdade da solugao de M para
M — n, onde n é o ntimero de estados da planta.
Em outras palavras, ao se escolher os M — n pri-
meiros incrementos de controle os n ultimos sao
definidos de forma a satisfazer a igualdade (3).

Seja At* o valor de At que minimiza o custo
J sujeito a restrigao (3). A lei de controle é tal que
o incremento de controle a ser aplicado no instante
atual é o primeiro elemento da solugao Au*:

Au(k) = Ad*(k | k) =[10 ... 0] Aa"  (5)

A solucao do problema de otimizacao sera apre-
sentada na secao 2.2.
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2.1 Modelo de Predi¢ao

A obtengao do modelo de predigao é feita com
base no modelo da planta (1). Para que o mo-
delo apresentado possa ser reescrito em fungao do
incremento de controle Au(k), considere o estado
aumentado

ra) = [, | ©)

Com isso, o modelo pode ser escrito como

ok +1) = Agza(k) + BoAu(k)

y(k) = Caxa(k) (7)

A B B
onde A, = {OZ 1], B, = L} e C, = [C O].

Com base nas equagoes de estado e saida em
(7), pode-se escrever um modelo de predigao da

forma

y=GAu+f (8)
onde
[ 91 0 0
g2 g1 .. 0
G =
M gM-1 - -- g1
lIN  GN-1 IN—M+1]
9i = CaAz_lBa
flk+1 | k)
f(k+2]k)
= ) = Pz, (k)
f(E+ N | k)
d)l CaAa
b2 Co A2
@ = . = .
ON C, AY

Vale notar que a matriz G sé possui M colu-
nas. Isso se deve ao fato de que Ad(k+j | k) =
0,Vj > M.

De forma anéloga ao modelo de predigao (8) é
possivel ainda obter um modelo de predicao para
os estados. Para isso, pode-se escrever

k411 k)
i(k+2]k)
% = , =G, Au+f, (9)
ik + N | k)
onde
[ 9z,1 0 e 0 ]
91,2 gz’l “ee O
G, =
gm,M gx,Mfl e gr,l
L9z, N YGz,N—1 9z, N—M+1 |
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9z, = Ca:vAfl_lBa
Caw = [Inxn Onxl]

fa(k+1]k)
- fo(k + 2| k) o)
folk+ N | K)
a1 CawAa

¢:L’,2 C’a:va2
(PJL’ = .

¢1,N Caa:Aiv

2.2  Resolucao do problema de otimizagao

Conforme ja apresentado, pode-se tomar como
variaveis independentes para a resolugao do pro-
blema de otimizacao os M —n primeiros elementos
do vetor Au. Desse modo, é conveniente separar
as variaveis independentes das dependentes da se-
guinte forma

Ad = { (10)

A,
At
com

Aa(k | k)
Ad(k+1| k)
Al = .

|Ad(k+M—n—1]|k)
Aa(k+M—n|k) ]
Ak +M —n+1[k)

Ad, = .

Ad(k+ M —1]|k)

Do modelo de predicao para o estado (9) tem-
se que o estado ao final do horizonte de predicao
é

i(k+ N | k) =VAa, + WAQ, + fo(k+ N | k)
(11)
onde

V= [ga:7N 9z, N—-1 gz,NfMJrnJrl}

W = [geN-Min YoN-Min-1 Yo N-M+1)

Desse modo, basta substituir (3) em (11) para en-
contrar as variaveis dependentes em funcao das
varidveis independentes:

Aty =-W[VAQ, + fo(k+ N | k)] (12)

Assim, é possivel reescrever o modelo de pre-
di¢do para a saida (8) em funcdo apenas das va-
ridveis independentes At,.. Para tal, sejam G,
Go, G3 e G4 sub-matrizes de G tais que

. . _|G1 Gz [Aa,
y=GAu+f = [G3 G4] [Aﬁs

] +f  (13)
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entao o modelo de predigao para a saida reescrito
em funcao de Au, se da por

y =G, A4, +f+ Sf.(k+N|k) (14)

Ccom
G. = G — GQW_lV
T Gs — G4W_1V

Substituindo (12), (14) e o fato de que
Aa” Aa = Aal Aa, + Aal Aa,  (15)
na fungdo de custo (4), obtém-se

J(Aw,) = %AﬁTTH,,AﬁT + T Aw, + cte,  (16)

onde
H, =2 [GIG, + p(W V)T (WIV) + pI]

el =2{[f —r+Sf.(k+N|k)]" G,
_ T . _
+p[W ok + N | K)] W'V}
sendo cte, um termo constante que nao afeta a
solucao do problema. Vale notar que aqui o pro-
blema de otimizagao inicial se reduz a um pro-
blema de otimizacao sem restrigdes com uma fun-

¢ao de custo quadradica, cuja solugao é dada por
(Gill et al., 1981):

Al = —H, e, (17)

Com isso, o incremento de controle a ser aplicado
no instante k pode ser obtido como

Au(k) = Adz(k | k)
—[10...0]AW
r— f) + KMPC,Qfac(k + N | k)
(18)

= Knpcoa(

com

KMPC’,I = [10 O] X
[GTG, + p(W V)T (W) 4 pI] ' GT

KMPCV2:—[10 O]X
[GTGy + p(W V)T (W) 4 pI] " x
(GTS +p(W'V)TW!]
Dado que r = [1nxi¥Yress £ = Pz, e
fo(k+ N | k) = &, yx, ent@o a expressdo encon-

trada para o incremento de controle Au(k) pode
ser simplificada para

Au(k) = Klyref - KQIEa(k) (19)

onde
K1 = Kupeoalllnxa
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Ky = Kypen® — Kyipe2®a N

Para as anédlises de desempenho e estabilidade
robusta do controlador projetado sera considerado
o diagrama de blocos apresentado na figura 1. No
caso,

G(z) = (21 — A,) " 'B, (20)
representa a funcdo de transferéncia de Awu(k)
para x4 (k).

Figura 1: Diagrama de blocos

3 Indices adotados para a avaliagao da
malha de controle

Para quantificar a robustez da estabilidade e o de-
sempenho foram definidos dois custos para o con-
trolador MPC, Jrg e Jp. Com estes custos é
possivel estudar qual o efeito dos parametros de
projeto N, M e p no desempenho e na estabili-
dade do sistema em malha fechada.

3.1 Clusto de robustez da estabilidade

Para a andlise da robustez da estabilidade
observa-se a resposta em frequéncia da fungao sen-
sitividade, S(z), e escolhe-se como custo da robus-
tez da estabilidade o pico de sensitividade

0
JrE = puax, 1S(e”)] (21)

Para o caso em estudo, a fungao sensitividade é

dada por
1

1 + KQG(Z)

O pico de sensitividade pode ser interpretado
como o inverso da menor distancia entre a curva
de Nyquist da funcdo de transferéncia de malha
aberta L(e??) = K,G(e??) e o ponto de singulari-
dade -1.

S(2) (22)

3.2  Custo de desempenho

Para a andlise do desempenho optou-se por ana-
lisar o sistema em malha fechada no dominio do
tempo.

Desse modo, para o calculo do custo de de-
sempenho (Jp), considera-se o problema de valor
inicial em que o sistema em malha fechada é sub-
metido a uma referéncia nula (yr.y = 0) a partir
do estado inicial ,(0) = [1 0 0]7. Define-se en-
tao que o custo é a somatéria do moédulo do erro
e(k) = y(k) — yrey durante 1 segundo, isto é

kT=1s kT=1s
Io=Y le)l= 3 Wkl (23)
kT=0 kT=0
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sendo T' o periodo de amostragem.

4 Modelo adotado

Para o estudo de caso serda considerado o sis-
tema de levitagao magnética ja utilizado em traba-
lhos anteriores (Candido et al., 2009b) e (Candido
et al., 2009a).

O modelo do levitador magnético lineari-
zado e discretizado com periodo de amostragem
T = 0,005 s é dado por

x(k+1) = Az(k) + Bu(k)

y(k) = Cr(l) 29

com

A [1.0108 0,0050]  _ [-0,0141
= 14,3185 1,0108|° 7~ |-5,6510

c=[1 0

No caso, y e u representam os desvios em relagao
a tensao de saida do sensor de distancia e a tensao
de entrada para o driver de corrente no ponto de
equilibrio, respectivamente. Por sua vez, o vetor
de estados é definido como z = [y 7.

5 Resultados

Com o objetivo de estudar o compromisso en-
tre os custos de desempenho e robustez da esta-
bilidade foram projetados diversos controladores
MPC para o levitador magnético apresentado na
secao 4. Os controladores foram obtidos variando-
se os horizontes de predigdo e controle (fixando
N = M) e o peso de controle p.

Variando os horizontes de predicdo e con-
trole, porém mantendo-os iguais, foram levanta-
dos os custos Jgg e Jp para 40 diferentes pe-
sos de controle, distribuidos em escala logaritmica
entre 0,01 e 100. Adicionalmente, foram proje-
tados controladores LQR (linear quadratic regu-
lator), que podem ser interpretados como o caso
degenerado de controladores MPC com horizontes
infinitos. Os resultados estao apresentados nas fi-
guras 2 e 3. Vale notar que ao aumentar os ho-
rizontes de predigao e controle ha uma tendéncia
em aumentar o custo de desempenho e diminuir o
custo de robustez da estabilidade. Em outras pa-
lavras, ao aumentar os horizontes o sistema passa
a ter maiores margens de estabilidade, no entanto,
perde desempenho e se torna mais lento.

Ainda nas figuras 2 e 3 é possivel observar
outra tendéncia. Ao se penalizar o esfor¢o de con-
trole, isto é, aumentar o peso p, o custo de de-
sempenho tende a aumentar e o custo de robus-
tez da estabilidade tende a diminuir, um efeito se-
melhante ao observado ao aumentar os horizontes
N = M. No entanto, este efeito é menos signifi-
cativo para pequenos horizontes e mais significati-
vos para grandes horizontes. A partir de um certo
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valor de p as variagoes nos custos Jrg e Jp sao
minimas e quanto menor o horizonte menor o va-
lor de p para o qual nao se observa mais variacoes
nos custos.

;
—=—N=M=3
——N=M=4 [}
—+—N=M=5
350 i
E ——N=M=10
S N=M=20
R N =M= Inf
7
w
<
=l
225
7
2
E R
['4
o 2F
o
2
g
g
015 ——
1 .
107 10" 10° 10 10°

Figura 2: Variacao do custo de robustez da esta-
bilidade com o peso de controle p

30

25n

N
=}

Custo de Desempenho
[
wu

Figura 3: Variagao do custo de desempenho com
o peso de controle p

A fim de se analisar a o impacto do peso de
controle p na robustez da estabilidade foi acrescen-
tado um atuador com dindmica H(s) = SJQF%%O em
série com a planta. Na pratica essa dinamica de
atuador estaria associada a dinamica elétrica da
bobina do eletroima (circuito RL), excitada por
uma fonte de tensdo. A figura 4 apresenta os si-
nais de saida para o problema de valor inicial com
N =M=20ep =1, 10 e 100. Aqui, nova-
mente observa-se o efeito do peso de controle, ao
diminuir o valor de p o sistema apresenta uma res-
posta mais rdapida, no entanto, perde estabilidade.
Como pode ser visto, devido & baixa robustez da
malha de controle projetada com p = 1, a intro-
dugao da dindmica de atuador acarretou instabi-
lidade.

6 Conclusoes

Neste artigo foi apresentado um estudo do com-
promisso entre o desempenho e a robustez, que
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——p=1
—e—p=10 f
p =100

saida [V]

0.05 0.1 0.15 0.2
tempo [s]

0.3

Figura 4: Sinal de saida obtido apds inclusao da
dindmica de atuador (N = M = 20)

normalmente sdo objetivos conflitantes, de um
controlador MPC aplicado a um levitador mag-
nético. O projeto do controlador foi feito le-
vando em conta a restricao terminal de estado
Z(k+ N | k) = 0 e o modelo da planta lineari-
zado. Para que o estudo pudesse ser feito de forma
quantitativa foram definidos os custos de desem-
penho e de robustez da estabilidade, Jp e Jrg,
respectivamente, que se baseiam na resposta do
sistema (planta + controlador) tanto no dominio
do tempo quanto no dominio da frequéncia.

Como parametros de projeto para o controla-
dor foram utilizados o horizonte de predigao N, o
horizonte de controle M e o peso de controle p. A
fim de simplificar o estudo, todas as anéalises fo-
ram feitas considerando os horizontes de predigao
e controle iguais, desta forma o projeto do contro-
lador passou a ter apenas dois graus de liberdade,
horizonte N = M e peso p.

Variando estes parametros pode-se observar
que o aumento do horizonte e o aumento no peso
p causam o mesmo efeito nos custos Jp e Jgrg. De
maneira geral, aumentar o horizonte ou o peso p
causa um aumento no custo de desempenho e uma
diminuicao no custo de robustez da estabilidade.
Este efeito pode ser em maior ou menor escala
dependendo do intervalo de horizontes em que se
estd sendo feita a andlise.

Para pequenos horizontes, as variagbes no
horizonte causam um impacto significativamente
maior nos custos quando comparado as variagoes
no peso p. Por outro lado, para grandes horizon-
tes, as variagoes no peso p sao bem mais significa-
tivas.

Na pratica, seria também necessario conside-
rar a carga computacional demandada na presenca
de restrigdes impostas sobre os controles e/ou es-
tados da planta. Nesse caso, a avaliacao de de-
sempenho e robustez para diferentes horizontes de
predigdo/controle poderia ser 1itil ndo apenas para
sintonia do controlador, mas também para avaliar
a conveniéncia de se atualizar o hardware embar-
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cado, de modo a permitir o uso de leis de controle
com horizontes maiores.
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