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Abstract— The objective of this work is to perform a sensitivity analysis of the parameters for Reinforce-
ment Learning in the Travelling Salesman Problem Solution. For this it is assumed mathematical modeling via
Response Surface Methodology. The adjusted models allow to identify how the performance of Reinforcement
Learning is influenced by the levels of learning rate and discount factor.
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Resumo— O objetivo deste trabalho é realizar uma análise de sensibilidade dos parâmetros do Aprendizado
por Reforço na Solução do Problema do Caixeiro Viajante. Para isso, será adotada a modelagem matemática
via Metodologia de Superf́ıcie de Resposta. Os modelos ajustados permitem identificar como o desempenho do
Aprendizado por Reforço é influenciado pelos ńıveis dos parâmetros taxa de aprendizado e fator de desconto.
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Resposta.

1 Introdução

O Aprendizado por Reforço (AR) é uma técnica
baseada no aprendizado pelo sucesso e fracasso, e
fundamentada nos Processos de Decisão de Mar-
kov (Sutton e Barto, 1998). Em uma estrutura
comum do AR, o agente usa sensores para identi-
ficar o estado atual do ambiente, para em seguida
tomar decisões. Assim, para cada ação executada,
o agente recebe um reforço. Essas informações são
armazenadas e utilizadas nas escolhas das próxi-
mas ações.

O AR possui aplicações diversas, como na ro-
bótica, sistemas multiagentes, controle ótimo e
otimização (Sutton e Barto, 1998). Nesse sen-
tido, o AR também vem sendo aplicado na resolu-
ção de um problema clássico de otimização combi-
natória, o Problema do Caixeiro Viajante (PCV)
(Gambardella e Dorigo, 1995; Bianchi et al., 2009;
Liu e Zeng, 2009; Santos et al., 2009; Lima Júnior
et al., 2010; Santos et al., 2014; Alipour e Ra-
zavi, 2015; Ottoni et al., 2015).

Em Ottoni et al. (2015), são realizados experi-
mentos para analisar a aplicação do AR na solução
do PCV, de acordo com a definição dos parâme-
tros taxa de aprendizado (α) e poĺıtica ϵ−greedy.
Os resultados de Ottoni et al. (2015), apontam
que a seleção dos valores de α e ϵ− greedy podem
comprometer o desempenho do AR na resolução
do PCV.

De fato, estudos já demonstraram que o de-
sempenho do AR pode ser influenciado pela de-
finição de parâmetros, como taxa de aprendi-
zado, fator de desconto e ϵ − greedy (Sutton e
Barto, 1998; Schweighofer e Doya, 2003; Even-Dar

e Mansour, 2003; Gatti, 2015).

Assim, a adoção de uma metodologia estat́ıs-
tica para analisar os efeitos dos parâmetros dos
AR na solução do PCV torna-se um fator relevante
(Ottoni et al., 2015). Uma alternativa é a apli-
cação da Metodologia de Superf́ıcie de Resposta
(RSM) (Myers et al., 2009). A RSM é uma técnica
estat́ıstica aplicada nos estudos de processos de
otimização (Myers et al., 2009). Trabalhos recen-
tes abordaram a Metodologia de Superf́ıcie de Re-
posta em conjunto com técnicas inteligentes, como
Redes Neurais (Gonçalves Júnior et al., 2014) e
Algoritmos Genéticos (Mendes et al., 2014). Já
em Gatti (2015), a RSM é adotada na análise da
influência de parâmetros do AR na convergência
do algoritmo TD(λ) em dois problemas: Moun-
tain Car Problem e Truck Backer-upper Problem.

Dessa forma, o objetivo deste trabalho é ex-
pandir os estudos de análise de sensibilidade dos
parâmetros do AR na solução do PCV. Para isso,
será adotada a modelagem matemática via Meto-
dologia de Superf́ıcie de Resposta.

Este trabalho está organizado em seções. A
seção 2 apresenta conceitos teóricos iniciais do
Problema do Caixeiro Viajante e Metodologia de
Superf́ıcie. Em seguida, a seção 3 descreve funda-
mentos do sistema de Aprendizado por Reforço.
Os experimentos realizados e a estrutura da mode-
lagem matemática proposta são apresentados nas
seções 4 e 5, respectivamente. Já a seção 6, des-
creve a análise dos resultados. Finalmente, na se-
ção 7 são apresentadas as conclusões.
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2 Fundamentação Teórica

2.1 Problema do Caixeiro Viajante

O Problema do Caixeiro Viajante, no inglês Tra-
veling Salesman Problem, consiste em determinar
a menor rota entre um conjunto de cidades, C =
(c1, c2, c3, ..., cn) (Applegate et al., 2007; Lima Jú-
nior et al., 2010). A cada par de cidades é dada
uma distância (ou custo) associado, cij . Como
restrição, cada localidade deve ser visitada uma
única vez. Além disso, o caixeiro deve iniciar e
finalizar o percurso na mesma cidade.

Geralmente, o PCV é formulado sobre um
grafo G = (N,A), em que, N é conjunto de nós
(vértices), e A é o conjunto de arcos (i,j) do pro-
blema (Goldbarg e Luna, 2005).

Neste trabalho, o PCV será abordado sobre
dois paradigmas: Simétrico e Assimétrico. No
caso Simétrico, o custo associado ao deslocamento
de uma cidade i para uma localidade j é equiva-
lente ao custo de ir de j para i. Já no problema
Assimétrico, o sentido de realização da rota pode
alterar o valor da distância total percorrida.

Os experimentos foram realizados adotando
problemas da TSPLIB1 (Reinelt, 1991). A biblio-
teca TSPLIB, A Traveling Salesman Problem Li-
brary, é um repositório de dados aberto que reúne
opções de estudos de caso do PCV. O repositório
TSPLIB apresenta problemas (instâncias) tanto
para o PCV Simétrico, quanto para casos Assimé-
tricos. Além disso, a base de dados fornece o valor
da solução ótima conhecida para cada instância da
biblioteca.

2.2 Metodologia de Superf́ıcie de Resposta

A Metodologia de Superf́ıcie de Resposta, em in-
glês Response Surface Methodology (RSM), reúne
um conjunto de técnicas estat́ısticas para a otimi-
zação de processos (Myers et al., 2009). A medida
de desempenho é denominada resposta. Já as va-
riáveis de entrada são ditas variáveis independen-
tes (VIs) (Myers et al., 2009).

Os modelos de superf́ıcie de resposta apresen-
tam a mesma estrutura dos modelos de regressão
linear múltipla (Myers et al., 2009). Assim, as
Equações 1 e 2 apresentam a estrutura dos mode-
los RSM de 1a e 2a ordem, respectivamente, com
duas VIs (x1 e x2):

y = β0 + β1x1 + β2x2 + ϵ, (1)

y = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x
2
1 + β4x

2
2 + β5x1x2 + ϵ. (2)

O efeito do erro na resposta é representado por ϵ.
Para a estimação dos coeficientes do modelo (β),
normalmente é adotado o método de mı́nimos qua-
drados, assumindo distribuição normal com média
zero e variância constante (Myers et al., 2009).

1http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/

De acordo com Myers et al. (2009), o modelos
de 2a ordem são mais adotados por serem mais
flex́ıveis e mais bem ajustáveis em problemas de
superf́ıcie reais.

3 Sistema de Aprendizado por Reforço

No Aprendizado por Reforço, agente e ambiente se
interagem em uma sequência de passos de tempo
discretos (t = 0, 1, 2, 3...). A cada instante de
tempo t, o agente recebe uma representação do
ambiente, por meio do estado, st ∈ S, e seleciona
uma ação at ∈ A. Um instante de tempo depois,
t + 1, o agente recebe um reforço, rt+1 ∈ R, e
observa o novo estado st+1. Sendo que, S é o
conjunto de todos os estados, A é o conjunto das
ações e R é a função de recompensa (Sutton e
Barto, 1998).

Os parâmetros taxa de aprendizado (α) e fator
de desconto (γ) estão presentes em boa parte dos
métodos de AR. Esses parâmetros geralmente são
definidos no intervalo entre 0 e 1.

A taxa de aprendizado é responsável por con-
trolar efeitos das novas atualizações na matriz
de aprendizado. Assim, para α = 0 não existe
aprendizado, já que a atualização do algoritmo
se simplifica para Qt+1(s,a) = Qt(s,a) (Ottoni
et al., 2015).

Já o fator de desconto permite ao agente sele-
cionar as ações na tentativa de maximizar a soma
de recompensas no futuro. A função Gt, na Equa-
ção 3, representa a sequência de retornos descon-
tados no tempo:

Gt = Rt+1 + γRt+2 + γ2Rt+3 + ... =

∞∑
k=0

γkRt+k+1, (3)

em que γ ∈ [0,1] (Sutton e Barto, 1998).
Em seguida, uma breve descrição do algoritmo

de AR adotado neste trabalho.

3.1 Algoritmo SARSA

O SARSA (Sutton e Barto, 1998) é um tradicio-
nal algoritmo de Aprendizado por Reforço. O al-
goritmo SARSA (Algoritmo 1) recebeu esse nome
pois envolve na sua atualização os termos: st (es-
tado no instante t), at (ação executada no instante
t), r(st, at) (retorno para o par st × at), st+1 (es-
tado no instante t+ 1) e at+1 (ação executada no
instante t+ 1).

A Equação 4 descreve a atualização da matriz
de aprendizadoQ pelo SARSA, com a execução da
ação a no estado s:

Qt+1 = Qt(s,a) + α[r(st, at) + γQt(s
′,a′)−Qt(s,a)]. (4)

No Algoritmo 1, a poĺıtica denominada ϵ −
greedy (ou, quase-guloso) é responsável pelo con-
trole entre gula e aleatoriedade na seleção das
ações (Sutton e Barto, 1998).
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Definir os parâmetros: α, γ e ε
Para cada s,a inicialize Q(s,a)=0
Observe o estado s
Selecione a ação a usando a poĺıtica
ε-greedy
repita

Execute a ação a
Receba a recompensa imediata r(s,a)
Observe o novo estado s’
Selecione a nova ação a’ usando a
poĺıtica ε-greedy
Atualize Q(s,a) com a Eq. (4)
s = s’
a = a’

até o critério de parada ser satisfeito;

Algoritmo 1: SARSA.

3.2 Modelo de Aprendizado por Reforço

A aplicação do Aprendizado por Reforço na so-
lução do Problema do Caixeiro Viajante requer a
definição de um modelo com um conjunto de es-
tados (S), ações (A) e recompensas (R). Assim,
neste trabalho é adotada a estrutura apresentada
em Ottoni et al. (2015):

• Estados: Localidades que o caixeiro viajante
deve acessar.

• Ações: As ações representam a intenção de ir
para outro estado (localidade) no problema.

• Recompensas: Os reforços são as distân-
cias entre as localidades multiplicada por -1.
Assim, quanto maior a distância entre duas
localidades, mais negativa é a recompensa.

Dessa forma, o modelo adotado tem como objetivo
permitir ao caixeiro viajante (agente) aprender a
se deslocar pelas localidades (estados) otimizando
a escolha pelos próximos destinos (ações) na rota
(ambiente).

4 Experimentos Realizados

Os experimentos foram realizados no software
MATLAB R⃝ e compreenderam testes em cinco
instâncias da TSPLIB, conforme Tabela 1:

Tabela 1: Problemas da TSPLIB estudados.
Tipo Problema Cidades Solução

Conhecida
Simétrico berlin52 52 7542

brazil58 58 25395
kroA200 200 29368

Assimétrico ftv33 34 1286
ftv44 45 1613

Para cada problema do PCV abordado foram
realizadas simulações envolvendo um conjunto de

64 combinações dos parâmetros taxa de aprendi-
zado (α) e fator de desconto (γ). Os valores para
α e γ são:

• α: 0,01, 0,15, 0,30, 0,45, 0,60, 0,75, 0,90 e 0,99.

• γ: 0,01, 0,15, 0,30, 0,45, 0,60, 0,75, 0,90 e 0,99.

Além disso, cada combinação foi simulada em
cinco épocas (repetições) com 1000 episódios. Vale
ressaltar que, a resposta de um episódio é a distân-
cia total (custo) percorrida pelo caixeiro na rota
(Ottoni et al., 2015).

5 Modelagem Matemática

Neste trabalho, foram ajustados modelos matemá-
ticos de Superf́ıcie de Resposta de 2a ordem. Esses
modelos têm como objetivo representar a sensibi-
lidade aos parâmetros (α e γ) no desempenho do
AR na solução de cada instância do Problema do
Caixeiro Viajante estudada:

• 1o Modelo: berlin52.

• 2o Modelo: brazil58.

• 3o Modelo: kroA200.

• 4o Modelo: ftv33.

• 5o Modelo: ftv44.

Assim, a estrutura dos modelos propostos é
composta por três variáveis: y, α e γ. A variável
resposta (y) representa a média da distância per-
corrida pelo caixeiro na rota. Para cada uma das
cinco repetições de cada instância, foi calculada
uma média para cada combinação de α e γ. Além
disso, as variáveis independentes são V I1 = α e
V I2 = γ. Dessa forma, os modelos possuem o
formato da Equação 5:

y = β0 + β1α+ β2γ + β3α
2 + β4γ

2 + β5αγ. (5)

Para o ajuste dos modelos foi adotado o pa-
cote RSM do software estat́ıstico R (Lenth, 2009;
R Core Team, 2013).

6 Análise dos Resultados

Os resultados para o ajuste dos modelos de super-
f́ıcie de resposta são descritos em seguida. Além
disso, são apresentados alguns gráficos de contor-
nos e superf́ıcies de resposta. Também são apre-
sentados os pontos estacionários no fim desta se-
ção.
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6.1 Modelos Ajustados

Os modelos ajustados devem satisfazer algumas
medidas de adequação. Uma dessas análises visa
verificar se os reśıduos dos modelos estão distri-
búıdos normalmente (Hines et al., 2006). Defini-
se os reśıduos como ei = yi − ŷi, i = 1, 2, ..., n,
em que yi é uma observação e ŷi é o correspon-
dente valor estimado a partir do modelo de re-
gressão (Hines et al., 2006). Utilizou-se o teste de
Kolmogorov-Smirnov (KS) (Razali e Wah, 2011)
para a verificação dessa suposição. Os corres-
pondentes p-valores do teste KS para os mode-
los foram: p = 0,2491, p = 0,3649, p = 0,1943,
p = 0,3692 e p = 0,1803, confirmando a hipótese
de normalidade dos reśıduos.

Outros componentes de análise da adequação
de um modelo de superf́ıcie de resposta são: coefi-
ciente de determinação múltipla (R2) e coeficiente
de determinação múltipla ajustado (R2

a) (Myers
et al., 2009). Esses coeficientes, definidos entre 0
e 1, indicam o quanto da variabilidade é explicada
pelo modelo. Assim, se R2 e R2

a se aproximam
de 1, apontam um bom ajuste do modelo à amos-
tra (Hines et al., 2006). A Tabela 2 apresenta os
valores ajustados para R2 e R2

a.

Tabela 2: Coeficientes de determinação múltipla.
Modelo R2 R2

a

berlin52 0,9037 0,9022
brazil58 0,9080 0,9065
kroA200 0,8965 0,8948
ftv33 0,8872 0,8854
ftv44 0,8932 0,8915

A Tabela 3 apresenta os coeficientes ajusta-
dos para cada modelo em estudo. Os testes de
significância de coeficientes individuais para este
trabalho revelaram que, para os cincos modelos,
todos os coeficientes são altamente significantes
(p < 0,001).

6.2 Gráficos de Contornos e Superf́ıcies de Res-
posta

A metodologia de superf́ıcie de resposta fornece
duas ferramentas gráficas para análise: gráfico de
contornos e superf́ıcie de resposta (Myers et al.,
2009).

Neste trabalho, o gráfico de contornos apre-
senta em duas dimensões a relação entre a taxa de
aprendizado (α) e o fator de desconto (γ). Assim,
a partir de linhas de contorno é posśıvel identificar
regiões que se aproximam do mı́nimo ou máximo
da resposta. As Figuras 1 e 2 apresentam os gráfi-
cos de contornos para o 1o e 4o modelos, referentes
respectivamente as instâncias berlin52 e ftv33.

Já para a análise em três dimensões, a fer-
ramenta adotada é o gráfico de superf́ıcie de res-
posta. As Figuras 3 e 4 apresentam essa visualiza-

Tabela 3: Coeficientes para cada modelo.
Modelo Coef. β p

Intercepto 18656 < 2× 10−16

α -22730 < 2× 10−16

berlin52 γ -7097 1,9× 10−11

α2 14985 < 2× 10−16

γ2 14487 < 2× 10−16

αγ 6718 < 2× 10−16

Intercepto 68807 < 2× 10−16

α -85423 < 2× 10−16

brazil58 γ -30211 2,16× 10−13

α2 54619 < 2× 10−16

γ2 58197 < 2× 10−16

αγ 30530 < 2× 10−16

Intercepto 191276 < 2× 10−16

α -236975 < 2× 10−16

kroA200 γ -75721 1,07× 10−11

α2 147295 < 2× 10−16

γ2 147568 < 2× 10−16

αγ 62817 1,59× 10−14

Intercepto 3110 < 2× 10−16

α -3888 < 2× 10−16

ftv33 γ -1281 4,64× 10−14

α2 2658 < 2× 10−16

γ2 2278 < 2× 10−16

αγ 877 9,28× 10−13

Intercepto 4298 < 2× 10−16

α -5442 < 2× 10−16

ftv44 γ -1593 3,93× 10−11

α2 3550 < 2× 10−16

γ2 3079 < 2× 10−16

αγ 1401 3,29× 10−15
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Figura 1: Gráfico de contornos para o 1o modelo
(berlin52).

XXI Congresso Brasileiro de Automática - CBA2016 
UFES, Vitória - ES, 3 a 7 de outubro

ISSN 2525-8311 516



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Taxa de Aprendizado

Fa
to

r 
de

 D
es

co
nt

o

 1800 

 2000 

 2200 

 2400 

 2600 
 2800 

 3000 
 3200  3400 

Figura 2: Gráfico de contornos para o 4o modelo
(ftv33).

ção em superf́ıcie para os modelos 1 e 4. De forma
similiar ao gráfico de contornos, é posśıvel identifi-
car regiões de α e γ que se aproximam do mı́nimo
da variável resposta (distância percorrida).
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Figura 3: Superf́ıcie de reposta para o 1o modelo
(berlin52).

6.3 Pontos Estacionários

Na metodologia de superf́ıcie de resposta, a iden-
tificação dos pontos estacionários (mı́nimo ou má-
ximo) é interessante para verificar os valores que
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Figura 4: Superf́ıcie de reposta para o 4o modelo
(ftv33).

otimizam as resposta predita no modelo (Myers
et al., 2009). No Problema do Caixeiro Viajante,
o objetivo é minimizar a distância percorrida na
rota. Sendo assim, os pontos estacionários deseja-
dos nas superf́ıcies modeladas são os mı́nimos das
funções.

Neste trabalho, os pontos estacionários foram
obtidos a partir da análise canônica no software R
(Myers et al., 2009; Lenth, 2009), e são apresen-
tados na Tabela 4.

Tabela 4: Pontos estacionários.
Modelo α γ
berlin52 0,7420503 0,0729088
brazil58 0,7655741 0,0587433
kroA200 0,7853619 0,0894069
ftv33 0,7074018 0,1449799
ftv44 0,7490532 0,0882221

Em seguida, foi realizada uma nova fase de
experimentos para verificar o desempenho do AR
com a adoção do valores dos pontos estacionários
para os parâmetros α e γ. Assim, as combinações
foram simuladas em cinco repetições com 10000
episódios. A Tabela 5 apresenta os melhores re-
sultados encontrados para cada instância, com os
valores de taxa de aprendizado e fator de desconto
ajustados (pontos estacionários).

Além disso, foram realizados experimentos
adotando os parâmetros utilizados em outros tra-
balhos: α = 0,1 e γ = 0,3 (Gambardella e Do-
rigo, 1995; Bianchi et al., 2009), α = 0,9 e γ = 1
(Lima Júnior et al., 2010) e α = 0,99 e γ = 0,01
(Ottoni et al., 2015). Essas combinações também
foram simuladas em cinco repetições com 10000

XXI Congresso Brasileiro de Automática - CBA2016 
UFES, Vitória - ES, 3 a 7 de outubro

ISSN 2525-8311 517



episódios e os melhores resultados são apresenta-
dos na Tabela 5.

Os parâmetros ajustados pela RSM alcança-
ram os melhores resultados em três instâncias:
brazil58, ftv33 e ftv44.

Tabela 5: Melhor solução encontrada para cada
problema adotando os valores dos pontos estacio-
nários (PE) e parâmetros de outros trabalhos.

Prob. TSP D95 L10 O15 PE
berlin52 7542 9169 16441 8046 8048
brazil58 25395 28284 49156 27150 26685
kroA200 29368 38468 121879 33125 35311
ftv33 1286 1533 2245 1458 1381
ftv44 1613 2033 2692 1863 1812
Prob.: Problema. TSP: Solução conhecida da TSPLIB.
D95: solução com parâmetros de Gambardella e Dorigo

(1995).
L10: solução com parâmetros de Lima Júnior et al. (2010).

O15: solução com parâmetros de Ottoni et al. (2015).
PE: solução com parâmetros de pontos estacionários.

7 Conclusão

Os modelos de Superf́ıcie de Reposta ajusta-
dos permitem identificar como o desempenho do
Aprendizado por Reforço é influenciado pelos ńı-
veis dos parâmetros taxa de aprendizado e fator
de desconto. Isso é posśıvel graças ao conjunto de
ferramentas dispońıveis pela RSM. Os gráficos de
contornos e superf́ıcie de resposta oferecem um im-
portante aspecto visual quanto a sensibilidade do
AR aos valores de α e γ. Já a análise de pontos es-
tacionários permite inferir para cada modelo quais
os valores dos parâmetros otimizam a resposta.

Em trabalhos futuros, pretende-se aprimorar
os estudos de análise de sensibilidade dos parâme-
tros de AR na solução do Problema do Caixeiro
Viajante, aplicando a modelagem por Superf́ıcie
de Resposta para outros algoritmos, como o Q-
learning. Pretende-se também, investigar a sensi-
bilidade dos parâmetros do AR em outros proble-
mas de otimização combinatória e também outros
domı́nios tradicionais de aplicação do AR, como
robótica móvel e sistemas multiagentes.
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