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Abstract— A key feature of Model-based Predictive Control (MPC) is the capacity of handling contraints.
However, constraint violation may occur if the MPC formulation does not take into account uncertanties on the
plant model. A possible approach for the treatment of uncertanties consists of robust model-based predictive
control (RPMC) formulations based on the use of linear matrix inequalities (LMI). However, such formulations
were originally developed for the use of symmetric constraints only. This paper presents an improved RMPC
method for asymmetric contraints using pseudo-references determined as part of the optimization problem. A
case study involving a simulation model is presented for illustration.

Keywords— Model-based predictive control, linear matrix inequalities, robust control, asymmetric con-
straints.

Resumo— O controle preditivo baseado em modelo (MPC) se sobressai perante outras técnicas de controle
sobretudo pela capacidade para tratamento de restrições. Contudo, caso a formulação MPC não considere as
incertezas do modelo da planta, as restrições impostas poderão ser violadas. Para o tratamento de modelos com
incertezas, pode-se empregar formulações de controle preditivo robusto baseado em modelo (RPMC) que utilizam
desigualdades matriciais lineares (LMI). Tais formulações, no entanto, foram originalmente desenvolvidas apenas
para o caso de restrições simétricas. Este trabalho apresenta um método RPMC aprimorado para o tratamento
de restrições assimétricas de sáıda por meio de pseudo-referências determinadas como parte do problema de
otimização. Para fins de exemplo, apresenta-se um estudo de caso com um modelo de simulação.

Palavras-chave— Controle preditivo baseado em modelo, desigualdades matriciais lineares, controle robusto,
restrições assimétricas.

1 Introdução

O Controle Preditivo Baseado em Modelo (Model-
based Predictive Control, MPC) abrange um con-
junto de métodos que utilizam a solução de um
problema de otimização com horizonte móvel para
determinação das ações de controle a serem apli-
cadas à planta. O cálculo envolvido, e repetido
em cada peŕıodo de amostragem, emprega expli-
citamente o modelo da planta para vincular os
valores futuros dos estados e controles no funci-
onal de custo (Maciejowski, 2002). Um dos moti-
vos que tem tornado o MPC vastamente utilizado
em aplicações industriais é a sua capacidade de
incorporar restrições sobre os controles e estados
de uma maneira sistemática (Camacho and Bor-
dons, 1999), o que possibilita melhores rendimento
sobre o processo e maior segurança de operação
(Rossiter, 2003).

No entanto, caso haja descasamento entre o
modelo real e a representação nominal utilizada
na otimização, o desempenho esperado para o sis-
tema pode ficar degradado, eventualmente com
violação de restrições ou mesmo instabilidade.
Dessa forma, são necessárias novas tratativas ro-
bustas para o MPC (Robust Model-based Predic-
tive Control, RPMC) que levem em considerações
as incertezas do modelo na otimização.

Pioneiramente Kothare et al. (1996) apresen-

taram um RPMC com horizonte de predição infi-
nito empregando desigualdades matriciais lineares
(Linear Matrix Inequalities, LMIs) para o trata-
mento de incertezas de modelo, sujeito a restrições
simétricas sobre entradas e sáıdas da planta. Tal
metodologia possui garantias de factibilidade re-
cursiva e convergência assintótica robusta. Avan-
ços subsequentes à metodologia proposta apre-
sentaram formulações LMI menos conversadores
(Cuzzola et al., 2002), utilização de realimenta-
ção de sáıda (Wan and Kothare, 2008), extensão
a sistema não lineares (Wan and Kothare, 2003),
dentre outros aprimoramentos.

Tais formulações derivadas de (Kothare et al.,
1996), no entanto, foram desenvolvidas apenas
para o caso de restrições simétricas. Alguns tra-
balhos subsequentes propuseram métodos para o
tratamento de restrições assimétricas no âmbito
do RMPC (Yu et al., 2012; Dorofieiev et al., 2014).
No entanto, esses métodos acabam recorrendo a
uma simetrização conservadora das restrições de
sáıda, possibilitando a exploração da assimetria
apenas nas variáveis de controle.

Nesse contexto, (Matos et al., 2010) abor-
dou um tratamento heuŕıstico para assimetrias de
sáıda com o inconveniente de não garantir a facti-
bilidade recursiva. Tal problema foi contornado
em (Cavalca et al., 2011) com a proposição de
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um novo método que impõe o chaveamento pro-
gramado de pseudo-referências em sistemas SISO
(Single-Input Single-Output). Contudo, essa for-
mulação faz uso de algoritmos auxiliares para de-
terminação das pseudo-referências, aumentando a
complexidade do problema. Além disso, o proce-
dimento de chaveamento introduz oscilações inde-
sejadas no sinal de controle, que na prática pode-
riam provocar um maior desgaste dos atuadores.

Com base no exposto, o presente artigo apre-
senta um método RPMC aprimorado para o trata-
mento de restrições assimétricas de sáıda por meio
de pseudo-referências determinadas como parte do
problema de otimização. O artigo está estrutu-
rado da seguinte forma. A Seção 2 apresenta o
desenvolvimento da formulação RPMC adotada.
A Seção 3 aborda o algoritmo de rastreamento
de pseudo-referências pré-determinadas apresen-
tado em (Cavalca et al., 2011). A Seção 4 apre-
senta o novo método proposto para a otimização
de pseudo-referências durante a tarefa de controle.
A Seção 5 apresenta um exemplo ilustrativo e, fi-
nalmente, a Seção 6 traz as conclusões obtidas,
bem como sugestões para trabalhos futuros.

2 Controle Preditivo Robusto

Considere um sistema com dinâmica representada
por:

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k), (1)

em que x(k) ∈ Rn×1 é o vetor de estados, u(k) ∈
Rp×1 o vetor de entradas de controle e A ∈ Rn×n,
B ∈ Rn×p matrizes incertas. Assume-se que as
matrizes A e B pertencem a um politopo Ω o qual
tem seus vértices representados por (Ai, Bi), i =
1, 2, . . . , L, ou seja:

(A,B) =
L∑
i=1

λi(Ai, Bi), (2)

com λ1, λ2, . . ., λL escalares desconhecidos que
satisfazem a combinação convexa:

L∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0 (3)

Suponha que as variáveis de sáıda estejam relaci-
onadas com os estados de acordo com:

y(k) = Cx(k) (4)

sendo C ∈ Rq×n uma matriz conhecida. Assuma,
ainda, que as p variáveis de entrada e as q variáveis
de sáıda estejam restritas, conforme:

|ur(k)| ≤ ur,max, r = 1, 2, . . . , p, (5)

|yr(k)| ≤ yr,max, r = 1, 2, . . . , q, (6)

em que ur representa a r-ésima entrada de con-
trole, yr a r-ésima sáıda e ur,max, yr,max os res-
pectivos limitantes.

O problema no âmbito do RMPC consiste
na procura de uma lei de controle para (1) que
satisfaça (5) e (6) e minimize o valor de um
custo J∞(k) tomando a pior situação posśıvel para
quaisquer arranjos de matrizes (A,B) ∈ Ω, ou
seja:

min
û(k+j|k),j≥0

(
max

(A,B)∈Ω
J∞(k)

)
(7)

com J∞(k) definido por:

J∞(k) =
∞∑
j=0

‖x̂(k + j|k)‖2S + ‖û(k + j|k)‖2R (8)

onde S > 0 e R > 0 são matrizes de pesos positivo-
definidas e x̂(∗|k) e û(∗|k) denotam os valores fu-
turos preditos, a partir do instante k, para os ve-
tores x e u, respectivamente. Para este problema
de otimização com horizonte infinito é adotada a
parametrização û(k+ j|k) = Fkx̂(k+ j|k), em que
Fk ∈ Rp×n é uma matriz de ganho de realimen-
tação de estado ótima a ser determinada em cada
instante de amostragem k. Doravante é assumido
que o vetor de estados x(k) = x(k|k) possa ser
diretamente medido.

O problema (7) pode ser reformulado a partir
da minimização de um limitante superior γ para
J∞(k) (Kothare et al., 1996):

min
γ,Q>0,X,Y

γ (9)

sujeito ao seguinte conjunto de desigualdades ma-
triciais lineares: [

Q x(k)
? 1

]
≥ 0 (10)


Q 0 0 AiQ+BiY
? γI 0 S1/2Q
? ? γI R1/2Y
? ? ? Q

 ≥ 0,

i = 1, 2, . . . , L

(11)

[
X Y
? Q

]
≥ 0 (12)

Xr,r ≤ u2
r,max, r = 1, 2, . . . , p (13)[

Q (AiQ+BiY )TCTr
? y2

r,max

]
≥ 0,

r = 1, . . . , q, i = 1, 2, . . . , L

(14)

sendo L o número de vértices de Ω, Xr,r o ele-
mento da diagonal principal da r-ésima linha de
X e Cr a r-ésima linha da matriz C. Os śımbolos
? denotam elementos transpostos das respectivas
matrizes. Por brevidade de notação, o problema
(9) sujeito a (10), (11), (12), (13) e (14) será de-
notado por P(x(k)).

A cada instante de tempo k procura-se re-
solver P(x(k)) e aplica-se a entrada de controle
u(k) = Fkx(k) com Fk = Y Q−1, sendo Y ∈ Rp×n
e Q ∈ Rn×n encontradas pela otimização. Em
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caso de factibilidade em k = 0, garante-se factibi-
lidade recursiva pela aplicação de u(k), bem como
a convergência dos estados para a origem com o
atendimento das restrições (Kothare et al., 1996).

Se o problema envolve a condução do estado a
um ponto de equiĺıbrio xss 6= 0, pode-se empregar
uma mudança de variáveis da forma:

x̃(k) = x(k)− xss,
ũ(k) = u(k)− uss

(15)

sendo uss o valor do controle em regime estacioná-
rio (Kothare et al., 1996). Com isso determina-se
Fk a partir da solução de P(x̃(k)) e aplica-se o
seguinte controle ao sistema:

ũ(k) = Fk
(
x(k)− xss

)
+ uss (16)

3 Algoritmo de controle empregando
pseudo-referências

Caso existam assimetrias nas restrições, ou seja:{
ur,min ≤ ur(k) ≤ ur,max, r = 1, 2, . . . , p,
yr,min ≤ yr(k) ≤ yr,max, r = 1, 2, . . . , q,

(17)
pode-se adotar limitantes mais restritivos para
cada uma das entradas e sáıdas, impondo-se:{

|ur(k)| ≤ min(|ur,max|, |ur,min|),
|yr(k)| ≤ min(|yr,max|, |yr,min|),

(18)

para a r-ésima entrada e a r-ésima sáıda, respec-
tivamente.

No entanto, a imposição (18) limita ainda
mais a operação do sistema, perdendo tanto em
excursão das variáveis de controle bem como das
variáveis de sáıda. Este é, no entanto, o preço que
se paga pelo emprego desta formulação quando
existirem assimetrias nas restrições. Alternativa-
mente, (Cavalca et al., 2011) apresentou um mé-
todo para solução do problema com restrições as-
simetricas para uma sáıda y(k) escalar. O método
envolve o uso de dois algoritmos. O primeiro de-
les, o Algoritmo PR, determina um conjunto
de pseudo-referências yss,i. O segundo, o Algo-
ritmo CPR, realiza as transições entre as pseudo-
referências durante a tarefa de controle.

Considerando limitantes de sáıda ymax > 0,
ymin < 0, o método, doravante denominado por
CGY2011, será apresentado para o caso |ymax| <
|ymin|. O tratamento do caso |ymax| > |ymin| é si-
milar e encontra-se também descrito em (Cavalca
et al., 2011).

Supõe-se ainda que o conjunto Xss ⊂ Rn
de posśıveis pontos de equiĺıbrio para o estado
da planta tenha sido previamente determinado.
Considera-se que o sistema tenha dinâmica inte-
grativa (isto é, com uss = 0 em qualquer ponto
de equiĺıbrio xss) e que o controle esteja sujeito a
uma restrição simétrica da forma |u(k)| ≤ umax.

3.1. Algoritmo PR

Passo 1 Faça i = 1 e determine yss,0, xss,0 ∈ Xss,
ξ0 e ȳ0, tais que:

yss,0 =
ymax + y(0)

2
(19)

Cxss,0 = yss,0 (20)

ξ0 = x(0)− xss,0 (21)

ȳ0 = ymax − yss,0 (22)

Passo 2 Enquanto |yss,i−1| > ymax faça:

yss,i =
ymax + yss,i−1

2
(23)

Cxss,i = yss,i (24)

ξi = xss,i−1 − xss,i (25)

ȳi = ymax − yss,i (26)

i = i+ 1; (27)

com xss,i ∈ Xss.

Passo 3 Faça imax = i e yss,imax
= 0.

Passo 4 Resolva P(ξi) com o limitante ȳi em lugar
de ymax para i = 0, 1 . . . , imax e denote a solução
resultante por (γ̃i, Q̃i, Ỹi). �

3.2. Algoritmo CPR

Passo 1 Faça k = 0, i = 0 (inicialização).

Passo 2 Leia x(k).

Passo 3 Se i < imax faça:

x̃i+1(k) = x(k)− xss,i

e verifique se x̃Ti+1(k)(Q̃i+1)−1x̃i+1(k) < 1. Ape-
nas em caso positivo faça i = i + 1 e retorne ao
ińıcio do Passo 3.

Passo 4 Faça x̃i(k) = x(k) − xss,i. Resolva
P(x̃i(k)) com o limitante ȳi em lugar de ymax para
a obtenção de (γk, Qk, Yk).

Passo 5 Determine Fk = Yk(Qk)−1 e aplique
u(k) = Fkx̃i(k) à planta.

Passo 6 Espere pelo próximo instante de amos-
tragem, faça k = k + 1 e retorne ao Passo 2. �

Vale salientar que o uso deste método pode
infligir modos desnecessários de vibração nos atu-
adores, em consequência do chaveamento brusco
que ocorre entre as pseudo-referências. Tal pro-
blema ficará evidente ao se apresentar um exemplo
de aplicação na Seção 5.

4 Método proposto

Assim como em (Cavalca et al., 2011), considera-
se que o sistema tenha dinâmica integrativa, com
uss = 0 em qualquer ponto de equiĺıbrio xss.
Desse modo, no estado estacionário, a partir de
(1), tem-se xss = Axss. Portanto, xss deve satis-
fazer

(I −A)xss = 0n×1 (28)
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para qualquer A pertencente ao politopo de vér-
tices A1, A2, ..., AL, sendo 0n×1 o vetor nulo de n
componentes. Para isso, é suficiente impor que a
identidade (28) seja satisfeita nos vértices Ai, i =
1, 2, ..., L. Com efeito, se (I − Ai)xss = 0n×1,
i = 1, 2, . . . , L, então dados λ1, λ2, . . . , λL, satis-
fazendo (3), tem-se que:

(I −A)xss = (I −
L∑
i=1

λiAi)xss

=
L∑
i=1

λi(I −Ai)xss = 0n×1

(29)

Assim, será imposta a seguinte restrição sobre xss:
(I −A1)
(I −A2)

...
(I −AL)


︸ ︷︷ ︸
H ∈ R(nL)×n

xss = 0(nL)×1 (30)

Supõe-se que a matriz H tenha posto h < n,
de modo que a equação (28) admita uma infini-
dade de soluções, além da trivial (xss = 0). Tais
soluções podem ser parametrizadas na forma:

xss = Hz, z ∈ R(n−h)×1 (31)

sendo H uma matriz cujas colunas formam uma
base para o espaço nulo de H e z um vetor cujos
elementos ditam a combinação linear das colunas
de H.

Deseja-se que o estado x(k) seja conduzido a
xss enquanto xss também converge para a origem.
Agregar-se-á, então, um limitante superior ξ para
o quadrado da norma de xss impondo-se

xTssxss ≤ ξ (32)

que equivale, a partir de (31) e do complemento
de Schur (Boyd et al., 1994), a:[

I Hz
? ξ

]
≥ 0 (33)

Assume-se que a planta tenha uma entrada
(p = 1), com valor de equiĺıbrio nulo (uss = 0)
e restrição da forma |u(k)| ≤ umax. Considera-se
ainda que haja uma variável de sáıda y(k) com
limitantes assimétricos, isto é:

ymin ≤ y(k) ≤ ymax, (34)

onde ymin < 0, ymax > 0 e |ymin| 6= |ymax|. Fa-
zendo uso de uma pseudo-referência yss a se de-
terminar, define-se a variável:

ỹ(k) = y(k)− yss (35)

em que yss = Cxss com C ∈ R1×n. Assim, de
(34) e (35), deve-se ter:

ymin − yss ≤ ỹ(k) ≤ ymax − yss (36)

Figura 1: Regiões delimitadas pela parábola b =
a2 (em cinza escuro) e reta b = αa+ β (em cinza
claro, sobreposto ao cinza escuro).

A nova variável ỹ(k) estará restrita ao inter-
valo Π = [ymin−yss, ymax−yss] que não é necessa-
riamente simétrico, pois depende diretamente da
variável yss. Fazendo uso da formulação RPMC
apresentada na Seção 2 (Kothare et al., 1996), será
imposto um novo intervalo máximo de restrição si-
métrica sobre ỹ(k) da forma:

−a ≤ ỹ(k) ≤ a, com a > 0, (37)

ou seja, ỹ(k) ∈ Π̃ = [−a, a] com Π̃ ⊆ Π.
Caso o limitante superior a imposto em (37)

satisfaça as restrições:{
a ≤ yss − ymin
a ≤ ymax − yss

(38)

tem-se a garantia de que (36) também será aten-
dida. Na situação de igualdade dos intervalos Π̃ e
Π, obtém-se o máximo valor posśıvel para a:

amax =
ymax − ymin

2
(39)

Com a adoção do intervalo Π̃ para a sáıda,
modifica-se (14) para a seguinte forma:[

Q (AiQ+BiY )TCT )
? a2

]
≥ 0,

i = 1, 2, . . . , L

(40)

o que torna o problema não linear para a variável
a (a ser determinada). Para contornar tal difi-
culdade, propõe-se, como primeiro passo, a intro-
dução de uma variável adicional b e a imposição
de: [

Q (AiQ+BiY )TCT )
? b

]
≥ 0,

i = 1, 2, . . . , L e

(41)

b ≤ a2 (42)

em lugar de (40). Contudo, a restrição (42) ainda
envolve uma não linearidade sobre a e define uma
região Φ não convexa no plano a × b como ilus-
trado na Figura 1. Desse modo, como segundo
passo, propõe-se a aproximação de Φ por uma re-
gião convexa Ψ tal que Ψ ⊂ Φ. No presente traba-
lho, a região Ψ adotada foi aquela delimitada pela
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reta b = αa + β tangente à parábola b = a2 em
algum ponto de abscissa at, sendo 0 ≤ at ≤ amax.
Dessa forma, o intervalo de posśıveis valores para
a é dado por:

δ ≤ a ≤ amax (43)

em que δ = −β/α é o ponto de cruzamento entre
a reta b = αa + β e o eixo de abcissas na Figura
1.

Assim sendo, o problema de otimização com
restrições assimétricas para a sáıda passa a ser for-
mulado como:

min
γ,Q>0,X,Y,ξ,a,b,z

ξ + ργ, (44)

sujeito a: [
Q

(
x(k)−Hz

)
? 1

]
≥ 0 (45)


Q 0 0 AiQ+BiY
? γI 0 S1/2

? ? γI R1/2Y
? ? ? Q

 ≥ 0,

i = 1, 2, . . . , L.

(46)

[
X Y
? Q

]
≥ 0, com X ≤ u2

max (47)[
Q (AiQ+BiY )TCT

? b

]
≥ 0,

i = 1, 2, . . . , L

(48)

[
I Hz
? ξ

]
≥ 0 (49)

a ≤ −ymin + CHz (50)

a ≤ ymax − CHz (51)

b ≤ αa+ β (52)

−β
α
≤ a ≤ amax (53)

em que ρ > 0 é um peso associado a γ e α e β
são constante determinadas previamente a partir
do ponto de tangência da Figura 1. Para cada
k ≥ 0, resolve-se o problema (44), sujeito às LMIs
(45) a (53), determina-se Fk = Y Q−1 e aplica-se
o controle u(k) = Fk(x(k)−Hz) à planta.

Observação 1. Os parâmetros α e β da reta
b = αa + β e o ponto δ de interseção com o
eixo das abscissas podem ser determinados trivial-
mente pelas relações de tangência com a parábola
b = a2 em algum ponto at, de forma que: α = 2at

β = −a2
t

δ = at
2

(54)

Em prinćıpio, pode-se escolher qualquer at no in-
tervalo [0, amax] como ponto de tangência. Con-
vém, no entanto, escolher algum at de forma a

permitir que os novos posśıveis valores de a em
(43) contemplem também o caso do menor inter-
valo simétrico posśıvel dadas as restrições assimé-
tricas (34), ou seja:

min(ymax, |ymin|) ∈ [δ, amax] (55)

lembrando que δ = at/2 e amax = (ymax −
ymin)/2. Assim se procedendo, quando a sáıda
y(k) estiver próxima da origem, estará intŕınseco
na lógica do otimizador o caso mais restritivo para
a sáıda. Escolheu-se neste trabalho at da forma:

at = min(ymax, |ymin|) (56)

que garantidamente atende (55).

5 Exemplo de aplicação

Com a finalidade de ilustrar o uso do método pro-
posto, foi realizada uma simulação para um sis-
tema do tipo duplo integrador (Cavalca et al.,
2011) com as seguintes matrizes de modelo:

A =

[
1 T
0 1

]
, B =

[
T 2/2
T

]
κ,

C =
[
1 0, 2

]
,

(57)

em que T = 0,5s foi o tempo de amostragem consi-
derado e κ é um fator de ganho incerto no intervalo
0,9≤ κ ≤ 1,1. As restrições para o controle e sáıda
são tais que |u(k)| ≤ 5, ymin = −10 e ymax = 0,1.
Com esses limitantes para a sáıda determina-se
de (39) que amax = 5,05 e, de acordo com (56),
at = ymax = 0,1. Sendo assim, de (54), obtém-se
α = 0,2 e β = −0,01. O valor de peso no custo
(44) foi tomado como ρ = 10−4, sendo ainda ado-
tadas as seguintes matrizes de peso para os estados
e controle assim como em (Cavalca et al., 2011):

S =

[
100 0
0 0, 01

]
e R = 100. (58)

O resultado da simulação a partir de um estado
inicial x(0) = [−10, 0]T , com κ = 0,9, pode ser
visualizado nas Figuras 2 e 3.

Na Figura 2 observa-se qualitativamente uma
resposta mais rápida para a sáıda y(k) pelo mé-
todo aqui proposto, respeitando o limitante supe-
rior ymax. Com efeito, o tempo necessário para
que tal sáıda chegasse a 2% do valor inicial foi
de apenas 4s, bem abaixo dos 13,5s pelo método
CGY2011. Adicionalmente, como se pode obser-
var na Figura 3, o sinal de controle u(k) obtido
com o método CGY2011 exibe um padrão oscila-
tório, resultado do chaveamento entre as pseudo-
referências. Com o uso do método proposto as
alterações na pseudo-referência yss se dão de ma-
neira mais gradual, como mostra a Figura 4, o que
reduz a inserção de vibrações indesejadas no atu-
ador. Vale também observar que os valores de yss
obtidos durante o processo de otimização atingem
a origem por volta de 4s (próximo ao tempo em
que ocorre o primeiro chaveamento com o método
CGY2011).
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Figura 2: Variável de sáıda y. As linhas horizon-
tais indicam os limitantes impostos.

Figura 3: Variável de controle u. As linhas hori-
zontais indicam os limitantes impostos.
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Figura 4: Evolução da pseudo-referência.

6 Conclusões

Este trabalho apresentou um método aprimo-
rado para o tratamento de restrições assimétri-
cas de sáıda em controle preditivo robusto em-
pregando LMIs. Para esta finalidade, foi apre-
sentado um novo método para a determinação de
pseudo-referências durante o processo de otimi-
zação. Tal método se baseia apenas no uso de
LMIs, não recorrendo a algoritmos adicionais para
o cálculo do controle ótimo. Os resultados evi-
denciam que o método proposto proporciona res-
postas mais rápidas e controle menos oscilatório,
quando confrontado com uma proposta anterior
(Cavalca et al., 2011). Investigações futuras po-

derão centralizar esforços na extensão do método
para assimetrias também nas variáveis de controle.
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