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Abstract— A key feature of Model-based Predictive Control (MPC) is the capacity of handling contraints.
However, constraint violation may occur if the MPC formulation does not take into account uncertanties on the
plant model. A possible approach for the treatment of uncertanties consists of robust model-based predictive
control (RPMC) formulations based on the use of linear matrix inequalities (LMI). However, such formulations
were originally developed for the use of symmetric constraints only. This paper presents an improved RMPC
method for asymmetric contraints using pseudo-references determined as part of the optimization problem. A
case study involving a simulation model is presented for illustration.

Keywords— Model-based predictive control, linear matrix inequalities, robust control, asymmetric con-
straints.
Resumo— O controle preditivo baseado em modelo (MPC) se sobressai perante outras técnicas de controle

sobretudo pela capacidade para tratamento de restrigoes. Contudo, caso a formulagdo MPC néao considere as
incertezas do modelo da planta, as restrigoes impostas poderao ser violadas. Para o tratamento de modelos com
incertezas, pode-se empregar formulagdes de controle preditivo robusto baseado em modelo (RPMC) que utilizam
desigualdades matriciais lineares (LMI). Tais formulagdes, no entanto, foram originalmente desenvolvidas apenas
para o caso de restri¢cdes simétricas. Este trabalho apresenta um método RPMC aprimorado para o tratamento
de restrigoes assimétricas de saida por meio de pseudo-referéncias determinadas como parte do problema de

otimizagao. Para fins de exemplo, apresenta-se um estudo de caso com um modelo de simulagao.

Palavras-chave— Controle preditivo baseado em modelo, desigualdades matriciais lineares, controle robusto,

restrigcoes assimétricas.

1 Introducao

O Controle Preditivo Baseado em Modelo (Model-
based Predictive Control, MPC) abrange um con-
junto de métodos que utilizam a solu¢ao de um
problema de otimizacao com horizonte mével para
determinacao das agoes de controle a serem apli-
cadas a planta. O célculo envolvido, e repetido
em cada periodo de amostragem, emprega expli-
citamente o modelo da planta para vincular os
valores futuros dos estados e controles no funci-
onal de custo (Maciejowski, 2002). Um dos moti-
vos que tem tornado o MPC vastamente utilizado
em aplicacoes industriais é a sua capacidade de
incorporar restrigoes sobre os controles e estados
de uma maneira sistemdtica (Camacho and Bor-
dons, 1999), o que possibilita melhores rendimento
sobre o processo e maior seguranga de operagao
(Rossiter, 2003).

No entanto, caso haja descasamento entre o
modelo real e a representacao nominal utilizada
na otimizagao, o desempenho esperado para o sis-
tema pode ficar degradado, eventualmente com
violagao de restricoes ou mesmo instabilidade.
Dessa forma, sao necessarias novas tratativas ro-
bustas para o0 MPC (Robust Model-based Predic-
tive Control, RPMC) que levem em consideragoes
as incertezas do modelo na otimizacao.

Pioneiramente Kothare et al. (1996) apresen-

ISSN 2525-8311

taram um RPMC com horizonte de predicao infi-
nito empregando desigualdades matriciais lineares
(Linear Matriz Inequalities, LMIs) para o trata-
mento de incertezas de modelo, sujeito a restricoes
simétricas sobre entradas e saidas da planta. Tal
metodologia possui garantias de factibilidade re-
cursiva e convergéncia assintética robusta. Avan-
¢os subsequentes a metodologia proposta apre-
sentaram formulacoes LMI menos conversadores
(Cuzzola et al., 2002), utilizacdo de realimenta-
¢ao de saida (Wan and Kothare, 2008), extensao
a sistema nédo lineares (Wan and Kothare, 2003),
dentre outros aprimoramentos.

Tais formulagoes derivadas de (Kothare et al.,
1996), no entanto, foram desenvolvidas apenas
para o caso de restrigoes simétricas. Alguns tra-
balhos subsequentes propuseram métodos para o
tratamento de restricoes assimétricas no ambito
do RMPC (Yu et al., 2012; Dorofieiev et al., 2014).
No entanto, esses métodos acabam recorrendo a
uma simetrizacao conservadora das restricoes de
saida, possibilitando a exploragao da assimetria
apenas nas variaveis de controle.

Nesse contexto, (Matos et al., 2010) abor-
dou um tratamento heuristico para assimetrias de
saida com o inconveniente de nao garantir a facti-
bilidade recursiva. Tal problema foi contornado
em (Cavalca et al., 2011) com a proposi¢ao de
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um novo método que impde o chaveamento pro-
gramado de pseudo-referéncias em sistemas SISO
(Single-Input Single-Output). Contudo, essa for-
mulacao faz uso de algoritmos auxiliares para de-
terminacao das pseudo-referéncias, aumentando a
complexidade do problema. Além disso, o proce-
dimento de chaveamento introduz oscilagoes inde-
sejadas no sinal de controle, que na pratica pode-
riam provocar um maior desgaste dos atuadores.

Com base no exposto, o presente artigo apre-
senta um método RPMC aprimorado para o trata-
mento de restrigoes assimétricas de saida por meio
de pseudo-referéncias determinadas como parte do
problema de otimizacao. O artigo esta estrutu-
rado da seguinte forma. A Secgdo 2 apresenta o
desenvolvimento da formulacao RPMC adotada.
A Secado 3 aborda o algoritmo de rastreamento
de pseudo-referéncias pré-determinadas apresen-
tado em (Cavalca et al., 2011). A Segdo 4 apre-
senta o novo método proposto para a otimizagao
de pseudo-referéncias durante a tarefa de controle.
A Segdo 5 apresenta um exemplo ilustrativo e, fi-
nalmente, a Secao 6 traz as conclusoes obtidas,
bem como sugestoes para trabalhos futuros.

2 Controle Preditivo Robusto

Considere um sistema com dindmica representada
por:

w(k +1) = Az(k) + Bu(k), 1)

em que x(k) € R"*1 é o vetor de estados, u(k) €
RP*X! o vetor de entradas de controle e A € R"*",
B € R™ P matrizes incertas. Assume-se que as
matrizes A e B pertencem a um politopo €2 o qual
tem seus vértices representados por (A;, B;), i =
1,2,...,L, ou seja:

L
(A, B) =) \i(4;, By), (2)
i=1

com Ap, Ag, ..., Ar escalares desconhecidos que
satisfazem a combinacdo convexa:

L
Z/\z‘:L)\iEO (3)
i=1

Suponha que as varidveis de saida estejam relaci-
onadas com os estados de acordo com:

y(k) = Cx(k) (4)

sendo C' € R?7*™ uma matriz conhecida. Assuma,
ainda, que as p variaveis de entrada e as g varidveis

de saida estejam restritas, conforme:
lur(B)] < Uprmaz, T=1,2,...,D, (5)

|yr(k)‘ Syr,maza r= 1a27-~-aQ7 (6)

em que u, representa a r-ésima entrada de con-
trole, y, a r-ésima saida € Urmaz; Yr,maz OS r€S-
pectivos limitantes.
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O problema no ambito do RMPC consiste
na procura de uma lei de controle para (1) que
satisfaca (5) e (6) e minimize o valor de um
custo Jo (k) tomando a pior situagao possivel para
quaisquer arranjos de matrizes (A4, B) € Q, ou
seja:

min ( max Joo (k)) (7)

a(k+jlk),j=20 \ (A,B)eQ
com J (k) definido por:

oo

=Y l@(k + jIR)E + llatk + j1R)I% (8)

7=0

onde S > 0e R > 0 sao matrizes de pesos positivo-
definidas e Z(x|k) e @(*|k) denotam os valores fu-
turos preditos, a partir do instante k, para os ve-
tores x e u, respectivamente. Para este problema
de otimizacao com horizonte infinito é adotada a
parametrizagao 4(k + j|k) = Fyp&(k+j|k), em que
Fy, € RPX™ ¢ uma matriz de ganho de realimen-
tagao de estado 6tima a ser determinada em cada
instante de amostragem k. Doravante é assumido
que o vetor de estados z(k) = z(k|k) possa ser
diretamente medido.

O problema (7) pode ser reformulado a partir
da minimizacao de um limitante superior v para
Joo (k) (Kothare et al., 1996):

i 9
AL ©)

sujeito ao seguinte conjunto de desigualdades ma-
triciais lineares:

Q (k)

L 1] =0 (10)
Q 0 0 AQ+BY
* v 0 S12Q
*  x Al RY/?Y (11)
* Kk ok Q

i=1,2,...,L

XY

[* Q]zo (12)
Xr,réufmw r=12,...,p (13)

[Q (4:Q+ B; Y)TCT} -

* yT max

(14)

r=1,...,q, +1=1,2,... L

sendo L o nimero de vértices de 2, X, o ele-
mento da diagonal principal da r-ésima linha de
X e C, a r-ésima linha da matriz C. Os simbolos
* denotam elementos transpostos das respectivas
matrizes. Por brevidade de notagao, o problema
(9) sujeito a (10), (11), (12), (13) e (14) serd de-
notado por P(z(k)).

A cada instante de tempo k procura-se re-
solver P(z(k)) e aplica-se a entrada de controle
u(k) = Fia(k) com Fy, = YQ™!, sendo Y € RP*"
e Q € R™ ™ encontradas pela otimizacdo. Em
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caso de factibilidade em k = 0, garante-se factibi-
lidade recursiva pela aplicacao de u(k), bem como
a convergéncia dos estados para a origem com o
atendimento das restrigoes (Kothare et al., 1996).

Se o problema envolve a conducao do estado a
um ponto de equilibrio x4 # 0, pode-se empregar
uma mudanca de varidveis da formas:

IS
—~

Nl
S~—

Il

(k) — Tgs,

u(k) — uss (15)

s
—~

Sy
S~—

I

sendo ugs 0 valor do controle em regime estaciona-
rio (Kothare et al., 1996). Com isso determina-se
F}, a partir da solucdo de P(Z(k)) e aplica-se o
seguinte controle ao sistema:

(k) = Fip(2(k) — 2es) + tss (16)

3 Algoritmo de controle empregando
pseudo-referéncias

Caso existam assimetrias nas restrigoes, ou seja:

r=12,...,p,
r=12,...,q,
(17)
pode-se adotar limitantes mais restritivos para
cada uma das entradas e saidas, impondo-se:

Ur,min < Ur(k) < Ur mazx
Yr min § yr(k) g Yr.mazx,

(18)

|ur(k)| § min(|ur,mam|a |ur,min|)a
|yr(k)| S min(‘yr,maﬂa |yr,min|)a

para a r-ésima entrada e a r-ésima saida, respec-
tivamente.

No entanto, a imposigdo (18) limita ainda
mais a operacao do sistema, perdendo tanto em
excursao das varidveis de controle bem como das
variaveis de saida. Este é, no entanto, o preco que
se paga pelo emprego desta formulagao quando
existirem assimetrias nas restricoes. Alternativa-
mente, (Cavalca et al., 2011) apresentou um mé-
todo para solugao do problema com restrigoes as-
simetricas para uma saida y(k) escalar. O método
envolve o uso de dois algoritmos. O primeiro de-
les, o Algoritmo PR, determina um conjunto
de pseudo-referéncias y,,,;. O segundo, o Algo-
ritmo CPR, realiza as transicoes entre as pseudo-
referéncias durante a tarefa de controle.

Considerando limitantes de saida ¥y, > 0,
Ymin < 0, o método, doravante denominado por
CGY2011, serd apresentado para o ¢aso |yYmaz| <
|Ymin|- O tratamento do caso |Ymaz| > |Ymin| € si-
milar e encontra-se também descrito em (Cavalca
et al., 2011).

Supoe-se ainda que o conjunto Xgs C R”
de possiveis pontos de equilibrio para o estado
da planta tenha sido previamente determinado.
Considera-se que o sistema tenha dindmica inte-
grativa (isto é, com uss = 0 em qualquer ponto
de equilibrio x45) e que o controle esteja sujeito a
uma restrigao simétrica da forma |u(k)| < umaz-

ISSN 2525-8311

3.1. Algoritmo PR
Passo 1 Faga i = 1 e determine yqs,0, Tss,0 € Xss,
&o e 1o, tais que:
Yss,0 = ——(5
2
sts,O = VYss,0
50 = ZL‘(O) — Tss,0

Yo = Ymaz — Yss,0

Passo 2 Enquanto |Yss i—1| > Ymae faca:

_ Ymax + Yss,i—1

Yss,i = 2 ( )
sts,i = Yss,i ( )
fi = Tss,i—1 — Tss,i (25)

gi = Ymazx — Yss,i ( )
i=141; (27)

com Tgs; € Xgs.
Passo 3 Faca tmaz =1 € Yss iy, = 0-
Passo 4 Resolva P(§;) com o limitante g; em lugar

de Ymas para ¢ = 0,1... 4maz € denote a solucao
resultante por (%;,Q;,Y;). B

3.2. Algoritmo CPR
Passo 1 Faca k=0, i = 0 (inicializagdo).
Passo 2 Leia z(k).

Passo 8 Se i < imay faca:
Tip1(k) = x(k) — @55,

e verifique se 77, | (k)(Qis1) *@iy1(k) < 1. Ape-
nas em caso positivo faga ¢ = i + 1 e retorne ao
inicio do Passo 3.

Passo 4 Faca Z;,(k) = x(k) — xss;. Resolva
P(Z;(k)) com o limitante g; em lugar de y,,q. para
a obtencao de (v, Qg, Yz ).

Passo 5 Determine Fj, = Y3.(Qx)~! e aplique
u(k) = Fypz;(k) & planta.

Passo 6 Espere pelo préximo instante de amos-
tragem, faca k = k + 1 e retorne ao Passo 2. B

Vale salientar que o uso deste método pode
infligir modos desnecessarios de vibracao nos atu-
adores, em consequéncia do chaveamento brusco
que ocorre entre as pseudo-referéncias. Tal pro-
blema ficard evidente ao se apresentar um exemplo
de aplicag@ao na Secao 5.

4 Meétodo proposto

Assim como em (Cavalca et al., 2011), considera-
se que o sistema tenha dinamica integrativa, com
uss = 0 em qualquer ponto de equilibrio .
Desse modo, no estado estaciondrio, a partir de
(1), tem-se x5 = Axss. Portanto, xss deve satis-
fazer

(I - A)sts = 0n><1 (28)
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para qualquer A pertencente ao politopo de vér-
tices A1, Ao, ..., Ar, sendo 0,,%1 o vetor nulo de n
componentes. Para isso, é suficiente impor que a
identidade (28) seja satisfeita nos vértices A;,i =
1,2,...,L. Com efeito, se (I — A;)xss = Opx1,

i =1,2,...,L, entao dados A1, Ao,..., AL, satis-
fazendo (3), tem-se que:
L
(I = Az = (I XAz,
= (29)

L
= Z)\Z(I - Ai)xss =0,x1
=1

Assim, serd imposta a seguinte restrigao sobre x4,:

(I — Ay)
(I — Az)
Tss = 0(nL)><1 (30)

(I—-AL)
—_——
H € R(nL)Xn

Supoe-se que a matriz H tenha posto h < n,
de modo que a equagdo (28) admita uma infini-
dade de solugdes, além da trivial (zss = 0). Tais
solugoes podem ser parametrizadas na forma:

Tes = Hz, zeROMxI (31)

sendo ‘H uma matriz cujas colunas formam uma
base para o espaco nulo de H e z um vetor cujos
elementos ditam a combinacao linear das colunas
de H.

Deseja-se que o estado (k) seja conduzido a
Tss enquanto xss também converge para a origem.
Agregar-se-4, entao, um limitante superior £ para
o quadrado da norma de x; impondo-se

alrg <¢ (32)

que equivale, a partir de (31) e do complemento
de Schur (Boyd et al., 1994), a:

I Hz
P

Assume-se que a planta tenha uma entrada
(p = 1), com valor de equilibrio nulo (uss = 0)
e restricdo da forma |u(k)| < wmaes. Considera-se
ainda que haja uma varidvel de saida y(k) com
limitantes assimétricos, isto é:

Ymin S y(k) S Ymazs (34)

onde Ymin < 07 Ymaz > Oe |ymm| 7é ‘ymam|' Fa-
zendo uso de uma pseudo-referéncia yss a se de-
terminar, define-se a varidvel:

y(k) = y(k) = Yss (35)

em que yss = Cxys com C € RIX™,
(34) e (35), deve-se ter:

] >0 (33)

Assim, de

Ymin — Yss S g(k) S Ymax — Yss (36)
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b,
(g (regiao sob b = (1,2)
[Jw (regido sob b = aa + B)
b=aa+ B 4
b =a?
Ponto de tangéncia
b
a
) ag Amazx

Figura 1: Regides delimitadas pela pardbola b =
a? (em cinza escuro) e reta b = aa + 3 (em cinza
claro, sobreposto ao cinza escuro).

A nova varidvel g(k) estard restrita ao inter-
valo IT = [Yrmin—Yss, Ymaz — Yss] que nao é necessa-
riamente simétrico, pois depende diretamente da
variavel yss. Fazendo uso da formulacao RPMC
apresentada na Se¢ao 2 (Kothare et al., 1996), serd
imposto um novo intervalo méaximo de restrigao si-
métrica sobre §(k) da forma:

—a <g(k)<a, com a>0, (37)

ou seja, (k) € Il = [~a,a] com IT C II.
Caso o limitante superior a imposto em (37)
satisfaca as restrigoes:

a S Yss — Ymin
38
{ a S Ymax — Yss ( )

tem-se a garantia de que (36) também serd aten-
dida. Na situagao de igualdade dos intervalos II e
II, obtém-se o maximo valor possivel para a:

_ Ymaz — Ymin (39)

Umaz = D)

Com a adocao do intervalo IT para a saida,
modifica-se (14) para a seguinte forma:

Q (4Q+ BY)'cT)
2 >0,
* a (40)
i=12,.. . L

o que torna o problema nao linear para a varidvel
a (a ser determinada). Para contornar tal difi-
culdade, propoe-se, como primeiro passo, a intro-
ducao de uma varidvel adicional b e a imposi¢ao
de:

Q (AQ+B)Y)'CT)
* b - (41)

b<a? (42)

em lugar de (40). Contudo, a restrigdo (42) ainda
envolve uma nao linearidade sobre a e define uma
regiao ® nao convexa no plano a X b como ilus-
trado na Figura 1. Desse modo, como segundo
passo, propoe-se a aproximagao de ® por uma re-
giao convexa V¥ tal que ¥ C ®. No presente traba-
lho, a regiao ¥ adotada foi aquela delimitada pela
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reta b = aa + 8 tangente & pardbola b = a? em

algum ponto de abscissa a;, sendo 0 < a; < Gmaz-
Dessa forma, o intervalo de possiveis valores para
a é dado por:

0 <a< tmas (43)

em que § = —(/a é o ponto de cruzamento entre
areta b = aa + f e o eixo de abcissas na Figura
1.

Assim sendo, o problema de otimizagao com
restricoes assimétricas para a saida passa a ser for-
mulado como:

r@s0 ¥Rt T ()
sujeito a:
@ (I(k) B HZ) >0 (45)
* 1
Q 0 0 AQ+BY
* I 0 S1/2 >0
* kAl RY2y - (46)
* X % Q
i=1,2,....L
[X Y} >0, com X <u?,, (47)
Q
[Q (4:Q + BmTOT] -
* b =7 (48)
i=1,2,...,L
I Hz
L ¢ ] >0 (49)
a < Ymaz — CHz (51)
b<aa+p (52)
B
Cca<
G < a < Gmaz (53)

em que p > 0 é um peso associado a vy e a e
sao constante determinadas previamente a partir
do ponto de tangéncia da Figura 1. Para cada
k > 0, resolve-se o problema (44), sujeito as LMIs
(45) a (53), determina-se F, = YQ~! e aplica-se
o controle u(k) = Fy(x(k) — Hz) a planta.

Observagao 1. Os parametros o e [ da reta
b = aa + B e o ponto J de intersecao com o
eixo das abscissas podem ser determinados trivial-
mente pelas relagoes de tangéncia com a parabola

b = a? em algum ponto a;, de forma que:
o = 2a
B =—af (54)
0=%

Em principio, pode-se escolher qualquer a; no in-
tervalo [0, dmaz] como ponto de tangéncia. Con-
vém, no entanto, escolher algum a; de forma a
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permitir que os novos possiveis valores de a em
(43) contemplem também o caso do menor inter-
valo simétrico possivel dadas as restrigoes assimé-
tricas (34), ou seja:

min(ymara |ymzn|) € [57 amaz] (55)

lembrando que § = a;/2 € amar = (Ymaz —
Ymin)/2. Assim se procedendo, quando a saida
y(k) estiver préxima da origem, estard intrinseco
na légica do otimizador o caso mais restritivo para
a saida. Escolheu-se neste trabalho a; da forma:

ay = min(ymaxa |ym7,n|) (56>
que garantidamente atende (55).

5 Exemplo de aplicagao

Com a finalidade de ilustrar o uso do método pro-
posto, foi realizada uma simulacao para um sis-
tema do tipo duplo integrador (Cavalca et al.,
2011) com as seguintes matrizes de modelo:

1) a7

C=[1 0,2],

(57)

em que 1" = 0,5s foi o tempo de amostragem consi-
derado e k é um fator de ganho incerto no intervalo
0,9 < k <1,1. Asrestrigoes para o controle e saida
sao tais que |u(k)| <5, Ymin = —10 € Ymas = 0,1
Com esses limitantes para a saida determina-se
de (39) que Gmax = 5,05 e, de acordo com (56),
at = Ymaz = 0,1. Sendo assim, de (54), obtém-se
a=02e = -0,01. O valor de peso no custo
(44) foi tomado como p = 1074, sendo ainda ado-
tadas as seguintes matrizes de peso para os estados
e controle assim como em (Cavalca et al., 2011):

o[ 3]

0 0,01 R=100. (58)

O resultado da simulagao a partir de um estado
inicial z(0) = [-10,0]7, com x = 0,9, pode ser
visualizado nas Figuras 2 e 3.

Na Figura 2 observa-se qualitativamente uma
resposta mais rapida para a saida y(k) pelo mé-
todo aqui proposto, respeitando o limitante supe-
rior Ymae. Com efeito, o tempo necessario para
que tal saida chegasse a 2% do valor inicial foi
de apenas 4s, bem abaixo dos 13,5s pelo método
CGY2011. Adicionalmente, como se pode obser-
var na Figura 3, o sinal de controle u(k) obtido
com o método CGY2011 exibe um padrao oscila-
tério, resultado do chaveamento entre as pseudo-
referéncias. Com o uso do método proposto as
alteragoes na pseudo-referéncia yss se dao de ma-
neira mais gradual, como mostra a Figura 4, o que
reduz a insercao de vibragoes indesejadas no atu-
ador. Vale também observar que os valores de ¥
obtidos durante o processo de otimizacao atingem
a origem por volta de 4s (préximo ao tempo em
que ocorre o primeiro chaveamento com o método

CGY2011).
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oF : — -
Al _-17""_[—Meétodo Propostol]
- --CGY2011
—2r 1
-3r < 02 [limltante superior
= 4
> 0
3 -5
] -02
IR
-04
7
-06
-8 -0.8
_of 4 .
10 4 5 6 7 8 9
0 5 10 15 20
Tempo (s)

Figura 2: Varidvel de saida y. As linhas horizon-
tais indicam os limitantes impostos.
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Figura 3: Varidvel de controle u. As linhas hori-
zontais indicam os limitantes impostos.
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Figura 4: Evolucao da pseudo-referéncia.

6 Conclusoes

Este trabalho apresentou um método aprimo-
rado para o tratamento de restrigoes assimétri-
cas de saida em controle preditivo robusto em-
pregando LMIs. Para esta finalidade, foi apre-
sentado um novo método para a determinagao de
pseudo-referéncias durante o processo de otimi-
zagao. Tal método se baseia apenas no uso de
LMIs, nao recorrendo a algoritmos adicionais para
o cédlculo do controle 6timo. Os resultados evi-
denciam que o método proposto proporciona res-
postas mais rapidas e controle menos oscilatério,
quando confrontado com uma proposta anterior
(Cavalca et al., 2011). Investigagoes futuras po-

ISSN 2525-8311

derao centralizar esforcos na extensao do método
para assimetrias também nas varidveis de controle.
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