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Abstract— This paper deals with control design of an output feedback switching function for continuous-time
switched affine systems, assuring global asymptotic stability of a desired equilibrium point. More specifically, the
main purpose is to design a full order switched affine filter together with a switching function, assuring not only
stability, but also an H2 guaranteed performance. Regarding conservatism, the design conditions do not require
stability of any open-loop subsystem and are less conservative than other techniques available in the literature
to date. A numerical example illustrates the validity and the efficiency of the proposed theory.
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Resumo— Este artigo propoe o projeto de uma funcao de comutacio via realimentacio de saida para sistemas
afins com comutagdo a tempo continuo, assegurando estabilidade assintética global de um ponto de equilibrio
desejado. Mais especificamente, a ideia principal é realizar o projeto simultaneo de um filtro afim de ordem
completa e uma funcdo de comutagao, assegurando nao somente estabilidade, mas também um indice de desem-
penho Ha. No que diz respeito ao conservadorismo, as condi¢des de projeto ndao exigem estabilidade de nenhum
subsistema em malha aberta e sdo menos conservadoras do que outras técnicas existentes na literatura. Um

exemplo numérico ilustra a validade e a eficiéncia da teoria proposta.
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1 Introducao

Sistemas com comutagao sao compostos por
um numero finito de subsistemas e uma regra
de comutagao que orquestra o chaveamento en-
tre eles. Esta regra quando adequadamente pro-
jetada pode assegurar estabilidade mesmo no caso
em que todos os subsistemas sao instaveis ou, se
estritamente consistente, pode melhorar o desem-
penho global quando comparado aquele de cada
subsistema isolado, veja (Geromel et al., 2013).
Estas caracteristicas intrinsecas vém atraindo a
atencao da comunidade cientifica nas tultimas dé-
cadas principalmente devido ao grande interesse
para aplicacoes praticas em varias areas na en-
genharia. O livro (Liberzon, 2003) e o artigo
(Shorten et al., 2007) sdo referéncias bésicas sobre
o tema. Os sistemas afins com comutagdo repre-
sentam uma subclasse muito comum na area de
eletronica de poténcia, veja (Cardim et al., 2009),
(Corona et al., 2007) e (Deaecto et al., 2010). Eles
sao caracterizados por apresentar termos afins que
sao responsaveis pela existéncia de diversos pontos
de equilibrio no espago de estado. Logo, o projeto
de controle consiste em determinar uma regiao de
pontos de equilibrio atingiveis e projetar uma fun-
¢ao de comutacao capaz de guiar qualquer trajeté-
ria do sistema para o ponto de equilibrio desejado.
A literatura apresenta resultados importantes re-
lacionados ao projeto de controle via realimenta-
¢do de estado, como por exemplo,(Bolzern and
Spinelli, 2004), (Deaecto et al., 2010), (Deaecto
and Santos, 2015), (Hetel and Fridman, 2013) e
(Mainardi Jr. et al., 2012), que se baseiam na
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adocao de uma fungao de Lyapunov quadrética
enquanto que (Scharlau et al., 2014), (Trofino
et al., 2012) se baseiam em uma funcao de Lyapu-
nov do tipo méximo. Para o caso de realimenta-
¢ao de saida, existem poucos resultados na litera-
tura, como por exemplo, a referéncia (Yoshimura
et al., 2013) que propde uma solugdo baseada no
projeto de um observador de estado com comu-
tagdo e as referéncias recentes (Deaecto, 2015),
(Deaecto, 2016) que tratam o projeto de controle
Hoo, exclusivamente.

Este artigo generaliza o resultado disponivel
em (Deaecto, 2016) de forma a tratar o projeto de
controle Ho via realimentagao de saida de siste-
mas afins com comutacao. Mais especificamente,
nossa proposta se baseia no projeto simultaneo de
um filtro afim de ordem completa e uma fungao de
comutagao que além de estabilidade assegura um
indice de desempenho Hz. O procedimento aqui
adotado fornece condigbes necessarias e suficien-
tes para a existéncia de uma solugdo estruturada
para as desigualdades propostas em (Deaecto and
Santos, 2015) que trata do caso de controle via
realimentacgao de estado. Além disso, diferente de
(Yoshimura et al., 2013) as condigoes obtidas nao
exigem como condi¢ao necessaria que as matrizes
dos subsistemas sejam estaveis. A validade e a
eficiéncia da funcao de comutacao proposta ¢é ilus-
trada através de um exemplo numérico.

A notacgao adotada é usual. Para matrizes
ou vetores, o simbolo (') indica transposto. Para
uma matriz simétrica, o simbolo (e) denota cada
um de seus blocos simétricos. A matriz I,, denota
a matriz identidade de ordem n, mas por vezes,
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o indice n pode ser omitido. A combinagao con-
vexa de matrizes de mesma dimenséao {J,---,Jn}
¢ denotada por Jy = Z?’Zl AjJ; onde A pertence
ao simplex unitario A, composto por todos os ve-
tores nao-negativos A € RV tais que Z;\’:1 Aj=1.
A norma ao quadrado de uma trajetéria £(t) de-
finida para todo t > 0, denotada por ||¢]|3, é igual

a €3 = fy7¢ t)dt. O conjunto de todas as
trajetorias &(¢ ) com norma finita ||£[|3 < 0o é de-
notado por Ls. A Hermitiana de uma matriz
real M ¢ definida como He{M} = M + M’'. Uma
matriz quadrada é Hurwitz estavel se todos os
seus autovalores tiverem parte real negativa. Por
fim, o conjunto dos N primeiros inteiros positivos
{1,--+,N} é denotado por K.

2 Formulacao do problema

Considere o sistema afim com comutacao

z(t) = Asx(t)+ How(t)+bs, x(0) =1z, (1)
y(t) = Cra(t)+ Dow(t) (2)
z(t) = Eox(t) (3)

em que z(t) € R™ é o estado, w(t) =d(t)er € R™»
é a entrada externa do tipo impulsiva com ey
sendo a k-ésima coluna da matriz identidade Iy,
y(t) € R™ é a saida medida, z(t) € R™= é a saida
controlada e o(t) : t>0— K é a fun¢do de co-
mutagao que seleciona a cada instante de tempo
um dos N subsistemas disponiveis. Note que o
termo afim b, faz com que este sistema possua
varios pontos de equilibrio z. € R™*, compondo a
seguinte regiao no espaco de estado

Xe={rc €R™ 12, = —A by, Ay €M, NEA}
(4)
onde H é o conjunto de todas as matrizes Hurwitz
estaveis. Para um nimero relativamente pequeno
de subsistemas, este conjunto pode ser determi-
nado por busca linear com relagdo aos componen-
tes de A € A. Infelizmente, para um ntimero arbi-
trario de subsistemas, esta tarefa nao é facil pois
envolve a solu¢ao de um problema N P-dificil, veja
(Blondel and Tsitsiklis, 1997).
Considere também o seguinte indice de de-
sempenho Ha, definido para uma funcao de co-
mutacdo estabilizante arbitraria o(-) e dado por

Naw
AL (5)
k=1
sendo que a safda controlada z¥(t) = 2F — E . é
a resposta a entrada w(t) = d(t)eg. Para compre-
ender a definicado deste indice, suponha que a re-
gra de comutacao permaneca fixa o(t) =14, V¢ > 0.
Neste caso, o indice se iguala a norma H2 ao qua-
drado da funcao de transferéncia entre a entrada
externa w e a saida controlada z. do subsistema

£(t) A(t)+ Hyw(t) , £0)=0  (6)
ze(t) Ei&(t) (7)
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com ponto de equilibrio x, = fAi_lbi € Xe, que
foi obtido impondo o(t) =4 em (1)-(3) e fazendo a
mudanga de varidvel £(t) = x(t) — x.. Note que
para o caso geral, mesmo com uma regra o(t)
dada, este indice é extremamente dificil de cal-
cular.

Nosso objetivo é determinar uma fungao de
comutacao estabilizante o(y) : R™ — K que as-
segure um limitante superior adequado para o in-
dice de desempenho (5). Para isso, propomos um
filtro afim com comutacao de ordem completa

i(t) = Ag2(t) + Boy(t) + by, £(0) =z  (8)

em que & € R™ ¢é o estado do filtro e
(As, B, b;), Vi € K, sio matrizes de dimensdes
compativeis a ser determinadas. Conectando este
filtro ao sistema (1)-(3) e definindo o vetor de es-
tado aumentado §~: [(x—z¢) (2 —x)"]’, obtemos

ao: o€(t) + How(t) + 15, £(0) =0 (9)
Ze(t> - ( )

onde as matrizes indicadas sao dadas por

o Al 0 T Hi
&b@ dvmgm]

e

Adotando e~nt~a£) a funcao de Lyapunov qua-
dritica v(£) = £’ P€, serd mostrado na sequéncia
que a funcao de comutacao

a(§) Zarg?el%lé/(—@g-i- 2P1;) (12)

garante a estabilidade assintética global do ponto
de equilibrio z. € X, onde P >0 e ); sao matrizes
simétricas Vi € K a ser determinadas.

3 Estabilidade

Considere inicialmente o sistema mais simples

o) +15, E0)=&  (13)
=§(1) (14)
em que o estado € estd disponivel. O seguinte

lema apresenta condigoes de estabilidade para este
sistema e um custo garantido.

Lema 1 Considere o sistema (13)-(14) e sejam
re € Xe e seu vetor X € A associado dados. Se
ezistirem 0 < P € R2"= X2 ¢ matrizes simétricas
Q; € R2me X202 stisfazendo as condigdes

He{PA}+E/E;+Q; <0,icK  (15)
Qx>0, X =0 (16)

entdo a fungio de comutagdao do tipo minimo (12)
preserva a estabilidade assintdtica global do ponto
de equilibrio x. € X, e satisfaz o custo

lzl3 < & Péo (17)
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Prova: A prova vem do fato de que a derivada no

tempo de v(£) para uma trajetéria arbitrdria de
(13)-(14) é dada por
0€) = E(ALP+PA)E+2Pl,
_él (EN‘Z,—EU + QU) €+ 25/?20
min{—& Q;€ + 28" Pl;} — 2.z,
€K
< —EQNE+2 Pl 2z
< —zlz (18)

<
<

onde a primeira desigualdade vem de (15), a se-
gunda é consequéncia da funcdo de comutacgao
(12) e a dltima vem de (16). Integrando ambos
os lados de 0(§) < —zlz. de t =0 a t — oo, obte-
mos (17), j&4 que a estabilidade assintética de .

garante lim¢_, oo v(£(t)) = 0. O

Para o caso de realimentacao de saida, o Lema
1 ndo pode ser adotado uma vez que o estado x €
R"= importante para a implementacao da regra
de comutacao (12), ndo estd disponivel. Para este
caso, vamos considerar as matrizes Q; e P > 0 com
a seguinte estrutura

O

sendo ; € R™=*™= matrizes simétricas, 0 <Y €
Ng XN Y ng XN Ng XN

RM™zXnz ()<Y € R™*=X"z ¢ |V € R"= X" yma ma-

triz nao singular arbitraria. Além disso, se defi-

nirmos b;, ¢ € K, como sendo

bi=—V WY (Aize +b;) — (A + BiCi)ze  (20)

fazemos com que a primeira linha do vetor Pi;
seja nula. Assim, as matrizes (19) junto com (20)
fazem com que a fun¢ao (12) seja dada por

o(@)=argminé' Qi +2(V'-YVIY)l) (21)

com V; = A;xe.+b; e é: T — e, que é dependente
apenas da saida medida y € R™ através da va-
ridvel de estado do filtro & € R™. O teorema a
seguir generaliza o Lema 1 para tratar o caso de
controle via realimentacao de saida.

Teorema 1 Considere o sistema (13)-(14) e se-
jam xe € X € seu veéor AEA asisociado dados.
Existem matrizes A;, B; e vetores b;, i € K, satis-
fazendo as condigoes (15)-(16), para Q; e P >0
com a estrutura (19), se e somente se existirem
matrizes simétricas Z,Y e Q;, e matrizes L; para
as quais as desiqualdades matriciais lineares
He{ZA;} +EiE;+Q; <0, ie K  (22)
He{YAi + LZ'CZ'} + E{E@ <0,iekK (23)
Y>Z>0, Q\x>0, Ayze+by=0 (24)
sao satisfeitas. Além disso, a fun¢do de comutagdo
do tipo minimo

o(#) = argmind’ (—Qié £ 27(Aie + bi)) (25)
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e o filtro com comutagdo de ordem completa (8)
com matrizes

i=(Y = Z) (Y Ai+LiCi+ E;Ei+ A} Z) (26)
= (Y -2)"L; (27)
i=—(Y = Z) " ((E{Ei + AjZ)xe — Yb;) (28)

[w20 UU> D>>

garantem a estabilidade assintotica global do ponto
de equilibrio desejado x. € X, e satisfazem o custo
garantido

lzell3 < (w0 — @)Y (wo — we) (29)

Prova: Considere as matrizes P > 0 e Q; partici-
onadas como indicado em (19) e

e e

Calculando IV PT, temos que P > 0 se e somente
se Y >7Z=X"1>0. Ademais, simples mani-
pulacdes algébricas permitem concluir que para
matrizes (Z,Y,U) dadas satisfazendo ¥V > Z =
X~1>0e U regular é sempre possivel determinar
(X,Y,V) tais que P > 0. De fato elas sao dadas
por V=>I-YX) U, X=U(X-Y ) WWe
Y =U"Y(XYX —X)U'~'. Multiplicando as desi-
gualdades (15) pela direita por T' e pela esquerda
por sua transposta, obtemos

Wiy, o .
<0,7€eK 31
{‘1’211' ‘1’221} ' (31)

onde Wyj; = H{A; X} + XEEX + UQ;U,
o1, =YAX+VBCX+VAU + A+ E/E;X e
Wog; =He{Y A; + VEiCi} + E/E;. Podemos notar
que estas desigualdades sao factiveis se e somente
se (22) e (23) forem satisfeitas. De fato, isto pode
ser verificado fazendo Q; = X "UQ,;U’X !, ado-
tando B; = V1L, A; como apresentado na equa-
¢ao (26) que anula os elementos matriciais W1, e,
sem perda de generalidade, U = X = Z~1. Além
disso, da estrutura apresentada em (19), fica claro
que Q,\Z()esomentese Q,\ZOGE,\zoseeso—
mente se z. € X, que é uma consequéncia imedi-
ata de (19) junto com (20) as quais fornecem

R I VIR NI

Como j4 mencionado, o termo b; em (20) foi esco-
lhido de forma a anular a primeira linha de P/¢; e
foi importante para obter (25). Levando em conta
que U = X temos Y=-V=Y-Zo que nos for-
nece as matrizes de espago de estado (26)-(28) e
a funcdo de comutacdo do tipo minimo (25). Por
fim, o custo garantido vem de

lzell3 < &Pé
< (20— )Y (w0 — ), V0 # Te (33)

concluindo, assim, a prova. m|
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Note que as desigualdades (22) juntamente
com @y > 0 requerem que Ay seja Hurwitz es-
tavel como uma condicdo necessaria. Além disso,
como as matrizes Q;, Vi € K, ndo possuem sinal
definido, nenhuma propriedade de estabilidade é
imposta as matrizes dos subsistemas A;, i € K,
consideradas isoladamente. Por outro lado, as de-
sigualdades (23) exigem a existéncia de ganhos
K; =Y 'L, tais que as matrizes A; + K;C; sejam
quadraticamente estaveis para todo i € K. Entre-
tanto, esta exigéncia é amenizada pois os ganhos
K; sao dependentes de indice.

A referéncia (Yoshimura et al., 2013) trata do
mesmo problema e propoe uma fungao de comu-
tagdo globalmente assintoticamente estabilizante
baseada no projeto de um observador para siste-
mas afins com comutacgdo. As condigoes de es-
tabilidade sao baseadas na existéncia de matrizes
Y >0e L;, Vi €K, satisfazendo as desigualdades
matriciais lineares

He{YAl +LiCi} ° .
L:C; ALY YA, <0,ieK (34)
as quais foram expressas utilizando a mesma nota-
¢ao definida neste artigo. Certamente, estas con-
digoes sao mais conservadoras do que o resultado
aqui obtido, ja que exigem que as matrizes A; jun-
tamente com as de malha fechada A; + K;C; sejam
quadraticamente estaveis para todo i € K.

4 Projeto de controle Ho

Como ¢é usual na literatura, veja (Geromel
et al., 2008), o sistema afim com comutacao
(9)-(10) perturbado por uma entrada impulsiva
w(t) = (t)ey, pode ser reescrito de maneira equiva-
lente por (13)-(14) com £(0) = EU(O)ek. Tomando
este fato em conta, o teorema a seguir mantém
verdadeiras as condi¢des do Teorema 1 e fornece
um limitante superior adequado para o indice de
desempenho Hz definido em (5).

Teorema 2 Considere o sistema (9)-(10) e se-
jam xz. € X e seu vetor associado \ € A dados.
Se existirem matrizes simétricas Z, Y, Q;, W; e
matrizes L; para todo i € K satisfazendo as con-
digoes (22)-(24) e

W; o o
Z H; 7 e
YH;,+L;D; Z Y

>0, ieK (35)

entdo a fungio de comutagio do tipo minimo (25)
em conjunto com o filtro de ordem completa (8)
com matrizes (26)-(28) garantem a estabilidade
assintotica global do ponto de equilibrio x. € X
e satisfazem o sequinte custo garantido Ho

Ja(o) < IiIéi]IIgTr(Wi> (36)
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Prova: Devido a validade do Teorema 1, as
condigbes (22)-(24) garantem que (15)-(16) com
(A;, B;,b;) dados em (26)-(28) sdo satisfeitas.

Além disso, de (17) com £(0) = Hg )¢k, temos

JQ(O’) < Z ekﬁé(o)Pﬁa(O)ek = Tr(gé(o)pHU(O))
k=1

Logo, fazendo Ja(0) < min;ex Tr(W;) com W; >
H{PHl; e aplicando o Complemento de Schur em
W; > H!PH;, obtemos

Wi L]
Usando a identidade H/PT = [H! H!Y +D|B/V"]
com B; dado por (27), multiplicando as desigual-
dades (37) pela direita por diag{I,I'}, pela es-
querda por sua transposta, e o resultado obtido
ambos os lados por diag{I,X 1, I} com X1 =27,
obtemos (35), concluindo, assim, a prova. ]

Note que o Teorema 2 indica que devemos
considerar em £(0) = f[a(o)ek o valor o(0) = i*
sendo o indice 6timo resultante da otimizacao
(36). Se desejarmos deixar o custo garantido Ha
independente de o(0) tornando-o, portanto, ar-
bitrario devemos substituir a matriz W; por W
nas condic¢oes do teorema. O Corolario 1 a seguir
apresenta uma maneira alternativa para resolver
as condic¢oes do Teorema 2.

Corolario 1 Considere o sistema (9)-(10) e se-
jam xe € X e seu vetor associado A\ € A dados.
As condicoes do Teorema 2 sao satisfeitas se exis-
tirem matrizes Y > Zx >0 com

oo

a:/ eMNEIEieMtdt, ie K (38)
0

e matrizes L;,W;, i € K, satisfazendo (23) e as

desigualdades

Wi ° °
H; Z;l °
YH;+L;D; 1 Y

>0,icK  (39)

Entdo a fung¢io de comutagdo do tipo minimo (25)
com as matrizes

—Q; = He{ZAAi} + EZ(Ei, 1eK (40)

em conjunto com o filtro de ordem completa (8)
definido pelas matrizes (26)-(28), considerando
Z no lugar de Z, garantem a estabilidade as-
sintotica global do ponto de equilibrio desejado
Te € Xe € satisfazem o custo garantido Ho da
equagio (36).

Prova: Escrevendo as desigualdades (22) como
He{ZA;} + E/E; +Q; = —S para S > 0 arbitrario
e considerando @y =~ 0, o que é sempre possivel
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Figura 1: Trajetérias do sistema e do filtro

pois Ay é Hurwitz estdvel, obtemos He{Z A} +
Yiex M E; = =S < 0. Além disso, subtraindo
ambas as desigualdades com S > 0, temos

Qi =He{Z(Ax—Ai)}+| D _ N EjE; - E{E;
jeK
(41)
Note que qualquer solugao Z > 0 é tal que

© !
Z:/ eAnt <Z)\iE§Ei+S> et > 7,
0

i€K

com Z;, i € K, dada em (38). Consequentemente,
Z/\_1 > Z71>0, e a melhor escolha de Z > 0 em
(35) deve ser arbitrariamente préxima de Zy, o
que nos leva a (39) e ao custo garantido (36).
Além disso, como Zy é a solugao da equacao de
Lyapunov He{ZyA\} + >, cg M E; =0, de (41)
obtemos (40) concluindo, assim, a prova. O

Este corolario mostra que, apés escolher x, €
Xe e Mze), a matriz Z) pode ser calculada se-
paradamente. O seu valor é entao fornecido para
satisfazer as desigualdades Y > Z,, (23) e (39).
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5 Exemplo numérico

Este exemplo consiste no sistema afim (1)-(3)
definido pelas matrizes

0 1 00 0 1 0 0
0 0 10 0 0 1 0
=10 0 o120 0 0 1
1 -1 —40 1 -2 -1 -2

0 1 0 0

0 0 1 0

A4s=19 o0 0 1

1 -1 -2 —1

b1=[1001],be=[-1011],03=[0 —12 0],
H =[1001),Hy=[0 —101), H3=[001 1],
01102103:[1 00 0], D1:D2:D3:1 €
F1 = Fy = F3 = 14. Note que os trés subsistemas
sao instaveis. Escolhemos o ponto de equilibrio
e =[1.95 —0.30 0.30 —0.80] € X, associado a
A =10.5 0.2 0.3) para o qual Ay é Hurwitz es-
tavel. Resolvemos as condigbes do Teorema 2 e
obtivemos como resultado o(0) =i* =2, o custo
garantido Ja2(0) < 516.5825 e as matrizes

672.2097 —506.1961
—506.1961 490.4543 —175.1645 98.6727

162.4495 —71.2121

Y= 162.4495 —175.1645 108.9369 —33.6891
—71.2121  98.6727 —33.6891 35.4981
3.2151  4.6453  2.7968 1.2500
g 4.6453 12.6446 7.5168 4.2877
2.7968 7.5168 11.1690 2.8631
1.2500 4.2877  2.8631 4.8045

1=[—22754.8760 757.0773 —145.1060 201.4687]
L5H=[—491.9788 285.1671 —11.0774 46.6223]
L5=[—22229.1776 96.0064 75.5787 —34.2719)

1.5000  2.3226 3.2179  2.0077
~2.3226 —1.7151 4.5726 —3.9623
Q1= 39179 45726 6.8715 3.7612
2.0077 —3.9623 3.7612 —6.7263

1.5000  3.5726  —0.5321  4.5077

| 35726 6.8603 —5.4274  9.4176
@Q2=|_(5391 54274 —10.3073 —4.9260
45077  9.4176  —4.9260 12.4916
—3.5000 —6.2528 —5.0084 —6.3513

| —6.2528 —1.7151 —4.0028  0.3254
Q3= | _50084 —4.0028 —4.5810 —2.9846
—6.3513  0.3254 —2.9846  2.8827

importantes para a sintese do filtro /L—, BZ-, Ei,
i €{1,2,3} e a implementacao da regra de comu-
tagdo (25). Os valores numéricos apresentados fo-
ram arredondados na quarta casa decimal. A Fi-
gura 1 apresenta as trajetérias do sistema & e do
filtro é que, como esperado, evoluem para a ori-
gem, indicando que os estados x e & evoluem para
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o ponto de equilibrio desejado. A frequéncia de
comutagdo é bastante elevada apds t > 1.437 [s] o
que indica a ocorréncia de modos deslizantes esta-
veis. Este exemplo mostra a validade e a eficiéncia
da funcao de comutagao proposta.

6 Conclusao

Neste artigo, propusemos uma func¢ao de co-
mutagao dependente somente da saida medida que
foi projetada em conjunto com um filtro dindmico
de ordem completa de forma a assegurar nao so-
mente estabilidade, mas também, um custo ga-
rantido Ho. A validade e a eficiéncia da fungao
de comutacao proposta foi verificada através de
um exemplo numérico que consistiu de um sis-
tema afim de quarta ordem com comutagao com-
posto por trés subsistemas instaveis. Verificamos
que a funcao de comutacao projetada é eficiente
mesmo diante da ocorréncia de modos deslizantes.
Um ponto importante a ser pesquisado no futuro é
obter condi¢oes de estabilidade considerando uma
frequéncia de comutagio limitada.
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