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Abstract— The aim of this paper is to design digital controllers that stabilize a polytopic continuous-time system by employing
the digital redesign technique. In this method, starting from a continuous-time controller previously computed, it is possible to
determine an equivalent discrete-time controller that stabilizes the hybrid system and optimizes some performance criterion related
with the difference between the trajectories of the closed-loop continuous-time system and the hybrid system. In this paper, a bound
to theH2 norm of a system representing the dynamics of the difference (error) between the state trajectories of the continuous-time
and the discrete-time plant is minimized. The design conditions are formulated in terms of linear matrix inequalities based on poly-
nomially parameter-dependent decision variables and a scalar parameter search. Numerical examples illustrate the applicability
and the advantages of the proposed methodology when compared with other conditions from the literature.

Keywords— Digital Redesign,H2 Norm, Polytopic Uncertainty, Linear Matrix Inequalities, Sampled-data Systems.

Resumo— O objetivo deste artigo é o projeto de controladores discretos que estabilizem um sistema politópico a tempo contínuo
utilizando a técnica de reprojeto digital. Nesse método, a partir de um controlador previamente projetado em tempo contínuo, é
possível determinar um equivalente discreto que estabiliza o sistema híbrido otimizando algum critério de desempenho com o
intuito de tornar a diferença entre as trajetórias dos sistemas híbrido e contínuo em malha fechada tão pequena quanto possível.
Neste trabalho, um limitante para a normaH2 de um sistema que representa a dinâmica da diferença (erro) entre as trajetórias das
plantas contínua e discreta é minimizado. As condições de projeto são formuladas em termos de desigualdades matriciais lineares
baseadas em variáveis de decisão polinomialmente dependentes das incertezas e na busca em um parâmetro escalar. Exemplos
numéricos ilustram a aplicabilidade dos métodos e demonstram as vantagens quando comparados a outras condições da literatura.

Palavras-chave— Reprojeto Digital, NormaH2, Incerteza Politópica, Desigualdades Matriciais Lineares, Sistemas Amostra-
dos.

1 Introdução

Devido ao avanço da tecnologia digital, o con-
trole de sistemas dinâmicos via rede vem se tornando
cada vez mais comum em aplicações práticas. Como
as plantas controladas usualmente são contínuas no
tempo, a determinação de controladores com imple-
mentação discreta (digital), capazes de estabilizar o
sistema original, pode ser uma tarefa desafiadora.
Nesse contexto surge a técnica de reprojeto digital
(do inglês,digital redesign) (Chang et al., 2002; Lee
et al., 2004; Lee et al., 2006). Nessa técnica, dado
um controlador estabilizante a tempo contínuo previa-
mente projetado, computa-se um controlador a tempo
discreto que garante a estabilidade do conjunto híbrido
(planta contínua e controlador) ao mesmo tempo em
que minimiza-se um critério de desempenho associ-
ado à diferença (erro) entre as trajetórias das variáveis
de estado das representações contínua e discreta.

Enquanto os primeiros trabalhos de reprojeto di-
gital (Shieh et al., 1992; Tsai et al., 1993) assumem
que a estabilidade do sistema resultante é alcançada
devido à proximidade das trajetórias das variáveis de
estado, implicando na verificação da estabilidadea
posteriori via simulação, as pesquisas mais recen-
tes (Chang et al., 2002; Lee et al., 2006; Maccari Jr.
et al., 2013; Braga et al., 2015) empregam simultane-
amente um critério de análise de estabilidade e uma

condição de reprojeto digital associada à minimiza-
ção da norma do erro entre as variáveis de estado.
Existem ainda outras extensões da técnica, como o
reprojeto digital inteligente (Lee et al., 2004; Sung
et al., 2010; Koo et al., 2011; Koo et al., 2013; Koo
et al., 2016) que seguem o mesmo princípio de conver-
são de controladores analógicos em equivalentes digi-
tais com o intuito de alcançar a correspondência en-
tre as trajetórias das variáveis de estado, mas que tra-
tam especificamente de modelos nebulosos de Takagi-
Sugeno (Tanaka e Wang, 2001). Finalmente, motiva-
dos pelo fato de que a maioria dos métodos mencio-
nados anteriormente opta pela minimização da norma
da distância entre as representações contínua e dis-
creta das matrizes de espaço de estados, em Lee et al.
(2015), os autores propõem uma maneira alternativa
de reduzir a diferença entre as trajetórias contínua e
discreta. Sendo assim, primeiramente é construído um
sinal de erro associado a uma dinâmica, que pode ser
interpretada como um mapeamento de uma entrada
dada pelo vetor de variáveis de estado amostradoxd(k)
para uma saída dada pelo erroe(k) entre as variáveis
de estado em tempo contínuoxc(k) e discretoxd(k),
de forma que a correspondência entre as variáveis de
estado pode ser obtida pela minimização da norma
H∞ da função de transferência do sistema dinâmico
de erro.

Particularmente, quando a descrição do sistema
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contínuo envolve a presença de incertezas associadas
aos processos físicos, o projeto de controladores di-
gitais é dificultado pois o processo de discretização
envolve o cálculo das exponenciais de matrizes incer-
tas. Levando em conta essa dificuldade e seguindo as
propostas de soluções fornecidas em Lee et al. (2015)
e Braga et al. (2015), o objetivo deste artigo é com-
putar controladores discretos que estabilizem sistemas
lineares contínuos afetados por incertezas politópicas
empregando a técnica de reprojeto digital via minimi-
zação da normaH2 do sistema dinâmico de erro. Para
isso, primeiramente utiliza-se um método de discreti-
zação baseado na expansão por séries de Taylor (Braga
et al., 2013; Braga et al., 2014; Braga et al., 2015).
Em seguida, resolvem-se, por meio de algoritmos efi-
cientes de programação convexa, condições baseadas
em desigualdades matriciais lineares (do inglêsLinear
Matrix Inequalities– LMIs) com variáveis de decisão
dependentes de parâmetros e busca em um escalar. As
condições de projeto envolvem basicamente a estabi-
lidade do sistema híbrido em malha fechada e a mi-
nimização da normaH2 do sistema dinâmico do erro
entre as trajetórias. O problema tratado neste traba-
lho é mais abrangente que o apresentado em Lee et al.
(2015) pois considera o controle digital de sistemas
lineares politópicos. Além disso, para valores fixos
do parâmetro escalar (introduzido para aumentar a li-
berdade na busca por uma solução factível) o proce-
dimento de solução é convexo, não sendo necessário
resolver um problema não linear, tal qual no algoritmo
proposto em Lee et al. (2015, Remark 3). Experimen-
tos numéricos são apresentados para ilustrar a aplica-
bilidade do procedimento proposto.

2 Formulação do Problema

Considere o sistema linear contínuo e invariante
no tempo

ẋc(t) = E(α)xc(t)+F(α)uc(t) (1)

em quexc(t) ∈ R
nx e uc(t) ∈ R

nu representam, res-
pectivamente, o vetor de estados e a lei de controle
em tempo contínuo. As matrizesE(α) ∈ R

nx×nx e
F(α)∈R

nx×nu são politópicas, ou seja, são dadas pela
combinação convexa deN vértices conhecidos

(E,F)(α) =
N

∑
i=1

αi(Ei ,Fi) (2)

em que o vetor de parâmetros invariantes no tempo
α = (α1, . . . ,αN) pertence ao simplex unitário

ΛN =
{

ζ ∈R
N :

N

∑
i=1

ζi = 1, ζi ≥ 0, i = 1, . . . ,N
}

. (3)

A lei de controle por realimentação de estado é des-
crita por

uc(t) = Kcxc(t) (4)

em queKc representa o controlador em tempo contí-
nuo que estabiliza robustamente o sistema (1) produ-
zindo a seguinte dinâmica em malha fechada

ẋc(t) = (E(α)+F(α)Kc)xc(t). (5)

Discretizando (5), obtém-se

xc(k+1) = Am f(α)xc(k) (6)

em que

Am f(α) = e
(

E(α)+F(α)Kc

)

T , (7)

T é o período de amostragem exc(k) é a representação
em tempo discreto dexc(t) comt = kT.1

Por outro lado, uma representação amostrada
de (1) utilizando um segurador de ordem zero (ZOH,
do inglêsZero-Order Hold) pode ser descrita por

xd(k+1) = A(α)xd(k)+B(α)ud(k) (8)

com

A(α) = eE(α)T , B(α) =

(

∫ T

0
eE(α)sds

)

F(α) (9)

e a lei de controle em tempo discreto

ud(k) = Kdxd(k), (10)

produzindo o seguinte sistema discreto em malha fe-
chada

xd(k+1) = (A(α)+B(α)Kd)xd(k). (11)

Tendo essas definições como base, pode-se enun-
ciar o problema de reprojeto digital (Chang et al.,
2002).

Problema 1 (Reprojeto digital) Dada uma lei de
controle por realimentação de estado contínua no
tempouc(t) = Kcxc(t) tal que o sistema em malha fe-
chada (5) seja assintoticamente estável, projete uma
lei de controle amostrada por realimentação de es-
tado (10) tal que

• a estabilidade em malha fechada por realimenta-
ção de estado do sistema discreto no tempo (11)
seja assegurada;

• as trajetórias das variáveis de estado do sistema
discreto em malha fechada (11) sejam tão pró-
ximas quanto for possível das trajetórias do sis-
tema contínuo em malha fechada (5) nos instan-
test = kT.

Para atingir os objetivos estabelecidos anterior-
mente, a forma mais comum é minimizar a norma eu-
clidiana da diferença entre as variáveis de estado con-
tínuas e discretas (Chang et al., 2002; Lee et al., 2004).
Porém, neste trabalho, a proposta é minimizar a norma
H2 associada ae(k) = xd(k)− xc(k), com e(k) pos-
suindo a seguinte dinâmica

e(k+1) = xd(k+1)− xc(k+1)

= (A(α)+B(α)Kd)xd(k)−Am f(α)xc(k)

+Am f(α)xd(k)−Am f(α)xd(k)

= Am f(α)e(k)

+
(

A(α)+B(α)Kd −Am f(α)
)

xd(k),

1Porsimplicidade de notação, o instantekT é representado por
k.
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ou

xe(k+1) = Ae(α)xe(k)+Be(α)we(k)

ze(k) =Cexe(k)
(12)

com xe(k) = e(k), we(k) = xd(k), Ae(α) = Am f(α),
Be(α) = A(α)+B(α)Kd −Am f(α) eCe = I .

Primeiramente, para computar um limitante supe-
rior para a normaH2 do sistema representado em (12),
é necessário solucionar o problema de tratar exponen-
ciais de matrizes incertas presentes nas expressões (7)
e (9). Uma alternativa computacionalmente viável é
apresentada em Braga et al. (2013), Braga et al. (2014)
e Braga et al. (2015), na qual é utilizado um procedi-
mento baseado na expansão em série de Taylor de um
grau arbitrárioℓ, conforme descrito a seguir

Am f(α) = Aℓ
m f(α)+∆Aℓ

m f(α),

A(α) = Aℓ(α)+∆Aℓ(α),

B(α) = Bℓ(α)+∆Bℓ(α),

(13)

com

Aℓ
m f(α) =

ℓ

∑
j=0

(E(α)+F(α)Kc)
j

j!
T j , (14)

Aℓ(α) =
ℓ

∑
j=0

E(α) j

j!
T j , (15)

Bℓ(α) =
ℓ

∑
j=1

E(α) j−1

j!
T jF(α), (16)

e

∆Aℓ
m f(α) = e(E(α)+F(α)Kc)T −Aℓ

m f(α), (17)

∆Aℓ(α) = eE(α)T −Aℓ(α), (18)

∆Bℓ(α) =





T
∫

0

eE(α)sds



F(α)−Bℓ(α), (19)

em que∆Aℓ
m f(α), ∆Aℓ(α) e ∆Bℓ(α) são os resíduos

da expansão em série de Taylor de ordemℓ. Seguindo
as notação e definições apresentados em Braga et al.
(2013), (15) e (16) podem ser reescritas como

Aℓ(α), ∑
k∈K (ℓ)

αkAk, Bℓ(α), ∑
k∈K (ℓ)

αkBk (20)

com os respectivos coeficientes matriciais

Ak =
ℓ

∑
j=0

T j

j! ∑
k̂∈K (ℓ− j)

k�k̂

∑
p∈R(k−k̂)

(ℓ− j)!

k̂!
Ep, (21)

Bk =
ℓ

∑
j=1

T j

j! ∑
k̂∈K (ℓ− j)

k�k̂

∑
i∈{1,...,N}

ki−k̂i≻0

∑
p∈R(k−k̂−ei)

(ℓ− j)!

k̂!
EpFi. (22)

Finalmente, a expressão para a versão discreta da ma-
triz de malha fechada dada por (14) pode ser compu-
tada por (21) substituindo-seAk e Ep respectivamente
por Am fk e Ep+FpKc. Adicionalmente, é necessário

impor limitantes superiores para os termos que apare-
cem em (13),∆Aℓ

m f(α) , ∆Aℓ(α) e ∆Bℓ(α), ou seja,
calcular

δAm f= sup
α∈ΛN

∥

∥

∥∆Aℓ
m f(α)

∥

∥

∥, δA= sup
α∈ΛN

‖∆Aℓ(α)‖,

δB= sup
α∈ΛN

‖∆Bℓ(α)‖,
(23)

realizando-se, por exemplo, uma busca em uma ma-
lha fina de valores deα ∈ ΛN como descrito em Braga
et al. (2014). Note que, uma vez que esse procedi-
mento aumenta o custo computacional apenas na fase
de projeto (off-line), é possível que uma malha de va-
lores tão granulosa quanto se queira seja usada para
computar (23).

Na prova das condições LMIs propostas na Se-
ção 3 é empregado o seguinte lema (Boyd et al., 1994).

Lema 1 Dado um escalarλ > 0 e matrizes M e N de
dimensões compatíveis, então MN+N′M′ ≤ λMM′+
λ−1N′N.

3 Principais Resultados

Nesta seção são apresentados os resultados teóri-
cos deste trabalho, cujas principais contribuições in-
cluem: apresentar novas condições LMIs de repro-
jeto digital para o cômputo de controladores discretos
que estabilizem um sistema politópico contínuo amos-
trado; associar o projeto do controlador discreto à mi-
nimização da normaH2 do sistema (12) em termos de
LMIs com funções de Lyapunov dependentes de pa-
râmetros e variáveis de folga; ilustrar por experimen-
tos numéricos que escolhas adequadas dos parâmetros
de entrada dos teoremas propostos podem levar a sis-
temas discretos em malha fechada com trajetórias de
variáveis de estado mais próximas das produzidas pelo
sistema contínuo em malha fechada. As condições
LMIs propostas utilizam funções de Lyapunov poli-
nomialmente dependentes de parâmetros, variáveis de
folga e um parâmetro escalar pertencente a um inter-
valo limitado que pode representar um grau extra de
liberdade na busca por uma solução factível.

No teorema seguinte, condições LMIs para a sín-
tese de um controlador discreto via reprojeto digital
associado à minimização da normaH2 do sistema
erro (12) são apresentadas.

Teorema 1 Se existirem matrizes simétricas definidas
positivas W(α) ∈ R

nx×nx, P(α) ∈ R
nx×nx e uma ma-

triz X(α) ∈ R
nx×nx polinomiais de grau g∈ N, ma-

trizes constantes G∈ R
nx×nx e Z∈ R

nu×nx, escalares
positivosλA1, λB1, λA2, λB2 e λAm f e um dado parâ-
metro escalarξ ∈ (−1,1), tais que as LMIs




















(

Θ
−W(α)

)

⋆ ⋆ ⋆




G′Aℓ(α)′

+Z′Bℓ(α)′

−ξ G









W(α)
−G
−G′



 ⋆ ⋆

ξ Z Z −λB1I ⋆
ξ G G 0 −λA1I





















< 0,

(24)
Tr (P(α))< µ2, (25)
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















Ψ11 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
0 Ψ22 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Ψ31 Ψ32 Ψ33 ⋆ ⋆ ⋆
X(α) −G 0 Ψ44 ⋆ ⋆

0 G 0 0 −λA2I ⋆
0 Z 0 0 0 −λB2I

















< 0,

(26)
comΘ =

(

λA1δ 2
A +λB1δ 2

B

)

I + ξ (Aℓ(α)G+Bℓ(α)Z)
+ ξ (Aℓ(α)G+Bℓ(α)Z)′ ,

Ψ11 = P(α)−X(α)−X(α)′,

Ψ22 = I −G−G′, Ψ31 = Aℓ
m f(α)X(α),

Ψ32 = Aℓ(α)G+Bℓ(α)Z−Aℓ
m f(α)G,

Ψ33 =−P(α)+
(

λAm fδ 2
Am f +λA2δ 2

A +λB2δ 2
B

)

I ,

Ψ44 =−λAm fI ,

sejam verificadas para todoα ∈ ΛN,então Kd = ZG−1

é um ganho discreto robusto por realimentação de es-
tado que estabiliza o sistema(8) e µ é um custo ga-
rantido para a normaH2 do sistema erro(12)que re-
presenta a diferença entre as variáveis de estado do
sistema discreto controlado(11) e as trajetórias do
sistema contínuo amostrado em malha fechada(6).

Observação 1Em (26), Aℓ
m f(α), Aℓ(α) e Bℓ(α),

com grau de aproximação de série de Taylorℓ ∈ N,
são computadas empregando os coeficientesAm fk, Ak
e Bk e os resíduosδA, δB e δAm f são dados por (23).

Prova: A prova de (24) segue os mesmos passos da
prova do Teorema 1 de Braga et al. (2013), garantindo
que o sistema discreto em malha fechada (11) é assin-
toticamente estável. Por outro lado, (25) pode ser re-
escrita comoTr (CeP(α)C′

e)< µ2 uma vez queCe= I ,
recuperando a condição do traço no cômputo da norma
H2 (de Oliveira et al., 2002) para o sistema erro (12).
Adicionalmente, sabendo que∆Bℓ(α)∆Bℓ(α)′ ≤ δ 2

BI ,
∆Aℓ(α)∆Aℓ(α)′ ≤ δ 2

AI , ∆Aℓ
m f(α)∆Aℓ

m f(α)′ ≤ δ 2
Am fI e

utilizando o Lema 1 na seguinte ordem com as esco-
lhasλ = λB2,

M′ =
[

0 0 ∆Bℓ(α)′ 0 0
]

, N = [0 Z 0 0 0] ,

depoisλ = λA2,

M′ =
[

0 0 ∆Aℓ(α)′ 0
]

, N =
[

0 G 0 0
]

,

e finalmenteλ = λAm f,

M′ =
[

0 0 ∆Aℓ
m f(α)′

]

, N =
[

X(α) −G 0
]

,

e, em seguida, aplicando o complemento de Schur,
observa-se que se (26) for verificada, então




P(α)−X(α)−X(α)′ ⋆ ⋆
0 I −G−G′ ⋆

Ae(α)X(α) BeG −P(α)



< 0

(27)
também é assegurada. Pré e pós multiplicando (27)
respectivamente por

[

Ae Be I
]

e sua transposta,
recupera-se a condição do gramiano de controlabili-
dade

Ae(α)P(α)Ae(α)′−P(α)+Be(α)Be(α)′ < 0. (28)

Por conseguinte, ao minimizar a variávelµ sujeita às
restrições (25) e (26), o custo garantidoH2 do sis-
tema (12) também é minimizado. 2

4 Exemplos Ilustrativos

Para demonstrar as vantagens da abordagem pro-
posta em relação às demais técnicas existentes na lite-
ratura, primeiramente as condições apresentadas neste
texto são adaptadas para tratar o caso precisamente co-
nhecido (quando o sistema contínuo original não é afe-
tado por incertezas) e comparadas a outras condições
de reprojeto digital existentes. Em seguida, é investi-
gado um exemplo incerto. Todas as rotinas foram im-
plementadas em Matlab, versão 7.10 (R2010a) usando
Yalmip (Löfberg, 2004) e SeDuMi (Sturm, 1999), em
um computador AMD Phenon (TM) II X6 1090T
(3.2GHz), 4GB RAM e os controladores apresentados
foram truncados com 4 casas decimais.

Exemplo 1 Considere o sistema precisamente co-
nhecido linear, invariante e contínuo no tempo apre-
sentado em Lee et al. (2015). O período de amostra-
gem éT = 0.3 s e a condição inicial empregada nas
simulações éxc(0) = xd(0) =

[

2 −3 −1 1
]′. O

objetivo deste exemplo é sintetizar um ganho discreto
estabilizante via reprojeto digital e comparar as traje-
tórias das variáveis de estado em tempo discreto e em
tempo contínuo produzidas pelos sistemas em malha
fechada com ganhos computados por diferentes abor-
dagens da literatura, incluindo a técnica proposta neste
texto. Sendo assim, primeiramente computa-se um ga-
nho de realimentação de estado em tempo contínuoKc
por algum método disponível na literatura, por exem-
plo, o Lema 1 de Oliveira et al. (2011), obtendo-se
Kc =

[

3.2072 5.0202 63.8913 12.0550
]

.
Usando o método de reprojeto digital apresen-

tado em Chang et al. (2002), baseado em um cri-
tério de estabilidade quadrática e na minimização
da norma euclidiana da diferença entre as trajetórias
de estado discreto e contínuo, obtém-seKd(CPLJ) =
[

0.3273 0.6340 30.2190 7.0104
]

. Em seguida,
projeta-se um controlador pelo método proposto
em Braga et al. (2015), que utiliza condições LMIs
baseadas em variáveis de decisão dependentes de pa-
râmetros associadas com busca em um parâmetro es-
calar ξ ∈ (−1,1). Para este exemplo em particu-
lar, a busca no parâmetro escalar não produziu altera-
ções significativas e o ganho computado paraξ = 0 é
Kd(BMTOP) =

[

0.4151 0.8106 28.0458 6.6690
]

.
O terceiro controlador foi obtido pelo procedimento
sistemático fornecido por Lee et al. (2015, Remark 3).
Nessa técnica, fixa-se o coeficiente de amortecimento
da função de Lyapunov emα = 1, realiza-se um pro-
cedimento de bisseção para encontrar o mínimo va-
lor de γ = γ∗ que é um limitante superior para a
norma H∞ do sistema erro e, em seguida, fixa-se
γ = γ∗ e encontra-se por bisseção o mínimo valor de
α = α∗ para o qual as LMIs propostas são factíveis.
Seguindo os passos descritos anteriormente, obtém-
se Kd(LJK) =

[

0.8516 1.4818 33.7996 7.6864
]

para γ∗ = 4.2343 eα∗ = 0.75. Finalmente, adap-
tando o método proposto para sintetizar um contro-
lador discreto para um sistema precisamente conhe-
cido, ou seja, a discretização das matrizes por meio
de (7) e (9) é exata e, portantoδAm f, δA e δB são
nulos, obtém-se um custo garantido para a norma
H2 do sistema erro (12) deµ = 3.3963 e o ga-
nhoKd(T1) =

[

0.7685 1.3522 32.6673 7.4818
]

,
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pela aplicação do Teorema 1 comξ = 0 (a variação do
parâmetro escalar não modifica os custos garantidos
para o caso precisamente conhecido).

Para efeito de comparação, as trajetórias do es-
tadox1 do sistema contínuo em malha fechada e dos
sistemas discretos usando os ganhos computados são
apresentadas na Figura 1. Observa-se que embora seja
mais direto minimizar a norma euclidiana da distân-
cia entre as trajetórias contínua e discreta, os melhores
resultados foram obtidos com a otimização de crité-
rios de desempenho associados ao sistema erro (12).
Outra informação relevante é o fato de que diferente-
mente do método em Lee et al. (2015), as condições
fornecidas neste texto são LMIs para um dado parâ-
metroξ e o valor do limitante superiorµ para o custo
garantido pode ser obtido resolvendo-se um problema
de otimização sem a necessidade de empregar algum
algoritmo iterativo ou procedimento de bisseção.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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0

1

2

 

 

xc1

xd1(LJK)

xd1(CPLJ)
xd1(BMTOP)
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x c
1
(t
)

t

Figura 1: Estadox1 do sistema contínuo em malha fe-
chada usando o ganhoKc (linha contínua em azul),
e do sistema discreto em malha fechada com os ga-
nhos Kd(CPLJ) (círculo vermelho),Kd(BMTOP) (aste-
risco), Kd(LJK) (ponto rosa) eKd(T1) (tracejado) para
o Exemplo 1, considerandox0 = [2 −3 −1 1]′ e um
período de amostragemT = 0.3 s.

Exemplo 2 Considere um sistema mecânico que
consiste em duas massas (m1 = 1 kg e m2 = 15 kg)
acopladas por uma mola com constante elásticak2 ∈
[40, 60] N/m e um amortecedor (b = 1.8 Ns/m), a
primeira massa também está conectada à parede por
outra mola (k1 = 100 N/m). O objetivo é controlar
a velocidade e aceleração das massas exercendo uma
força sobre a massam1. Como a constante elásticak2
pertence a um intervalo conhecido, o sistema pode ser
representado por um politopo de dois vértices

Ei =









0 0 1 0
0 0 0 1

−(k1+k2i)/m1 k2i/m1 −b/m1 b/m1
k2i/m2 −k2i/m2 b/m2 −b/m2









,

Fi =
[

0 0 1/m1 0
]′
, i = 1,2.

Primeiramente, computa-se o ganho em tempo contí-
nuoKc =

[

96.2665 −1.9950 −3.7209 −11.5712
]

utilizando-se o Lema 1 de Oliveira et al. (2011). Em

seguida, para o reprojeto digital considerou-se um pe-
ríodo de amostragem deT = 0.1 s e as condições LMIs
do Teorema 1 foram empregadas comξ = 0, diferen-
tes grausg de dependência dos parâmetros e coefici-
entes matriciais resultantes de expansões da série de
Taylor de grauℓ= 5,6,7, resultando em diferentes ga-
nhos discretos. Tais ganhos proveem estratégias de
controle que resultam em sistemas híbridos em malha
fechada, compostos pelo sistema contínuo e o contro-
lador discreto usando um ZOH, cujos custos garanti-
dos da normaH2 associados ao sistema erro entre as
trajetórias são apresentados na Tabela 1. Observe que
tanto o aumento do graug das variáveis de decisão
quanto do grauℓ da série de Taylor, associado a repre-
sentações mais precisas do sistema politópico contí-
nuo em tempo discreto, permitem produzir resultados
menos conservadores no que se refere aos custos ga-
rantidosµ . Adicionalmente, a Figura 2 apresenta um
gráfico deµ versusξ empregando o Teorema 1 com
g = 1 e ℓ = 5 para mostrar que escolhas apropriadas
do parâmetro escalarξ podem produzir ganhos asso-
ciados a menores custos garantidosH2 para o sistema
erro (12).

Tabela 1: Custos garantidos (µ) para a normaH2 do
sistema (12) obtidos com o Teorema 1 paraξ = 0,
diferentes grausg de dependência dos parâmetros e
grausℓ de expansão de série de Taylor.

ℓ 5 6 7

g 0 1 0 1 0 1

µ 26.82 6.62 0.91 0.77 0.39 0.33

−0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
5

10

15

20

ξ

µ

Figura 2: Custos garantidosH2 (µ) para o sistema
erro (12) obtidos com o Teorema 1 paraℓ = 5, g = 1
e diferentes valores deξ ∈ (−1,1) para o Exemplo 2
com período de amostragemT = 0.1 s.

5 Conclusões

Foram propostas novas condições LMIs para re-
projeto digital de sistemas lineares incertos baseadas
em variáveis de decisão dependentes de parâmetros e
busca em um parâmetro escalar. Diferentemente de
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outros métodos da literatura que recorrem à minimi-
zação da norma euclidiana da distância entre as traje-
tórias das variáveis de estado em malha fechada em
tempo contínuo e discreto, a proposta deste trabalho
foi minimizar a normaH2 de um sistema aumentado
representando o erro entre as trajetórias contínua e dis-
creta. Os exemplos numéricos mostraram que a téc-
nica apresentada pode ser menos conservadora tanto
no caso incerto quanto no caso precisamente conhe-
cido. No caso de sistemas incertos, observou-se que
uma representação polinomial mais precisa do sistema
em tempo discreto, ou seja, maiores grausℓ de expan-
são em série de Taylor, aliada à flexibilidade propor-
cionada pelo aumento dos grausg de dependência dos
parâmetros incertos e a escolha do parâmetro escalar,
permitem obter resultados menos conservadores pro-
duzindo respostas transitórias mais próximas das tra-
jetórias do sistema contínuo original.
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