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Abstract— This paper proposes a state feedback switching function for switched affine systems in the discrete-
time domain, assuring global practical stability of a desired equilibrium point, which belongs to a predefined set.
The control design takes into account the volume minimization of an ellipsoidal convergence region, containing the
equilibrium point of interest to where the system state trajectories are asymptotically attracted. This problem is
described as the minimization of a nonlinear, although convex, objective function subject to convex contraints for
which is applied the Frank-Wolfe algorithm, well known in the literature of nonlinear optimization. The conditions
are well adapted to deal with sampled-data control systems with uncertain sampling periods. Numerical examples
validate the theoretical results and are used for comparison with a recent technique available in the literature.

Keywords— Switched affine systems, state-feedback control, discrete-time domain, sampled-data control.

Resumo— Este artigo propõe uma função de comutação dependente do estado para sistemas afins com comu-
tação a tempo discreto, assegurando estabilidade prática global de um ponto de equiĺıbrio desejado, pertencente
a um conjunto pré-definido. O projeto de controle leva em conta a minimização do volume de uma região de
convergência elipsoidal, contendo o ponto de equiĺıbrio de interesse, para onde as trajetórias do estado são assin-
toticamente atráıdas. Este problema é descrito como a minimização de uma função objetivo não-linear, embora
convexa, sujeita a restrições convexas para a qual é aplicado o algoritmo de Frank-Wolfe, já conhecido na lite-
ratura de otimização não-linear. As condições são bem adaptadas para tratar sistemas de controle com dados
amostrados, considerando o peŕıodo de amostragem incerto. Exemplos numéricos validam os resultados teóricos
e são usados para comparação com uma técnica recente dispońıvel na literatura.

Palavras-chave— Sistemas afins com comutação, controle via realimentação de estado, domı́nio do tempo
discreto, controle com dados amostrados.

1 Introdução

Sistemas com comutação são compostos por
um conjunto de subsistemas e uma regra que
rege a comutação entre eles. Esta regra quando
adequadamente projetada pode assegurar estabi-
lidade, mesmo no caso em que todos os subsiste-
mas são instáveis, ou melhorar o desempenho do
sistema global quando comparado àquele de cada
subsistema isolado, veja (Geromel et al., 2013)
para detalhes. As referências (DeCarlo et al.,
2000), (Liberzon, 2003), (Shorten et al., 2007) e
(Sun, 2005) fornecem uma base teórica sólida so-
bre esta importante classe de sistemas. Essas ca-
racteŕısticas fazem com que este assunto seja de
grande interesse teórico e de aplicação prática,
em especial na área de eletrônica de potência,
veja (Cardim et al., 2009), (Corona et al., 2007) e
(Deaecto et al., 2010). Principalmente nesta área
é comum a existência de sistemas afins com co-
mutação, que são caracterizados por apresentar
vários pontos de equiĺıbrio compondo uma região
de grande interesse no espaço de estado. O ob-
jetivo de controle consiste em projetar uma fun-
ção de comutação capaz de governar as trajetó-
rias do sistema para o ponto de equiĺıbrio dese-
jado pertencente a um conjunto pré-definido. A
literatura apresenta alguns resultados sobre es-
tabilidade destes sistemas no domı́nio do tempo
cont́ınuo, veja por exemplo, (Bolzern and Spi-

nelli, 2004), (Deaecto et al., 2010), (Deaecto and
Santos, 2015) e (Scharlau et al., 2014). Nessas
referências a existência de modos deslizantes está-
veis é essencial para assegurar estabilidade assin-
tótica global. Todavia, isto implica na ocorrência
de um fenômeno indesejado denominado “chatte-
ring” que pode causar danos nos equipamentos de
sistemas reais devido à sua alta frequência de co-
mutação. Por esta razão, existe um grande es-
forço da comunidade cient́ıfica em propor uma
função de comutação que seja mais viável para
fins de aplicação prática. Uma das propostas é
realizar o controle de sistemas com dados amos-
trados assegurando estabilidade prática, onde as
trajetórias são guiadas para uma região tão pe-
quena quanto posśıvel contendo o ponto de equi-
ĺıbrio, veja (Hauroigne et al., 2011), (Hetel and
Fridman, 2013), (Kuiava et al., 2013), (Seatzu
et al., 2006) e (Patino et al., 2009).

Este artigo tem como objetivo estudar estabi-
lidade de sistemas afins com comutação a tempo
discreto que, segundo o nosso conhecimento, é um
tema ainda não tratado na literatura. O projeto
de uma função de comutação para o caso dis-
creto representa um problema mais dif́ıcil do que
o seu análogo em tempo cont́ınuo, uma vez que a
frequência de comutação é naturalmente limitada
pela frequência de amostragem e, portanto, não é
posśıvel garantir estabilidade assintótica mas sim
estabilidade prática. Dessa forma, nosso obje-
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tivo é projetar uma função de comutação global-
mente estabilizante a partir de condições que mi-
nimizam o volume da região de convergência elip-
soidal, contendo o ponto de equiĺıbrio desejado,
para onde as trajetórias do estado são assintoti-
camente atráıdas. Este projeto envolve a minimi-
zação de uma função objetivo não-linear, embora
convexa, que pode ser realizada utilizando o algo-
ritmo de Frank-Wolfe, (Frank and Wolfe, 1956).
As condições são adaptadas para tratar o controle
de sistemas com dados amostrados considerando
peŕıodo de amostragem incerto. Exemplos ilus-
trativos mostram a validade da teoria proposta
e sua eficiência quando comparada à técnicas re-
centes dispońıveis na literatura. A notação uti-
lizada é padrão. Para matrizes e vetores reais,
(′) denota o trasposto. Para uma matriz simé-
trica, (•) denota cada um dos seus blocos simé-
tricos. Os śımbolos R e N denotam os conjuntos
dos números reais e naturais, respectivamente. O
conjunto K := {1, ..., N} é composto pelos N pri-
meiros números naturais não nulos. O śımbolo
⊗ denota o produto de Kronecker. Para qual-
quer matriz simétrica, X > 0 (X ≥ 0) denota
uma matriz (semi)definida positiva. Uma combi-
nação convexa de matrizes de mesma dimensão é
denotada por Xλ =

∑
i∈K λiXi com λ ∈ Λ onde

Λ := {λ ∈ Rn : λi ≥ 0,
∑
i∈K λi = 1} é o simplex

unitário. Uma matriz quadrada é dita Hurwitz se
todos seus autovalores si satisfazem Re(si) < 0.
Uma matriz é dita Schur estável se todos seus au-
tovalores zi satisfazem |zi| < 1. O autovalor má-
ximo de uma matriz simétrica Q é denotado por
γmax(Q).

2 Formulação do problema

Considere um sistema afim com comutação
com a seguinte realização no espaço de estado

x[k + 1] = Aσx[k] + bσ, x[0] = x0 (1)

onde x[k] ∈ Rn é o vetor de estado e σ(x) : Rn 7→
K é a função de comutação que escolhe a cada ins-
tante de tempo um dos N subsistemas dispońıveis
(Ai, bi), i ∈ K. Neste contexto, σ(x) ∈ K é uma
sequência de controle a ser determinada de modo
a orquestrar o estado do sistema em direção a um
ponto de equiĺıbrio xe ∈ Rn. Definindo a variável
auxiliar ξ[k] = x[k] − xe, ∀k ∈ N, o sistema (1)
pode ser reescrito como

ξ[k + 1] = Aσξ[k] + `σ, ξ[0] = ξ0 (2)

com `i = (Ai − I)xe + bi,∀i ∈ K. O objetivo é
o projeto de σ(x) tal que, idealmente, ξ[k] → 0
para qualquer condição inicial x0. Contudo, di-
ferente do que ocorre no domı́nio do tempo con-
t́ınuo este objetivo não pode ser assegurado. De
fato, como o ponto de equiĺıbrio xe é geralmente
diferente dos pontos de equiĺıbrio de cada um dos

subsistemas isolados, a frequência de comutação
deve ser extremamente elevada (fenômeno “chat-
tering”) para manter as trajetórias do estado fixas
sobre ele. Uma vez que os sistemas discretos têm
uma limitação natural na frequência de comutação
definida pela frequência de amostragem, a estabi-
lidade assintótica é geralmente imposśıvel de ser
assegurada. Dessa forma, o objetivo do problema
passa a ser garantir estabilidade prática, onde as
trajetórias do sistema (2) serão guiadas para uma
região de convergência tão pequena quanto posśı-
vel contendo o ponto de equiĺıbrio de interesse.

Como será esclarecido na próxima seção, nos-
sas condições são obtidas a partir da função de
Lyapunov quadrática v(ξ) = ξ′Pξ e a regra de
comutação associada é

σ(ξ) = arg min
i∈K

v(Aiξ + `i) (3)

a qual é responsável por levar o estado do sistema
para a região de convergência definida a seguir.

Definição 1 Uma região X ⊂ Rn é uma região
de convergência do sistema (2) governado por uma
função de comutação σ(ξ) se as seguintes condi-
ções forem simultaneamente satisfeitas:

(a) 0 ∈ X ;

(b) Se ξ /∈ X , então ∆v(ξ) < 0;

De acordo com a definição acima, as trajetórias do
sistema tendem ao ponto de equiĺıbrio ξ = 0 den-
tro da região X mas, devido a (b), não o atingem.
Note que as trajetórias podem deixar X mas, de-
vido a (b), sempre retornam para esta região em
um instante de tempo subsequente. Segundo a
referência recente (Deaecto and Geromel, 2016)
a propriedade de invariância pode ser garantida
incluindo na Definição 1 a seguinte condição: se
ξ[k] ∈ X então ξ[k + 1] ∈ X . A seção seguinte
apresenta condições para o projeto de (3) levando
em conta a minimização do volume de X .

3 Análise de estabilidade

Considere o conjunto de pontos de equiĺıbrio
atinǵıveis dado por

Xe := {xe ∈ Rn : xe = (I −Aλ)−1bλ, λ ∈ S} (4)

com S ⊆ Λ sendo o conjunto de todos os λ ∈ Λ tais
que Aλ é Schur estável. O próximo teorema per-
mite encontrar uma região elipsoidal de mı́nimo
volume que garante estabilidade prática de qual-
quer ponto de equiĺıbrio em (4).

Teorema 1 Seja o sistema afim com comutação
(2) e um ponto xe ∈ Xe associado a um λ ∈ S
dado. Se existirem matrizes simétricas P > 0 e
W > 0 solução do problema de otimização convexa

inf
P>0,W>0

− ln(det(W )) (5)
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sujeito a ∑
i∈K

λiA
′
iPAi − P < −W (6)

∑
i∈K

λi

[
1− `′iP`i •

ci W

]
> 0 (7)

onde ci = A′iP`i, então a função de comutação
(3) garante que a região elipsoidal

X∗ := {ξ ∈ Rn : (ξ − µ)′W (ξ − µ) ≤ 1} (8)

é uma região de convergência de volume mı́nimo
centrada em µ = W−1cλ.

Prova: Adotando a função de Lyapunov v(ξ) =
ξ′Pξ e utilizando a regra de comutação (3) temos

∆v(ξ) = v(Aσξ + `σ)− v(ξ)

= min
i∈K

(Aiξ + `i)
′P (Aiξ + `i)− ξ′Pξ

≤−ξ′Qλξ + 2c′λξ + ρλ

≤−(ξ − µ)′Qλ(ξ − µ)+c′λQ
−1
λ cλ+ρλ (9)

com −Qi = A′iPAi + P e ρi = `′iP`i, ∀i ∈ K.
Sem perda de generalidade podemos introduzir
uma nova variável matricial W < Qλ e uma res-
trição c′λQ

−1
λ cλ + ρλ < 1 o que nos leva às de-

sigualdades (6) e (7). Juntamente com (9), tais
desigualdades garantem que para todo ξ /∈ X∗ te-
mos ∆v(ξ) < 0. Além disso, a verificação de que
0 ∈ X∗ é obtida facilmente substituindo ξ = 0
no lado esquerdo de (8) e a partir de (7), con-
clúımos que c′λW

−1cλ < c′λW
−1cλ + ρλ < 1. A

prova é finalizada levando em conta que o volume
de X∗ é proporcional a (det(W ))−1/2 e minimi-
zar este determinante é o mesmo que minimizar
− ln(det(W )). 2

É importante ressaltar alguns pontos a respeito
deste resultado. O primeiro refere-se à fun-
ção objetivo. Note que o resultado do Te-
orema 1 é expresso por Desigualdades Matri-
ciais Lineares1 com uma função objetivo con-
vexa porém não-linear cuja derivada é dada por
d ln(det(W ))/dW = W−1. A literatura apre-
senta alguns métodos para resolver este problema,
veja (Lasdon, 1970). Na nossa visão, ele pode
ser resolvido adequadamente pelo algoritmo de
Frank-Wolfe, resumido a seguir, veja (Frank and
Wolfe, 1956).

• Iterar até a convergência

• Escolha q = 0 e Wq fact́ıvel.

1. Resolva o problema de otimização con-
vexa

inf
P>0,S>0

−tr(W−1
q S)

1do inglês Linear Matrix Inequalities, veja (Boyd et al.,
1994)

sujeito a∑
i∈K

λiA
′
iPAi − P < −S

∑
i∈K

λi

[
1− `′iP`i •

ci S

]
> 0

e determine a solução ótima Sq.

2. Por busca unidimensional, determine

αq = arg max
α∈[0,1]

ln(det(αSq + (1−α)Wq)

faça Wq+1 = αqSq + (1 − αq)Wq, q ←
q + 1 e repita.

Aplicando este método, a convergência para
a solução ótima é sempre garantida. O segundo
ponto diz respeito à suficiência das condições pro-
postas. Infelizmente, diferente das condições ob-
tidas para o domı́nio do tempo cont́ınuo não é
posśıvel encontrar uma condição de estabilidade
baseada no fato da matriz Aλ ser Schur está-
vel. Como provado em (Deaecto et al., 2014),
a condição necessária e suficiente para a facti-
bilidade de

∑
i∈K λiA

′
iPAi − P < 0 é a matriz∑

i∈K λi(A
′
i ⊗ Ai) ∈ Rn2×n2

ser Schur estável, o
que geralmente é uma condição mais restritiva do
que exigir que apenas a matriz Aλ seja Schur está-
vel. O último ponto refere-se à região de conver-
gência do Teorema 1. Note que ela é descentrali-
zada, o que pode ser uma restrição para a mini-
mização do volume. Como discutido na referência
(Deaecto and Egidio, 2016) uma escolha diferente
para o conjunto de pontos de equiĺıbrio permite a
obtenção de uma região de convergência centrada
na origem. Entretanto, o preço a ser pago é que
as novas condições são extremamente não-lineares,
não-convexas e não permitem a definição a priori
do ponto de equiĺıbrio de interesse. Além disso,
foi posśıvel concluir que nenhuma das condições é
melhor em termos de minimização do volume. O
exemplo a seguir mostra a eficiência da regra de
comutação proposta.

Exemplo 1 Considere o sistema (1) com dois
subsistemas instáveis definidos por

Ai = eFiT , bi =

∫ T

0

eFiτdτgi, i ∈ {1, 2}

onde T = 1 e

F1 =

 0 1 0
0 0 1
−1 0 −2

 , F2 =

0 1 0
0 0 1
0 −3 −4


g1 = [0 1 0]′ e g2 = [0 0 1]′ com um vetor
λ = [0.4 0.6]′ ∈ S associado a um ponto de equi-
ĺıbrio xe = [3.2545 −0.0048 −0.4645]′ ∈ Xe.
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Figura 1: Região de convergência X∗ e simulação
no tempo.

Resolvendo o problema (5) do Teorema 1, obtive-
mos a solução ótima

W =

 0.0369 −0.0226 0.0037
−0.0226 0.1070 −0.0114

0.0037 −0.0114 0.1047



P =

0.5363 0.3984 0.0793
0.3984 1.4454 0.4763
0.0793 0.4763 0.3014


que define a região X∗ centrada em µ =
[3.5214 − 0.6451 − 1.1459] com volume mı́nimo
volT1(X∗) = 222.21. A Figura 1 mostra, na parte
superior, o espaço de estado com a região X∗ e
as trajetórias do sistema em malha fechada par-
tindo de ξ0 = [1.7455 5.0048 5.4645]′ e, na parte
inferior, a simulação correspondente no tempo.

4 Sistemas com dados amostrados

Esta seção é dedicada ao controle de sistemas
afins com comutação a tempo cont́ınuo com da-
dos amostrados. Neste caso, o projetista define
um peŕıodo de amostragem T > 0 durante o qual
a função de comutação não varia. Na sequência,
ainda nesta seção, trataremos o caso em que o pe-
ŕıodo de amostragem Tk = tk+1 − tk > 0 é não
uniforme entre dois instantes de comutação suces-
sivos, satisfazendo Tk = [Tmin, Tmax]. Considere

o seguinte sistema afim a tempo cont́ınuo

ẏ(t) = Fσy(t) + gσ, y(0) = y0 (10)

Já é conhecido da literatura, veja (Deaecto et al.,
2010) e (Deaecto and Santos, 2015), que esta
classe de sistemas pode ser controlada por uma
função de comutação dependente do estado a qual
faz com que o ponto de equiĺıbrio ye ∈ Ye := {ye ∈
Rn : ye = −F−1

λ gλ, λ ∈ H} seja globalmente as-
sintoticamente estável, sendo H ⊆ Λ o conjunto
de todos os vetores λ ∈ Λ tal que Fλ é Hurwitz.
A principal preocupação prática é a ocorrência
do “chattering”, fenômeno que desejamos evitar a
partir da escolha de uma função de comutação que
se mantém constante em t ∈ [tk, tk+1[, sendo T =

tk+1− tk > 0. É também conhecido na literatura,
veja (Deaecto et al., 2014), que uma representa-
ção a tempo discreto de (10) é dada por (1) com

as matrizes Ai = eFiT e bi =
∫ T

0
eFiτdτgi, ∀i ∈ K

tal que x[k] = y(tk) = y(kT ),∀k ∈ N. Após es-
colher ye ∈ Ye associado a um λ ∈ H e calcular
o correspondente xe ∈ Xe, esta função de comu-
tação pode ser obtida a partir do Teorema 1 adi-
cionando ao conjunto de restrições a desigualdade
(ye − xe − µ)′W (ye − xe − µ) < 1 que pode ser
reescrita como uma LMI na forma (ye − xe)′W (ye − xe)−

−2c′λ(ye − xe)− 1
•

cλ −W

 < 0 (11)

A solução deste problema define a região de con-
vergência de mı́nimo volume contendo ye em seu
interior.

Neste ponto é importante analisar o que
ocorre quando o peŕıodo de amostragem T > 0
se torna arbitrariamente pequeno. Adotando a
aproximação de primeira ordem Ai ≈ I + TFi e
bi = Tgi, encontramos que Xe → Ye elemento a
elemento quando T > 0 tende a zero. Além disso,
os vetores `i → T (Fixe + gi) e ci → P`i, ∀i ∈ K.
Consequentemente, `λ → 0 pois xe → ye e cλ → 0
que, por sua vez, implica que µ = 0 e a região
de convergência torna-se a origem X∗ → {0}, in-
dicando que y(t) tende assintoticamente para ye.
Finalmente, a função de comutação torna-se

σ(ξ) = arg min
i∈K

v(Aiξ + `i)

= arg min
i∈K

v(ξ + T (Fiξ + Fixe + gi))

= arg min
i∈K

ξ′P (Fiξ + (Fiye + gi)) (12)

recuperando a conhecida função de comutação
para sistemas a tempo cont́ınuo, veja (Deaecto
et al., 2014).

Visando levar em conta a robustez em rela-
ção ao peŕıodo de amostragem, consideramos que
tk+1 − tk = Tk > 0 sendo Tk ∈ Ω := [Tmin, Tmax],
com Tmin > 0 e Tmax > 0 definidos pelo proje-
tista. Não é simples a tarefa de garantir que as
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condições do Teorema 1 juntas com (11) são váli-
das para todo T ∈ Ω devido ao fato de depende-
rem intrinsecamente de T . Definindo a função

Ψ(P,W, T )=

−Qλ +W 0 0
0 f(xe)− 1 0
0 0 ξ′eWξe − 1


(13)

com f(xe) = c′λW
−1cλ + ρλ e ξe = ye − xe −

µ, temos que as condições do Teorema 1 e (11)
são satisfeitas sempre que Ψ(P,W, T ) < 0, ∀T ∈
Ω. Uma posśıvel estratégia é avaliar (13) para
cada T ∈ Ωap ⊂ Ω, onde Ωap é uma discretização
suficientemente refinada de Ω, veja (Deaecto et al.,
2014) e (Geromel and Souza, 2015). O algoritmo
seguinte proposto em (Geromel and Souza, 2015)
assegura a validade de (13) para todo T ∈ Ω.

• Escolha ye ∈ Ye associado a um λ ∈ H.

• Seja q = 0 e Ωap = {Tmax}.

1. Calcule xe(T ) ∈ Xe e encontre a solução
Pq+1, Wq+1 da função objetivo Jq+1 =
inf{P,W}−ln(det(W )) sujeito a (6), (7)
e (11) para todo T ∈ Ωap. Se infact́ıvel,
o mesmo é valido para o Teorema 1 com
T ∈ Ω. Pare.

2. Por busca linear, determine

Tq+1 = arg max
T∈Ω

γmax(Ψ(Pq+1,Wq+1, T ))

Se γmax(Ψ(Pq+1,Wq+1, Tq+1)) < 0,
pare. A solução ótima foi encontrada
e é válida para todo T ∈ Ω.

3. Atualize Ωap ← Ωap ∪ {Tq+1}, faça q ←
q + 1 e repita.

Note que no passo 3 o algoritmo aumenta o con-
junto de restrições do problema de otimização e
por consequência Jq+1 > Jq. Este algoritmo con-
verge para a solução ótima sempre que o problema
admitir uma solução limitada. O próximo exem-
plo ilustra os aspectos mais importantes da estra-
tégia de controle proposta.

Exemplo 2 Os dados numéricos estão dispońı-
veis no Exemplo 1 de (Hetel and Fridman, 2013),
que refere-se a um sistema afim com comutação
a tempo cont́ınuo composto de N = 4 subsis-
temas instáveis. O ponto de equiĺıbrio de in-
teresse é a origem ye = 0 associado a λ =
[0.15 0.20 0.30 0.35]′. Aplicando as condições do
Teorema 1 junto com (11), conclúımos que o sis-
tema é praticamente estável para um peŕıodo de
amostragem variante no tempo Tk ∈ ]0, Tmax] com
Tmax = 1.726× 10−3, o que é quatro vezes maior
que o máximo intervalo obtido em (Hetel and Frid-
man, 2013), onde Tmax = 3.2× 10−4. Escolhendo
um intervalo Ω = [3× 10−4, 15× 10−4], aplicamos
o último algoritmo para as condições do Teorema
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Figura 2: Região de convergência X∗ e simulação
no tempo.

1 e (11). Após duas iterações obtivemos a solução
ótima

W =

 3.7088 −1.5911 −0.9532
−1.5911 2.2688 1.0422
−0.9532 1.0422 1.8088



P = 104 ×

 0.2711 −0.2263 −0.0598
−0.2263 2.1207 −0.7809
−0.0598 −0.7809 0.5551


e um volume mı́nimo vol(X∗) = 1.51. A Figura 2
apresenta, na parte superior, o espaço de estado
junto com a região X∗ e as trajetórias do sistema
em malha fechada, iniciando em y0 = [−5 0 5]′,
com Tk ∈ Ω uniformemente distribúıdo no inter-
valo mencionado. Na parte inferior apresentamos
a simulação no tempo correspondente.

5 Conclusão

Neste artigo propusemos uma função de co-
mutação que assegura estabilidade prática de sis-
temas afins com comutação a tempo discreto. O
problema de projeto leva em conta a minimização
do volume de uma região de convergência elipsoi-
dal para onde o estado do sistema é assintotica-
mente atráıdo. O resultado é adaptado para tra-
tar o controle de sistemas cont́ınuos com dados
amostrados considerando robustez em relação ao
peŕıodo de amostragem. Os exemplos apresenta-
dos ilustraram a eficiência da técnica proposta.
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