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Abstract— In the present work, we study the mixed H2/H∞ control for Markov Jump Linear Systems
through the Hidden Markov Model approach. It is considered that the Markov parameter θ(k) is not available,

but instead an estimation θ̂(k) is given by a detector. Conditions for the synthesis of controllers θ̂(k)-dependents
that stochastically stabilize the system while providing upper bounds for the H2 and H∞ norms are given in
terms of linear matrix inequalities. The results are illustrated by a numerical example.

Keywords— Markov jump linear systems, hidden Markov models, mixed H2/H∞ control, linear matrix in-
equalities.

Resumo— No presente trabalho, estudamos o controle misto H2/H∞ para sistemas lineares com saltos mar-

kovianos a tempo discreto com a cadeia de Markov oculta. É considerado que o modo da cadeia θ(k) não está

dispońıvel para o controle, mas sim uma estimativa θ̂(k) fornecida por um detector. Resultados para a śıntese de

controladores dependentes de θ̂(k) que estabilizam estocasticamente o sistema e fornecem limitantes superiores
para as normas H2 e H∞ são desenvolvidos em termos de desigualdades matriciais lineares e ilustrados por um
exemplo numérico.

Palavras-chave— Sistemas lineares com saltos markovianos, modelo oculto de Markov, controle misto
H2/H∞, desigualdades matriciais lineares.

1 Introdução

O controle de sistemas sujeitos a variações esto-
cásticas em sua estrutura vem atualmente rece-
bendo espaço respeitável na literatura. De espe-
cial interesse são os sistemas lineares com saltos
markovianos, do inglês, Markov Jump Linear Sys-
tem (MJLS), cujos aspectos teóricos foram bem-
estabelecidos e estudados na literatura como, por
exemplo, no livro (Costa et al., 2005). Para pro-
blemas envolvendo MLJS, um aspecto fundamen-
tal é a disponibilidade do modo da cadeia de Mar-
kov, θ(k): são habitualmente encontrados nos tra-
balhos em MJLS os casos dependentes do modo,
onde θ(k) está dispońıvel para controladores ou
filtros; de agrupamentos dos modos da cadeia
(clusters); e independentes do modo, onde ne-
nhuma informação sobre a cadeia é instantane-
amente conhecida. Especialmente em relação ao
controle MJLS, podem ser citados alguns exem-
plos em termos dessa divisão: para a realimen-
tação de estado, tem-se o controle H2 com ob-
servação em clusters (Do Val et al., 2002), bem
como o controle H∞ dependente do modo e uti-
lizando clusters (Gonçalves et al., 2012). Contro-
ladores dinâmicos de sáıda H2 e H∞ dependen-
tes do modo podem ser encontrados em (Geromel
et al., 2009). Mais recentemente, foi introduzido
o controle MJLS para cadeias de Markov ocultas,
no qual é considerado que θ(k) não está dispońı-
vel para o controlador, porém um detector emite
estimativas do modo atual da cadeia, θ̂(k). Nesse
contexto, podem ser citados (Costa et al., 2015) e

(Todorov et al., 2015) para os controles H2 e H∞
por realimentação de estado.

Em relação ao problema de controle misto
H2/H∞ em MJLS, podem ser citados (Costa and
Marques, 1998) para o caso a tempo discreto, e
(Mahmoud et al., 2008) a tempo cont́ınuo com
atraso, ambos dependentes do modo. Nesse tipo
de problema, deseja-se obter um controlador que
permita ao sistema respeitar um limitante de ro-
bustez, no caso, a norma H∞, enquanto um cri-
tério quadrático de interesse é otimizado (norma

H2). É interessante notar que não existem resul-
tados na literatura para o controle H2/H∞ para
MJLS com parâmetros que não dependem de θ(k),
pelo conhecimento dos autores. Tendo em vista
esse fato, o presente trabalho visa fornecer resul-
tados em controle H2/H∞ para MJLS a tempo
discreto considerando que a cadeia de Markov é
oculta. Dessa forma, no contexto da disponibi-
lidade parcial do modo da cadeia, são derivadas
condições para o projeto de controladores depen-
dentes do modo estimado θ̂(k), que estabilizam
estocasticamente o sistema de interesse e que mi-
nimizam um limitante superior da norma H2, en-
quanto mantém a norma H∞ abaixo de um limite
especificado. Essa abordagem é atraente na me-
dida em que permite a śıntese de controladores que
dependem somente do sinal do detector, visto que
o modo da cadeia muitas vezes não está dispońıvel
para a aplicação, por exemplo, veja em (Gonçalves
et al., 2012). Os resultados obtidos generalizam as
condições de (Costa and Marques, 1998) e podem
ser vistos como duais aos resultados de (Geromel

XXI Congresso Brasileiro de Automática - CBA2016 
UFES, Vitória - ES, 3 a 7 de outubro

ISSN 2525-8311 146



et al., 1995), para o caso determińıstico. Da
mesma forma como em (Costa and Marques, 1998)
e (Geromel et al., 1995), apresentamos uma versão
aproximada do controle misto H2/H∞.

Esse trabalho é divido conforme segue. Na Se-
ção 2 é estabelecida a notação utilizada. Na Seção
3 são realizadas as análise preliminares, onde o sis-
tema de interesse é apresentado, assim como o es-
timador da cadeia de Markov, a definição de esta-
bilidade estocástica e alguns resultados auxiliares.
Ainda na Seção 3, na Subseção 3.2 são definidos os
conceitos de norma H2 e H∞ para MJLS, necessá-
rios para derivar os resultados principais mostra-
dos na Seção 4. Nessa seção, são fornecidos dois
teoremas: o primeiro apresenta uma condição ma-
tricial não-linear para o controle misto H2/H∞, e
o segundo, condições suficientes em desigualdades
matriciais lineares para a śıntese de controlado-
res H2/H∞ dependentes de θ̂(k). Na Seção 5, um
exemplo numérico é fornecido para ilustrar os re-
sultados da Seção 4. O trabalho é conclúıdo na
Seção 6.

2 Notação

A notação utilizada é usual. Vetores reais e com-
plexos são representados por Cn e Rn, respectiva-
mente. Os espaços de matrizes reais e complexas
limitadas m × n são denotados por B(Cn,Cm) e
B(Rn,Rm), respectivamente e, para matrizes qua-
dradas, B(Cn)

.
= B(Cn,Cn) e B(Rn)

.
= B(Rn,Rn).

O śımbolo (′) representa a operação de transpo-
sição e o operador traço, por Tr(·). Matrizes
em bloco diagonal são denotadas por diag(·). O
conjunto Hn,m representa o espaço linear de to-
das as sequências de N matrizes complexas V =
{V1, V2, ..., VN}, Vi ∈ B(Cn,Cm), para um N in-
teiro. Por simplicidade, Hn,n .

= Hn e Hn .
= Hn,n

e Hn+ .
= {V ∈ Hn;Vi ≥ 0, i = 1, . . . , N}. Para

P, V ∈ Hn+, adota-se a notação P ≥ (>)V se
Pi ≥ (>)Vi para todo i = 1, ..., N . Um operador
T ∈ B(Hn) é dito positivo se T (V ) ∈ B(Hn+) sem-
pre que V ∈ B(Hn+). Em um espaço de probabi-
lidade (Ω,P,F), E(·) representa o operador espe-
rança matemática e E(· | ·), o operador esperança
condicional. Representamos por lr2(F) o espaço de
todos os sinais discretos dos processos adaptados
Fk no espaço de probabilidade considerado tal que

‖w‖2 =
{∑∞

k=0 E(‖w(k)‖2)
}1/2

<∞.

3 Análises preliminares

3.1 Definições básicas

No espaço de probabilidade (Ω,P,F), considere o
seguinte MJLS:

G :

 x(k + 1) = Aθ(k)x(k) +Bθ(k)u(k) + Jw(k),
z(k) = Cθ(k)x(k) +Dθ(k)u(k),
x(0) = x0, θ(0) = θ0,

(1)

onde x(·) ∈ Rn é a variável de estado, u(·) ∈ Rm
é a entrada de controle, w(·) ∈ Rr é a entrada
exógena e z(·) ∈ Rp é a sáıda controlada. O parâ-
metro θ(k) é uma cadeia de Markov cujos valores
estão no conjunto N = {1, 2, ..., N} com matriz de
transição de probabilidade P = [pij ] e distribuição
de probabilidade inicial P (θ0 = i) = µi, i ∈ N.

Consideramos, de forma similar à introdu-
zida em (Costa et al., 2015), que o parâme-
tro θ(k) não é diretamente observado. Em

seu lugar, um sinal θ̂(k) é emitido sempre que
ocorre uma transição em θ(k). Dessa forma,

o sinal θ̂(k), que pode ser entendido como
um detector de θ(k), assume valores dentro de
um conjunto Mθ(k)=i, onde Mi ⊆ M, M =
{1, 2, ...,M} para M inteiro. Considere assim a
σ-álgebra F̂k que consiste do conjunto gerado por
{x(0), θ(0), θ̂(0), w(0); ...;x(k), θ(k), w(k)} (o pa-

râmetro θ̂(k) não está em F̂k). Os valores de θ̂(k)
e θ(k) são relacionados por

P(θ̂(k) = l | F̂k) = P(θ̂(k) = l | θ(k)) = αθ(k)l,

para l ∈Mθ(k) e
∑M
l=1 αil = 1. Além disso, o con-

junto Mi pode ser descrito por Mi = {l ∈M;αil >

0},⋃Ni=1 Mi = M.

Observação 1 Em (Costa et al., 2015), é mos-
trado que a abordagem do detector utilizada nesse
trabalho é uma generalização dos casos dependente
do modo θ̂(k) ≡ θ(k); do caso de observações em
cluster M < N ; e independente do modo M = 1.

São considerados controladores por realimen-
tação de estado, definidos por

u(k) = Kθ̂(k)x(k), (2)

ou seja, o controlador depende do estado esti-
mado θ̂(k). O conjunto de todos os ganhos do
controlador em (2) é denotado por K .

= {K =
{K1, . . . ,KM},Kl ∈ B(Rn,Rm), l ∈M}.

Conectando o sistema (1) ao controlador (2),
é obtido o seguinte sistema em malha fechada,

Gf :


x(k + 1) = Aθ(k)θ̂(k)x(k) + Jw(k),

z(k) = Cθ(k)θ̂(k)x(k),

x(0) = x0, θ(0) = θ0,
(3)

onde, para i ∈ N, l ∈Mi,

Ail
.
= Ai +BiKl, (4)

Cil
.
= Ci +DiKl. (5)

Defina, para i, j ∈ N, V = {V1, V2, ..., VN} ∈
Hn, os seguintes operadores:

Ei(V )
.
=

N∑
j=1

pijVj ,

Li(V )
.
=
∑
l∈Mi

αilA
′
ilEi(V )Ail,
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onde E ,L ∈ B(Hn).
Considere o sistema em (3) com w(k) ≡

0. A próxima definição, retirada de (Todorov
et al., 2015), estabelece o conceito de estabilidade
estocástica.

Definição 1 (Estabilidade estocástica) O
sistema em (3) é dito ser estocasticamente estável
se, para toda condição inicial com segundo mo-
mento finito x0 e toda condição inicial da cadeia
θ0,

‖x‖22 =
∞∑
k=0

E
(
‖x(k)‖22

)
<∞. (6)

O próximo lema, derivado em (Costa et al., 2015),
apresenta condições necessárias e suficientes para
a estabilidade estocástica de (3).

Lema 1 As seguintes afirmações são equivalen-
tes:

(i) O sistema (3) é estocasticamente estável.

(ii) Existe K ∈ K e P ∈ Hn, P > 0, tal que
P − L(P ) > 0.

Prova: Ver (Costa et al., 2015). 2

Observação 2 Seja T ∈ B(Hn) um operador li-
near positivo tal que rσ(T ) < 1, onde rσ(·) é o raio
espectral do operador. Se P, S ∈ Hn são as respec-
tivas soluções de P − T (P ) = Q, S − T (S) = V ,
com Q,V ∈ Hn que satisfazem Q ≥ V , então
(P − S) − T (P − S) = Q − V de forma que
P − S =

∑∞
k=0 T

k(Q− V ) ≥ 0, então P ≥ S.

Prova: Ver (Costa et al., 2005). 2

3.2 As normas H2 e H∞
Considere que o sistema (3) é estocasticamente
estável para um dado K ∈ K. A próxima definição
estabelece o conceito da norma H2.

Definição 2 (Norma H2) Seja vs ∈ Rr o ve-
tor formado por zeros, exceto na s−ésima posição,
que é igual a 1. Defina como zs(k), a sáıda con-
trolada z(k) em (3) para x0 = 0, µi = P (θ0 = i),
i ∈ N e a entrada exógena w(k) definida por

w(k) =

{
vs k = 0,
0 k > 0.

A norma H2 de (3) é definida por

‖Gf‖22
.
=

r∑
s=1

‖zs‖22, ‖zs‖22
.
=
∞∑
k=1

E(‖zs(k)‖2).

Considere o conjunto P ∈ Hn+, a solução única
de

P = L(P ) + C, (7)

conhecido como o gramiano de observabilidade,
onde C = {C1,C2, ...,CN} ∈ Hn+ é dado por

Ci
.
=
∑
l∈Mi

αilC
′
ilCil.

Para o cômputo da norma H2, apresenta-se a se-
guinte proposição.

Proposição 1 A norma H2 de (3) é dada por

‖Gf‖22 =
N∑
i=1

µi Tr(J ′Ei(P )J), (8)

onde P é a solução da Equação (7).

Prova: Ver (Costa et al., 2015), para Ji = J, i ∈
N. 2

Considere agora que o sistema é sujeito a
uma perturbação estocástica exógena w(·) =
{w(k), k ≥ 0 : w(k) ∈ lr2(F)}. A norma H∞ de
(3) é estabelecida na próxima definição, retirada
de (Costa and Marques, 1998).

Definição 3 (Norma H∞) Considere que o sis-
tema (3) é estocasticamente estável. A norma H∞
de (3) é definida como

‖Gf‖2∞
.
= sup
θ0,w∈lr2(F)

‖z‖22
‖w‖22

. (9)

Assim, o objetivo principal do presente tra-
balho é encontrar um conjunto de controladores
admisśıveis em K de forma que o sistema (3) seja
estocasticamente estável e respeite limitantes su-
periores dos critérios de desempenho H2 e H∞.
Pode-se então escrever o problema de otimização
de interesse:

min
K∈K

{
‖Gf‖22; sujeito a ‖Gf‖2∞ < δ2

}
. (10)

4 Resultados

O próximo teorema, baseado no resultado obtido
em (Costa and Marques, 1998), estabelece condi-
ções suficientes para a obtenção de um conjunto
K ∈ K de ganhos do controlador (2) que estabi-
liza estocasticamente o sistema (3) e, além disso,
fornece limitantes superiores para as normas H2 e
H∞ de (3).

Teorema 1 Se existe um conjunto de matrizes
P ∈ Hn, P > 0, e K ∈ K, para uma constante
real δ > 0, que satisfaz as seguintes desigualda-
des, para i ∈ N,

Pi −
∑
l∈Mi

αil (A
′
ilEi{P}Ail + C ′ilCil)

− 1

δ2
PiJJ

′Pi > 0, (11)
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para Ail e Cil definidos em (4) e (5), respectiva-
mente, então

‖Gf‖2∞ < δ2, (12)

e
‖Gf‖22 ≤

∑
i∈N

µi Tr(J ′Ei(P )J). (13)

Prova: A prova é similar à prova do Teorema 1 de
(Costa and Marques, 1998). Considere a seguinte
igualdade:

E(x(k + 1)′Pθ(k+1)x(k + 1))

= E(x(k + 1)′E(Pθ(k+1) | Fk)x(k + 1)). (14)

Por outro lado, pode ser verificado que, para

uma matriz Ξθ(k)θ̂(k) ∈ Hn, E
(

Ξθ(k)θ̂(k) | F̂k
)

=∑
l∈Mθ(k) αθ(k)lΞθ(k)l. Assim, a Equação (11) pode

ser escrita como

E
(
A′
θ(k)θ̂(k)

Ei{P}Aθ(k)θ̂(k) | F̂k
)
< Pθ(k)−

E
(
C ′
θ(k)θ̂(k)

Cθ(k)θ̂(k) | F̂k
)
− 1

δ2
Pθ(k)JJ

′Pθ(k).

Portanto, a Equação (14), considerando o sistema
em (3) e a Equação (11), pode ser reescrita como

E(x(k + 1)′Pθ(k+1)x(k + 1))

< E
(
x(k)′

(
Φθ(k),θ̂(k)

)
x(k)

)
+ 2E

(
w(k)′J ′Eθ(k){P}Aθ(k)θ̂(k)x(k)

)
+ E

(
w(k)′J ′Eθ(k){P}Jw(k)

)
,

onde Φθ(k),θ̂(k) = Pθ(k) − C ′
θ(k)θ̂(k)

Cθ(k)θ̂(k) −
1
δ2Pθ(k)JJ

′Pθ(k). O resultado acima pode ser re-
escrito como

‖P
1
2

θ(k+1)x(k + 1))‖22 − ‖P
1
2

θ(k)x(k))‖22 + ‖z(k)‖22

+
1

δ2
‖J ′Pθ(k)x(k)‖22 < E

(
w(k)′J ′Eθ(k){P}Jw(k)

)
+ 2E

(
w(k)′J ′Eθ(k){P}Aθ(k)θ̂(k)x(k)

)
.

Pode-se subtrair da desigualdade acima, o termo
1
δ2 ‖J ′Pθ(k+1)x(k + 1)‖22 e completar o quadrado

entre 1
δE
(
J ′Eθ(k)(P )x(k + 1)

)
e −δE(w(k)). O

resultado é

‖P
1
2

θ(k+1)x(k + 1))‖22 − ‖P
1
2

θ(k)x(k))‖22 + ‖z(k)‖22

+
1

δ2
‖J ′Pθ(k)x(k)‖22 −

1

δ2
‖J ′Pθ(k+1)x(k + 1)‖22

< −
∥∥∥∥1

δ
J ′Pθ(k+1)x(k + 1)− δw(k)

∥∥∥∥2
2

+ E
(
w(k)′(δ2I − J ′Eθ(k){P}J)w(k)

)
,

< E
(
w(k)′(δ2I − J ′Eθ(k){P}J)w(k)

)
.

Some o resultado para todo k ∈ [0,∞), conside-
rando que x(k)→ 0 para k →∞. Assim,

‖z‖22 ≤

δ2
∞∑
k=0

E

(
w(k)′

(
I − 1

δ2
J ′Eθ(k){P}J

)
w(k)

)
.

(15)

Alternativamente, considere a desigualdade em
(11). Como

∑
l∈Mi αil (A

′
ilEi{P}Ail + C ′ilCil) ≥

0, segue que Pi − 1
δ2PiJJ

′Pi > 0, e assim

0 <
1

δ2
J ′PiJ < I. (16)

Portanto, a desigualdade em (15) pode ser escrita
como

δ2
∞∑
k=0

E

(
w(k)′

(
I − 1

δ2
J ′Eθ(k){P}J

)
w(k)

)
≤ δ2(1− ν)‖w‖22,

onde ν ∈ (0, 1
δ2 mini∈N,j λj(J

′Ei{P}J)). Além
disso, como a Equação (16) é válida, então 0 <
(1− ν) < 1, e assim

‖z‖22 ≤ δ2(1− ν)‖w‖22 < δ2‖w‖22. (17)

Usando a definição da norma H∞ em (9), pode-
mos escrever

‖Gf‖2∞ = sup
θ0,w∈lr2(F)

‖z‖22
‖w‖22

< δ2.

Adicionalmente, considere S ∈ Hn+, a solução
do gramiano de observabilidade em (7). Como∑
l∈Mi αilC

′
ilCil + 1

δ2PiJJ
′Pi ≥

∑
l∈Mi αilC

′
ilCil,

por meio da Nota 2, pode-se concluir que Pi ≥ Si,
e portanto

‖Gf‖22 =

N∑
i=1

µi Tr(J ′Ei(S)J)

≤
N∑
i=1

µi Tr(J ′Ei(P )J).

provando assim o resultado desejado. 2

Observação 3 Para o caso de observação com-
pleta, isto é, θ̂(k) ≡ θ(k), é evidente que αii = 1,
Aii = Ai + BiKi e Cii = Ci + DiKi. Para que
ocorra a equivalência entre as condições do Teo-
rema 1 e os resultados de observação completa de
(Costa and Marques, 1998), é necessário conside-
rar a definição de norma H2 utilizada nesse úl-
timo trabalho, que difere da Definição 2. Nesse
caso, pode-se verificar que as condições obtidas
são iguais as (11) e (12) do Teorema 1. A mu-
dança fica restrita a Equação (13), que se torna

‖Gf‖22 ≤
∑
i∈N

Tr(J ′PiJ). (18)

Em posse do resultado do Teorema 1, consi-
dere o seguinte conjunto de desigualdades matri-
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ciais lineares, para todo i ∈ N, l ∈Mi:Z ′l + Zl −Xil • •
AiZl +BiYl Mi •
CiZl +DiYl 0 I

 > 0, (19)

Qi J Qi
• δ2I 0
• • Ri

 > 0, (20)

[
Ri RiΓi(α)
• diagi(Xil)

]
> 0, (21)[

Mi MiΓi(p)
• diag(Qi)

]
> 0, (22)[

Pi I
• Qi

]
> 0, (23)

onde,

• Γi(x) =
[√
xi1I

√
xi2I ...

√
xiKI

]
, para

um conjunto de constantes reais tais que∑K
j=1 xij = 1;

• para um conjunto de matrizes Vi =
{Vi1, ..., ViK}, Vi ∈ H+, diagi(Vij) =
diag(Vi1, Vi2, ..., ViK).

Dessa forma, pode-se reescrever o problema de oti-
mização (10):

‖Gf‖22 ≤ min
ξ

{
γ2; sujeito a (19)− (23)

}
, (24)

onde γ2 =
∑
i∈N µi Tr (J ′Ei(P )J) e ξ =

{Pi, Qi, Si,Mi, Xil, Zl, Yl, i ∈ N, l ∈Mi}.
O próximo teorema apresenta condições sufi-

cientes para a obtenção de controladores que es-
tabilizam estocasticamente (3) e respeitam os li-
mitantes superiores definidos em (12) e (13) para
o problema de otimização (24).

Teorema 2 Considere que existam matrizes si-
métricas positivas definidas P,Q,R e M ∈ Hn,
bem como matrizes Xil, i ∈ N, l ∈ Mi, e Yl, Zl,
l ∈ M, que satisfaçam as desigualdades (19)-(23)
para todo i ∈ N, l ∈ Mi no problema de otimiza-
ção (24). Em caso afirmativo, então um conjunto
de controladores K ∈ K que estabilizam estocasti-
camente o sistema (3) e satisfazem os limitantes
(12) e (13) é dado por Kl = YlZ

−1
l , para todo

l ∈M.

Prova: É suficiente mostrar que o conjunto de de-
sigualdades (19)-(23) é equivalente a (11). Por
complemento de Schur, a Equação (21) leva a(∑

l∈Mi αilX
−1
il

)−1
> Ri. Assim, a Equação

(20) pode ser escrita, após substituir Ri por(∑
l∈Mi αilX

−1
il

)−1
, aplicar o complemento de

Schur, e multiplicar a desigualdade obtida por
Q−1i pela esquerda e direita, como:

Q−1i −
1

δ2
Q−1i JJ ′Q−1i >

∑
l∈Mi

αilX
−1
il . (25)

Pode ser notado que a Equação (22) leva a(∑
i∈N pijQ

−1
i

)−1
> Mi e, além disso, sabe-se que

Z ′lX
−1
il Zl > Zl + Z ′l − Xil. Defina Yl = KlZl e

reescreva a Equação (19) como

Z ′lX−1il Zl • •
AilZl

(∑
i∈N pijQ

−1
i

)−1 •
CilZl 0 I

 > 0. (26)

onde Ail e Cil são definidos em (4) e (5). Aplique
a transformação de similaridade diag(Z−1l , I, I)
e na sequência o complemento de Schur em (26)
para obter X−1il > A′il

∑
i∈N pijQ

−1
i Ail + C ′ilCil.

Assim a Equação (25) pode ser re-
escrita como Q−1i − 1

δ2Q
−1
i JJ ′Q−1i >∑

l∈Mi αil
(
A′ilEi

(
Q−1

)
Ail + C ′ilCil

)
.

Por fim, considere que a Equação (23) leva
a Pi > Q−1i , e, como

∑
i∈N Tr(JEi(P )J) é mini-

mizado em (24), segue que Pi = Q−1i + Iε, para
ε→ 0+ de precisão, o que completa a prova. 2

5 Exemplo numérico

O exemplo numérico é retirado de (Costa and
Marques, 1998). As matrizes do sistema são dadas
por

(
Ai Ci

)
=

(
0.9974 0.0539 −1 1
−0.1078 1.1591 0 0

)
,

e Di =
[
0 1

]′
para i ∈ {1, 2}, e

(
B1 B2 J

)
=

(
0.0013 0.0013 1 0
0.0539 0.1078 1 0.1

)
.

A matriz de transição de probabilidade P e a dis-
tribuição de probabilidade inicial P (θ(0) = i) =
µi são dados por

P =

[
0.7 0.3
0.2 0.8

]
, µ′ =

[
0.5
0.5

]
.

Inicialmente, considere que o limitante supe-
rior da norma H∞ é dado por δ = 80 e a matriz
de probabilidade do detector dada por

[αil] =

[
ρ 1− ρ

1− ρ ρ

]
,

para ρ ∈ [0, 1].

A Figura 1 mostra o limitante superior da
norma H2 calculado pelo Teorema 1 e a norma
exata, calculada através da Proposição 1, em fun-
ção da probabilidade correta de detecção, ρ.

XXI Congresso Brasileiro de Automática - CBA2016 
UFES, Vitória - ES, 3 a 7 de outubro

ISSN 2525-8311 150



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
15.00 

16.80 

18.60 

20.40 

22.20 

24.00 

Probabilidade de detecção (ρ)

C
u
st
os

H
2

Figura 1: Custo garantido H2 (Teorema 1 - linha
cheia) e norma exata (Proposição 1 - Linha Pon-
tilhada).

Verifica-se que, para os casos ρ = 0 e ρ = 1,
os custos garantidos atingem o seu menor valor.
Esse comportamento é esperado, pois esses dois
casos correspondem ao de observação completa
θ̂(k) = θ(k), discutido na Nota 1. O ponto de
máxima obtido na curva de custo garantido na
Figura 1 corresponde ao caso em que o detector
não provê informação útil ao controlador, pois as
probabilidades de emissão são iguais. Cabe ainda
notar que, diferente dos comportamentos verifica-
dos em (Costa et al., 2015), as curvas de custo
garantido e norma exata não se tocam em ρ = 0
e ρ = 1. Esse fato decorre da própria natureza do
problema misto aproximado H2/H∞, pois a con-
dição adicional da norma H∞ torna o problema
suficiente para o controle H2.

Para que os resultados de (Costa and Mar-
ques, 1998) possam ser analisados, é necessário
que a Equação (13) do Teorema 1 seja subs-
titúıda pela Equação (18) no problema de oti-
mização (24). Dessa forma, através dessa nova
condição, obtém-se a mesma norma obtida em
(Costa and Marques, 1998) para os casos ρ = 0
e ρ = 1, de valor ‖Gf‖22 = 728.4462, bem como
os ganhos K1 =

[
−1.3667 −4.4304

]
e K2 =[

−1.6010 −4.6404
]
.

6 Conclusão

Nesse trabalho, por meio da abordagem do modelo
oculto de Markov, na qual um detector emite esti-
mativas do estado da cadeia de Markov, apresen-
tamos condições para o projeto de controladores
que estabelecem limitantes superiores para as nor-
masH2 eH∞ de um sistema markoviano de cadeia
oculta. Esses controladores dependem somente do
modo estimado de Markov, o que constitui uma
abordagem realista para aplicações. Além disso,
o resultado obtido generaliza o caso de observa-
ção completa já presente na literatura, bem como
possibilita o estudo de casos intermediários de ob-
servação da cadeia para o controle misto H2/H∞.

O trabalho é encerrado com um exemplo numérico
que ilustra o resultado obtido.
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