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Abstract— The aim of this work implicate the achievement of less conservative conditions in controllers design based on the
linear quadratic regulator (LQR) in structure of linear matrix inequalities (LMIs) for continuous uncertain linear time-invariant
systems, instating the decay rate (a) without the use of further LMIs. However, the tool used in the relaxation process of inequal-
ities as polytopic linear differential inclusions matches to Finsler Lemma conditions, whose advantage is associated the decou-
pling between Lyapunov matrix and state feedback gain. Therefore it is possible the use of Lyapunov functions-dependent pa-
rameter in achievement of robust controllers. The presentation of results consist the practical application through implementation
of the controllers in the helicopter 3-DOF of Quanser.

Keywords— Linear Quadratic Regulator, Linear Matrix Inequalities, Robust Controll, Decay Rate, Finsler Lemma.

Resumo— O objetivo deste trabalho envolve a obtencédo de condi¢bes menos conservadoras no projeto de controladores baseado
no regulador linear quadratico (LQR) em estrutura de desigualdades matriciais lineares (LMIs) para sistemas lineares incertos
continuos e invariantes no tempo, integrando a taxa de decaimento (&) sem o uso de LMIs adicionais. Contudo, a ferramenta uti-
lizada no processo de relaxamento das desigualdades na forma de inclusdes diferenciais politpicas corresponde as condigdes do
Lema de Finsler, cuja vantagem esta associada ao desacoplamento da matriz de Lyapunov do ganho de realimentagdo de estados.
Com isso é possivel o uso de fungdes de Lyapunov dependentes de pardmetros na obtengao de controladores robustos. A apresen-
tacdo dos resultados compreende a aplicacdo pratica através da implementacéo dos controladores no helicdptero 3-DOF de ban-
cada da Quanser.

Palavras-chave— Regulador Linear Quadratico, Desigualdades Matriciais Lineares, Controle Robusto, Taxa de Decaimento,

Lema de Finsler.

1 Introducéo

Problemas de controle 6timo relacionados a
indices de desempenho quadraticos tém sido exausti-
vamente explorados ao longo dos anos. Concomitan-
temente, alternativas na busca de solugdes para esta
classe de problemas tem sido desenvolvidas com
sucesso por meio do uso de desigualdades matriciais
lineares (do inglés, Linear Matrix Inequalities -
LMI), em especial, associando modelos de incertezas
(Boyd et al., 1994; Polyak et al., 2014). Todavia, as
limitacdes impostas através de restricbes LMIs opor-
tunizam a aplicacdo de técnicas de relaxagdo que
permitam a amplia¢do das regides de factibilidade ao
custo do aumento das varidveis matriciais e, conse-
quentemente, da complexidade computacional no
calculo destas soluces (Li et al., 2016; Huang et al.,
2016; Apkarian et al., 2001).

Dentre as propostas aplicaveis, a mais di-
fundida corresponde ao lema de Finsler (Boyd et al.,
1994). Este resultado tem sido aplicado em teoria de
controle a tempo continuo e discreto baseado em
estruturas de LMIs, relacionando vantagens interes-
santes em sintese de controladores, como por exem-

ISSN 2525-8311

plo, desvinculando a matriz de Lyapunov do cémpu-
to do ganho de realimentacdo de estados. Este fato é
decisivo no aumento das regides de factibilidade,
pois permite o uso de fungBes de Lyapunov depen-
dentes de pardmetros no controle robusto (Buzachero
et al.,2012; Castelan et al., 2006; Lee et al., 2007).

Complementarmente, os projetistas em sis-
temas de controle precisam delinear especificaces
de desempenho que norteiem o comportamento dese-
jado dos sinais de saida, ou seja, posicionar os polos
do sistema em malha fechada em sub-regifes do
plano complexo-s. Tais condi¢cGes podem ser facil-
mente incluidas por meio de restricGes adicionais na
forma de LMIs (Chilali and Gahinet, 1996; Hu et al.,
2016). Entretanto, a desvantagem relacionada ao
processo de alocacdo de polos envolve novo acrés-
cimo da complexidade computacional. Assim, com o
intuito de reduzir os sucessivos impactos no proces-
samento do computador, deseja-se incorporar a taxa
de decaimento na formulacéo original das LMIs (Qiu
and Cao, 2016).

Ademais, este artigo propde condicGes de
estabilidade estendida via Lema de Finsler no projeto
de reguladores lineares quadraticos (do inglés, Linear
Quadratic Regulator — LQR) sob estrutura de desi-
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gualdades matriciais lineares integrando em uma
Unica LMI a taxa de decaimento («), sujeito a inclu-
sbes diferenciais lineares politdpicas. A validacdo
tedrica dos resultados é obtida via aplicacdo ao mo-
delo do helicoptero 3-DOF da Quanser, evidenciando
0 éxito da proposta. No conhecimento dos autores
esse é um resultado inédito.

O artigo estd organizado da seguinte forma:
A Secéo 2 apresenta o desenvolvimento da proposta
de controle LQR-LMI com relaxacdo via lema de
Finsler integrando a a-estabilidade sem restricGes
adicionais, com posteriores desdobramentos a siste-
mas lineares invariantes no tempo sob incertezas
politopicas. Na Secdo 3 é apresentado um exemplo
de aplicagdo demonstrando a eficiéncia da proposta.

A notagdo adotada neste artigo considera
que para uma matriz X € R"*", X’ denota a trans-
posicdo, X~ denota a inversdo, X+ corresponde a
uma matriz coluna que representa uma base para o
espaco nuloe X > 0 (X = 0) implica que X é (semi-
) definida positiva. Considera-se, ainda, que I denota
a matriz identidade com dimensdes apropriadas.

2 Resultado Principal

Considere o sistema linear invariante no
tempo (do inglés, Linear Time Invariant — LTI) des-
crito por:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
_ 1)
y(&) = Cx(t)
com x(t) € R™ o vetor de estados, u(t) € R™ o
vetor de controle e y(t) € R™ o vetor de saida de
performance. As matrizes A, B e C s8o matrizes reais
e constantes de dimensdes apropriadas. Assume-se,
ainda, que o sistema é controlavel e observavel.
Tradicionalmente, em problemas de otimi-
zacdo que envolvem indices de desempenho quadra-
ticos na fungdo custo garantido é admissivel definir
descricbes matematicas na forma de LMIs aplicadas
a sistemas de controle (Boyd et al., 1994). Entretan-
to, em diversos casos, formulacdes em termos de
desigualdades matriciais precisam sofrer adequages
que permitam a obtencdo de caracteristicas lineares
diante de restricdes ndo lineares. Além disso, em
algumas situacfes € de extrema importancia determi-
nar resultados mais relaxados para as condicfes de
restri¢fes lineares com o intuito de produzir implica-
¢cBes menos conservadoras, contornando limitacoes
fisicas em aplicacfes a sistemas reais. Neste sentido,
abaixo encontram-se os principais lemas utilizados
no artigo.

Lema 1 (Complemento de Schur): Seja Q(x) =
Q(x)', R(x) =R(x)', e S(x) dependente de modo
afim da variavel x. Entdo a LMI

Q(x) Sx)

sy RGP @)
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é equivalente a desigualdade matricial,
R(x) > 0,Q(x) = SC)R(x)™'S(x) >0 ®)
ou,

Q(x) > 0,R(x) = S()QC)'S(x) >0 (4)

Prova: Vide (Boyd et al., 1994) para maiores deta-
Ihes.

Lema 2 (Lema de Finsler): Considere w € R™x,
L € RxX"x B € RMxX" com rank(B) < n, e Bt
uma base para o espaco nulo de B (ou seja, BB+ =
0). Entdo as condicdes a seguir serdo equivalentes,

wiw<0,Vw=0,Bw=0
BLLBL <0
AUER,L—puB'B<0

AX ER™X"Mx; L+ XB+B'X' <0

el

Prova: Vide (Skelton et al., 1997; Oliveira e Skelton,
2001) para maiores detalhes.

2.1 Controlador LQR-LMI com restricdo da taxa de
decaimento via Lema de Finsler

Considere o sistema (1) e assuma a lei de
controle por realimentacdo de estados u(t) =
—Kx(t), com K uma matriz real e constante de di-
mensdes apropriadas. Para determinar a estabilidade
do sistema usando a relaxagdo do controlador LQR-
LMI com restricdo de a-estabilidade através do lema
de Finsler € proposto a formulagdo do seguinte teo-
rema.

Teorema 2.1 (LQR-LMI, a-estabilidade estendi-
da): O sistema (1) é estavel por u(t) = —Kx(t),
com taxa de decaimento maior ou igual a «a, se, para
um dado b, existirem matrizes Y € R**", Z €
R™*" W =Y'PY e R*"*" e P=P' >0, tal que o
seguinte problema de otimizagdo convexo seja facti-
vel:

min
w=w'>0, Z, Y

sujeito a,

AY + BZ+Y'A'+ Z'B' 4+ 2aW
W —Y' + bAY + bBZ

Y
f (5)
W-Y+bY'A+bZ'B Y 7
—bBY — bY’ 0 0
0 ot o |
%0 0 —Rr
U x
>
[x(O) vay-wl=° (©)

73



XXI Congresso Brasileiro de Automatica - CBA2016
UFES, Vitéria - ES, 3 a 7 de outubro

Assim, o ganho de realimentagdo de esta-
dos é representado por K = —ZY 1,

Prova: Inicialmente, definem-se as seguintes varia-

veis de interesse, w = [i] B=[(4A—-BK) -I],
1 2aP+K'RK+Q P

1 —

5= | pi) ¢ L= P ol

com n,=2n, my=n e P=P >0. Diante ao

exposto, proceder-se-a o desenvolvimento das condi-

¢bes do Lema 2 (Lema de Finsler), conforme segue:

1. Se3d P =P >0,tal que wLw < 0 entdo,

(PR <o o
ou,

x'Px + x'Px + 2ax'Px < —x'(K'RK + Q)x  (8)

Adicionalmente, deve-se atender a condi-
¢do Bw = 0, e, portanto,

[(4A—BK) —I] [’;] —0-%=(A-BK)x (9

2. Se3dP =P >0,talque, BL'LBL <0, ou,

[ZaP+K’32K+Q P” I ]
P 0l1(A — BK) (10)
<0
que, ap6s manipulagdes algébricas, obtém-se

[(A —IBK)],

(A—BK)'P + P(A — BK) + 2aP 11)
<—(K'RK + Q)

Neste ponto, observa-se que as condi¢Bes
1 e 2 sdo satisfeitas, portanto, verifica-se também
que,

4. Se3a X e R¥X™ p =P’ > (), entdo,

2aP + K'RK + Q P]

i Xi(A—BK) —X
1 - —4q
X,(A—BK) —X, (13)
+[(A—BK,)X1 (A—BK’)XZ]<O
-X3 —X3

ou, ainda,

[Xl(A — BK)+(A—BK)'X;' + 2aP + K'RK + Q
P+ X,(A—BK) — X,
(14)
P-X — BK)'X,’
L+ (A B’K) X<
—X; =X,
Considere X; = M e X, = bM de forma a
suprimir a dependéncia da sintese do controlador em
funcéo destas variaveis, entéo,

M(A—BK)+(A—BK)'M' + 2aP + K'RK + Q

P+ bM(A—BK)—M' (15)
P—M+b(A- BK)’M’] <0
—bM — bM'
Agora, pré-multiplicando por
M=t 0 . L Mt 07
[ 0 M‘l] e pos-multiplicando por [ o M-

obtém-se a desigualdade (16). Em seguida, realizan-
do as mudancas de varidveis Y = (M")"1 e apés,
Z = —KY, e rearranjando, determina-se a desigual-
dade (17). Por fim, fazendo W = Y'PY, tem-se,

AY +BZ+Y'A'+7Z'B" +2aW +Z'RZ +Y'QY
W —Y' + bAY + bBZ
(18)
W —Y +bY'A' + bZ'B’
—bY — bY’ |<o

Aplicando o complemento de Schur & de-
sigualdade acima, de forma a decompor os termos
relacionados com R e Q, resulta em:

AY + BZ+Y'A' +Z'B' + 2aW + Z'RZ
W —Y' + bAY + bBZ

Y
2aP +K'RK+Q P (19)
[peP+ KREFC ]+ W) W—Y+bY'A+bZ'B Y
_ BKY —bY — bY’ 0
+X[(A—BK) —I]+ [(A BK) Jxr <o <0
—I 0 —Q
AY + BZ +Y'A' + Z'B' + 2aW
- X . W —Y' + bAY + bBZ
Admitindo, X = [ 1], define-se,
X, Y (20)
A
[(A —BK)(M')™Y + M~Y(A — BK)' + 2aM~P(M")"t + M~IK'RK(M")~! + M~1Q(M")~!
M~1P(M')™* — M~! + b(A — BK)(M")~* (16)
“1p(M")~L — (M)~ + bM~1(A — BK)’]
2 " <0
—b(M)"* — bM
[AY +BZ+Y'A +Z'B' +2aY'PY +ZRZ+Y'QY Y'PY —Y +bY'A + bZ’B’] <0 an
Y'PY —Y' + bAY + bBZ —bY — bY'
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W—Y+bY'A +bZ'B Y 7
—bY — bY’ 0o 0
0 gt o |<°
0 0 -r

sendo, Y € R**™ Y #Y', Z € R™*" W =Y'PY,
P=P >0eK=-ZY""

Por outro lado, é possivel definir a LMI da
funcéo objetivo do problema LQR, por:

1 x'(0)
x(0) Y’+Y—W]20 1)

Neste caso, para a prova de suficiéncia, se-
rdo considerados os resultados de (Daafouz and Ber-
nussou, 2001), sob a premissa que a condi¢do acima
¢ factivel, e, portanto, Y’ + Y — W > 0. Assim, dado
que a matriz Y possui rank completo e como W é
estritamente positiva definida, tem-se,

W -YV)W W -Y) >0 (22)

ou, equivalentemente, YW =Y’ >Y' +Y — W. Des-
ta forma satisfazendo,

U x'(0)
x(0) yw—iy'] =0 23)

que, isolando os termos de pré-multiplicacdo [([) 8]

e pés-multiplicagdo [(I] 3] , obtém-se,

| P I R

Finalmente, aplicando o complemento de
Schur,

x(0)' (Y)'WY~x(0) < (25)

e, realizando a mudanca de variavel entre W e P,
tem-se:

x(0)' (YD) Y'PYY~1x(0) < (26)

que corresponde a energia minima de saida, ou seja,
x(0)'Px(0) < u.

Conclui-se, portanto, que a insercéo da va-
ridvel de folga Y promove a ampliagdo da regido de
factibilidade do resultado proposto em (Caun, et. al.
2015).

Observacdo 1: Verifica-se, por meio de testes prati-
cos, que a medida que o parametro b torna-se pe-
queno o suficiente ocorre uma ampliagdo da regido
de factibilidade em projetos de controladores obtidos
pela relaxacdo via lema de Finsler (Silva, 2012).
Desta forma, parametrizados pelos resultados apre-
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sentados em (Silva, 2012), optou-se em adotar valo-
res da ordem milesimal no projeto de controle.

A prova do Teorema 2.1 esta concluida. m

2.2 Controlador LQR-LMI e a a-estabilidade esten-
dida sujeito incertezas politopicas

Considere o sistema linear a tempo conti-
nuo, incerto e com incertezas invariantes no tempo,
descrito pelas equacdes por representacdo em espago
de estados,

x(t) = A(&)x(t) + B(&)u(t) @7)
y(©) = C(6)x(t)

com as matrizes (4,B,C)(6) ndo precisamente co-
nhecidas e pertencentes a um conjunto convexo () tal
que:

Q={(4,B,0)(6): (A, B,C)()

N
zzsi(A,B,C)i,6EAN}
v ot (28)
Ay ={5eRN:Zsi= 1,6, >0,
i=1
i=1,..,N}

sendo que (4;, B;, C;) sdo conhecidos como vértices
do sistema e N 0 numero de Vvértices do politopo.

Teorema 2.2 (LQR-LMI, a-estabilidade estendi-
da): O sistema (25) é estavel por u(t) = —Kx(t)
com taxa de decaimento maior ou igual a «a, se, para
um dado b, existirem matrizesY € R**", Z €
R™X" W, =W, >0 € R**", tal que as seguintes
LMIs s&o verificadas:

min
wi=w;'>0, z, Y

sujeito a
AY +B,Z+Y'A'+Z'B, + 2aW;
W; —Y' + bA;Y + bB,Z

Y
Z
W;—Y+bY'A'+bZ'B; Y’ VA (29)
—bY — bY’ 0 0
0 -07' o0
0 0 —-R
<0
U x'(0)
[x(O) v 4y —w, =0 (30)

sendo o ganho de realimentacdo de estados dado por
K=-Zy %

Prova: Considere o simplex unitario, ¥V, 38; =
1,6; = 0. Entdo, multiplicando (29) e (30) por §;, e
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somando os indicesde i = 1ai = N, as LMIs (31) e
(32) séo obtidas.

AB)Y + B(8)Z + Y'A(8)' + Z'B(8) + 2aWw
W(S) —Y' + bA(8)Y + bB(6)Z

Y
Z
=6 vz (1)
—bY — bY' 0
0 g1 o |<°
0 0 -R
1 x'(0) ]
>
x(0) v +v—we)l=° (32)

sendo E(6) = W () — Y + bY'A(S) + bZ'B(6)'. A
partir das equacgdes acima, a prova do teorema consi-
derando o sistema linear incerto resume-se a prova
do Teorema 2.1.

A prova do Teorema 2.2 esta concluida. m

3 Exemplo Numérico

Considere 0 modelo esquematico da Figu-
ra (1) do helicoptero com trés graus de liberdade.
Dois motores DC estdo montados nas extremidades
de uma haste retangular e acionam duas hélices pro-
pulsoras. Os eixos dos motores sdo paralelos entre si,
sendo o vetor de empuxo normal em relacdo a haste
(Quanser, 2002).

Eixo pich

Motor traseiro

Eixo
travel

Figura 1. Modelo esquemético do Helicoptero 3-DOF (Quanser,
2002).

O braco € conectado por uma junta 2-DOF
e € livre para inclinar e guinar. Na extremidade opos-
ta do braco existe um contrapeso que torna a massa
efetiva leve o suficiente para viabilizar que os moto-
res levantem o helicoptero. Uma voltagem maior
aplicada no motor dianteiro (V) causa uma inclina-
¢do positiva enquanto uma voltagem maior no motor
traseiro (V,,) causa uma inclinagdo negativa (angulo
pitch (p)). Uma voltagem positiva nos dois motores
causa uma elevagdo de todo o corpo (angulo eleva-
tion (&) do brago). Se o corpo inclina, o vetor impul-
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s&o resulta no deslocamento do corpo (angulo travel
(1) do bracgo).

O objetivo deste experimento é projetar
um sistema de controle para rastrear e regular a ele-
vacdo e o percurso do Helicoptero 3-DOF. A trajeto6-
ria do helicoptero foi dividida em trés estagios: (a)
decolagem do helicoptero, subindo em 27,5° de
forma a buscar o &ngulo elevacdo de € = 0°; (b) o
helicoptero apresenta um percurso de 120° e (c)

aterrissagem do helicéptero a posicao
—0,48 rad) (Manesco et al., 2012).

(e =—275°~

inicial

Para a modelagem que consta no manual
do fabricante, o vetor de estados x(t), o vetor de
entrada u(t) e matrizes A, B, e C sdo definidas por:

x®O=1[e p A ¢ p A & vyl u(t)=[K£,

0 0 01 0 0 0 O

0 0 0 0 1 0 0 O

0 0 00 01 0 O

0 0 0 0 0 0 0 O

A=10 0 0 0 0 0 0 o0}
(2mylg—myly)g

0 > > = 0 0 0 0 0 O
2mylg+2myely+2mely,

1 0 0 0 0 0 0 O
0 0 1 0 0 0 0 o
0 0
0 0
0 0
laky laky
B = myld+2mply  mylg+2msi
R L 1 ks

omen Tamen
0 0
0 0
0 0

Os valores usados no projeto foram utili-
zados nos programas do MATLAB na implementa-
¢do do projeto original do fabricante, para manter a
fidelidade aos pardmetros, conforme tabela a seguir:

Tabela 1: Paraemtros do sistema (Quanser, 2002).

Parametros Valor

[kg] 1,15
__—
B ) e

B — (m] 18,5 x 0,0254
—

Para adicionar incerteza ao sistema do he-
licoptero, implementou-se uma queda de 50% da
poténcia do motor da hélice traseira, através da inser-
¢do de uma chave temporizadora conectada a um
amplificador com ganho de 0,5 diretamente na tenséo
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de atuacdo sobre o motor. Assim, constitui-se um
politopo de dois vértices com uma incerteza na ma-
triz de entrada do sistema do helicoptero. Desta for-
ma, podem-se reescrever as matrizes do sistema na
forma politdpica por,

Vértice 1 (100% de poténcia no motor traseiro):

0 0 010 0 0 O
0 0 001000
0 0 000 100

a4 =10 0 000 0 0O

7o 0 0 000 0 of
0 —-1,2304 0 0 0 0 0 O
1 0 000 0 0O
Lo 0 10 0 0 0 o

0 0
0 0
0 0
5. —|00858 10,0858
ul 10,5810 —0,5810/
0 0
0 0
0 0

Vértice 2 (50% de poténcia no motor traseiro):

mo matrizes de ponderagdo, R = 0,025*diag(1,1)
e 9 =diag(100,1,10,0,01,0,01,2,10,0,1).

A partir dos resultados obtidos nos testes
computacionais de factibilidade do Teorema 2.2, é
possivel notar, conforme apresenta (Silva, 2012), que
as LMIs que compde o referido teorema mostram-se
fortemente dependente do valor admitido para a
constante b, ou seja, 0 sucesso do aumento da regido
de factibilidade é garantido selecionando-se valores
apropriados desta constante. Adicionalmente, salien-
ta-se que nos projetos factiveis obtidos pelo Teorema
2.2 contrastados aos resultados de (Caun, et.al.,
2015) houve uma reducdo significativa no valor da
norma dos controladores em todos os casos analisa-
dos, os quais encontram-se compilados na Figura (3)
para o caso da taxa de decaimento utilizada na im-
plementacdo prética. Observa-se, nesta figura, que
para uma melhor visualizacdo dos resultados optou-
se por utilizar o eixo das ordenadas em escala loga-
ritmica.

0 0 01 0 0 0 O
0 0 001000
0 0 000 100
a4 =|0 0 000 0 O0O0
27 o 0 0 00 0 0 of
0 —1,2304 0 0 0 0 0 O
1 0 000 0O0O0
) 0 100 0 0 o
0 0
0 0
0 0
5. —|00858 0,0429
2 7 10,5810 —0,2905/[
0 0
0 0
0 0

Neste momento, propdem-se demonstrar a
efetividade do processo de relaxamento relacionado
ao lema de Finsler, ampliando a regido de factiblida-
de do problema LQR-LMI sujeito a restrigdes de taxa
de decaimento. Para tanto, a Figura (2) relaciona em
seus eixos 0s valores crescentes entre o parametro «
(valores inteiros) e a perda de poténcia proveniente
da falha no atuador (constante kfqp,), S€NdO
k¢aina = 1,0 0 caso de nenhuma falha no atuador,
exibindo uma andlise comparativa das limitacOes de
solucBes associadas ao Teorema 2.2 e a apresentada
em (Caun, et. al., 2015), considerando b = 0,001 na
LMI (29). Informa-se, ainda, que pacote computaci-
onal LMllab e a interface YALMIP (L6fberg, 2004)
em ambiente MATLAB foram usados para computar
a solucdo do problema de otimizacdo, adotando co-
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Figura 2. Regides de factibilidade correspondente ao Helicoptero
3-DOF (© : Teorema 2.2; @ : (Caun, et al., 2015)).

107

106

=
(=]
&

1.359.797

=
(=
S

=
(=
W

Norma de controladores

=
(=)
N

10t

10° -
0 1 2 3 4 5 6
Taxa de decaimento (@)

HTeorema 2.2 i (Caunetal, 2015)

Figura 3. Anélise comparativa entre as normas dos controladores
impondo uma falha de 50% no ganho do controlador.

7



Estados (graus) e 5 x Tensdo

N
8 o
:

\
-~

Estados (graus) e 5 x Tensdo

XXI Congresso Brasileiro de Automatica - CBA2016
UFES, Vitéria - ES, 3 a 7 de outubro

N&o obstante, outro detalhe a ser pontuado
com relacdo a Figura (2), envolve a factibilidade do
ponto referente a incerteza em 30% (kfalha = 0,7) e
taxa de decaimento a = 11, no qual devido a condi-
¢Oes de convergéncia numérica no processo de oti-
mizagdo obteve-se um resultado infactivel. Diante
deste fato, explorou-se uma regido de proximidade
através da consideracdo de @ = 11,01, que implicou
na convergéncia do algoritmo para o Teorema 2.2,
conforme esperado.

Agora, com o intuito de ilustrar o desem-
penho de controladores projetados a partir da propos-
ta deste trabalho, buscou-se avaliar o comportamento
das variaveis de estados ( elevation (&), pich (p) e
travel (/1)) e as respectivas tensdes dos motores dian-
teiro e traseiro (compilados nas Figuras (4)-(5)), no
qual considera uma falha de 50% na poténcia do
motor da hélice traseira no instante de 30 s e que
atenda a condicdo de ||K|| = 120.

140 T T
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Figura 4. Comportamento dos trés graus de liberdade (e, p, 1)
referente a implementagéo pratica do controlador K, g4-
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Flgura 5. Comportamento dos trés graus de liberdade (g, p, 1)
referente a implementagéo prética do controlador K,_ 19.

As solugdes do problema de otimizacao
convexa, caracterizada pelos vetores de ganho dos
controladores e suas respectivas normas associadas
aos valores da taxa de decaimento de a = 0,04
(Caun et al, 2015) e « = 0,19 (Teorema 2.2), utili-
zadas para compor os resultados das Figuras (4)-(5),
sdo apresentados a seguir.

Ky=0,04
_[42,7591 42,3103 -56,8488 16,3013
- [67,1585 —-32,3773 37,1384 43,9531
(33)
12,5088 —64,4934 15,1064 -9,1303
—11,5655 44,5706 18,1135  5,7632

[|Kazo,04]| = 119,3554
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Kg=019
_ [48,9026 37,6600 —56,9663 22,2292
~ (83,4299 -29,6813 35,4670 47,8743
(34)
10,1719 -59,4908 22,3521 —16,5663
—10,4048 40,4168 33,2814 9,8164

| Keo,10|| = 119,7484

Observacéo 2: Dado que as variaveis de estado ¢ e y
representam as integrais dos angulos de ¢ e A, ocor-
re que o sistema ndo alcanca os valores nulos para
estas variaveis de estados.

Comparando as Figuras (4)-(5) verifica-se
que o Teorema 2.2 possibilitou um aumento da taxa
de decaimento, proporcionando melhoras significati-
vas em indices de desempenho, tais como o tempo de
subida e de assentamento durante o intervalo de
tempo de 0 a 30 segundos, sem arremeter drasticos
niveis de tensdo nos atuadores, confirmado por meio
dos sinais V,(t) e V,(t). Alem disso, €& notavel que
apos a imposicao da falha na poténcia do motor da
hélice traseira, o controlador K, .o reduziu sensi-
velmente os niveis de tensdo do motor dianteiro e a
perda de altitude do prototipo durante o periodo
transitério, quando contrastados aos resultados do
controlador K, —g,4-

Por fim, é possivel inferir que a proposta
oferecida no Teorema 2.2 garante uma expansdo dos
limites de factibilidade em problemas de otimizacéo
convexa e proporciona uma redugdo da complexida-
de computacional através da reducdo de linhas de
LMIs (através da incorporagdo da taxa de decaimen-
to, sem a necessidade de impor LMIs adicionais) em
problemas que possuem desvantagens matematicas
severas inerentes as caracteristicas de exponenciais
crescentes que ocorrem com o aumento das incerte-
zas em inclusdes diferenciais do tipo politopicas.
Ademais, existem implicagdes negativas que estdo
diretamente relacionadas aos esforcos dos sinais de
controle que se intensificam & medida que aumenta-
se a taxa de decaimento («).

Observacéo 3: Notoriamente as propostas de projeto
discutidas neste trabalho sdo realizadas de forma
off-line. Contudo, problemas de escala industrial
precisam ser mitigados de forma rapida, sejam por
motivos econdmicos ou por motivos de seguranca na
operacdo de processos, por exemplo. Neste caso, a
medida que o nuimero de parametros incertos da
planta aumenta, o tempo computacional para a bus-
ca de solugdes factiveis cresce exponencialmente na
descricdo politopica, causando severos atrasos na
implementacdo de um controlador que atenda as
novas condicBes de projeto. Além disso, verifica-se
que as dimensdes do modelo matematico da planta
industrial causam, também, impactos negativos no
processamento do computador. Estes fatos motivam
a aplicacdo de técnicas que promovam solucfes em
tempo real com menor complexidade de processa-
mento, como a reducéo do nimero de linhas de LMIs
a serem programadas.
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4 Conclusao

Neste trabalho s8o propostas condicGes
menos conservadoras no tratamento de sintese de
controladores LQR em estrutura de LMIs com impo-
sicdo de restricbes de taxa de decaimento, obtidas
pelo uso do lema de Finsler e fungdes de Lyapunov
dependentes de parametros, considerando inclusdes
diferenciais politopicas. A contribuicdo original
considerou a expansdo das regides de factibilidade e
a reducdo da complexidade computacional através da
incorporacdo da a-estabilidade sem uso de LMlIs
adicionais, caracteristica almejada considerando as
limitacdes praticas neste modelo de incerteza.
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